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Para responder a la gentil deferencia que han tenido con 
esta obra los Profesores y Alumnos de la América Latina, 
hemos introducido, en la presente edición, una serie de mejoras 
que tienden a que este libro sea más eficaz e interesante. 

Hemos procurado que la presentación constituya por si 
sola una poderosa fuente de motivación para el trabajo esco- 
lar. El contenido ha sido cuidadosamente revisado y se han 
introducido diversos cuadros y tablas para un aprendizaje más 
vital y efectivo. El uso del color, en su doble aspecto estético 
y funcional, hacen de esta obra, sin lugar a dudas, el Algebra 
más pedagógica y novedosa de las publicadas hasta hoy en 
idioma espariol, 

Los Editores han estimado oportuno intro ducir algunos ana- 
didos que contribuyan a completar el contenidode los programas 
vigentes, Tales anadidos son, para enumerar sólo algunos, las 
Notas sobre el Concepto de Número; Nota sobre las cantidades 
complejas e imaginarias y el Cuadro de los Tipos Básicos de 
Descomposición Factorial. 

Esperamos que el Profesorado de Hispanoemérica sepa aqui- 
latar el ingente esfuerzo rendido por todos los técnicos que 
han intervenido en la confección de esta obra. Sólo nos queda 
reiterar nuestro mds profundo agradecimiento por la acogida 


que le han dispensado siempre. 


Los EDITORES 
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PRELIMINARES 


ks) ALGEBRA es la rama de la Matemática que estudia la cantidad consi- 
derada del modo más general posible, 


(3) CARACTER DEL ALGEBRA Y SU DIFERENCIA 

CON LA ARITMETICA 

El concepto de la cantidad en Algebra es mucho más amplio que en 
Aritmética, 

En Aritmética las cantidades se representan por números y éstos ex- 
presan valores determinados. Así, 20 expresa un solo valor: veinte; para 
expresar un valor mayor o menor que éste habrá que escribir un número 
distinto de 20. 

En Algebra, para lograr la generalización, las cantidades se represen- 
tan por medio de letras, las cuales pueden representar todos los valores. 
Así, a representa el valor que nosotros le asignemos, y por tanto puede re- 
presentar 20 o más de 20 o menos de 20, a nuestra elección, aunque con- 
viene advertir que cuando en un problema asignamos a una letra un valor 
determinado, esa letra no puede representar, en el mismo problema, otro 
valor distinto del que le hemos asignado. 


| NOTACION ALGEBRAICA 
Los símbolos usados en Algebra para representar las cantidades son los 
números y las letras. 
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Los números se emplean para representar cantidades conocidas y de- 
términadas. 

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya 
sean conocidas o desconocidas. 

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfa- 
beto: q, b, cd... 

Las cantidades desconocidas se representan por las últimas letras del 
alfabeto: u, v, w, X, y, Z. 

Una misma letra puede representar distintos valores diferenciándolos 
por medio de comillas; por ejemplo: a”, a”, a”, que se leen a prima, a se- 
gunda, a tercera, o también por medio de subíndices; por ejemplo: a, as, 
às, que se leen a subuno, a subdos, a subtres. 


FORMULAS 

Consecuencia de la generalización que implica la representación de 
las cantidades por medio de letras son las fórmulas algebraicas. 

Fórmula algebraica es la representación, por medio de letras, de una 
regla o de un principio general. 

Así, la Geometria ensefia que el área de un rectângulo es 
igual al producto de su base por su altura; luego, llamando 4 
al área del rectângulo, b a la base y h a la altura, la fórmula 


representará de un modo general'el área de 
cualquier rectángulo, pues el área de un rec- 
tángulo dado se obtendrá con sólo sustituir 
by hen la fórmula anterior por sus valores 
en el caso dado. Así, si la base de un rec- 
tángulo es 3 m. y su altura 2 m., su área será: 


4 


El área de otro rectângulo cuya 
base fuera 8 m. y su altura 34 m. sería: Z 


SIGNOS DEL ALGEBRA 


Los signos empleados en Algebra son de tres clases: Signos de Ope- 
ración, Signos de Relación y Signos de Agrupación. 


SIGNOS DE OPERACION 

En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que 
en Aritmética: Suma, Resta, Multiplicación, División, Elevación a Poten- 
cias y Extracción de Raices, que se indican con los signos siguientes: 

El Signo de la Suma es +, que se lee más. Asiu+b se lee “a más b”. 


(1) En el Cap. XVIII, página 270, se estudia ampliamente todo Jo relacionado con las 
fórmulas algebraicas. ? | 


“A 
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El Signo de la Resta es —, que se lee menos. Así, a—b se lee “a me- 
nos b”, 

El Signo de la Multiplicación es x, que se lee multiplicado por. Así, 
axb se lee “a multiplicado por b”. 

En lugar del signo x suele emplearse un punto entre los factores y 
también se indica la multiplicación colocando los factores entre paréntesis. 
Así, a.b y (a)(b) equivalen a ax b, 

Entre factores literales o entre un factor numérico y uno literal el 
signo de multiplicacion suele omitirse, Así abc equivale a ax bxXc; 5xy 
equivale a 5XxX 9. 

El Signo de la División es =, que se lee dividido entre. Así, ab se 
lee “a dividido entre b”. También se indica la división separando el di- 


videndo y el divisor por una raya horizontal. Así, — equivale a mn. 


El Signo de la Elevación a Potencia es el exponente, 
que es un número pequefio colocado arriba y a la de- a = aaa; bi = bbbbb. 
recha de una cantidad, el cual indica las veces que dicha =" o: 
cantidad, Hlamada base, se toma como factor. Asi, 


Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad. 
Asi, a equivale a a!; mnx equivale a minlxi, 

El Signo de Raíz es V, llamado signo radical, y bajo este signo se co- 
loca la cantidad a la cual se le extrae la raíz. Asi, Va equivale a raiz cua- 
drada de a, o sea, la cantidad que elevada al cuadrado reproduce la can- 
tidad a; Yb equivale a raíz cúbica de b, o sea la cantidad que elevada 
al cubo reproduce la cantidad b. 


COEFICIENTE 


En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado 
coeficiente del otro factor. 

Así, en el producto 34 el factor 3 es coeficiente del factor a e indica 
que el factor a se toma como sumando tres veces, o sea 32a=a+a+a; en 
el producto 5b, el factor 5 es coeficiente de b e indica que 5b=b+b-+b+b+b. 
Estos son coeficientes numéricos. 

En el producto ab, el factor a es coeficiente del factor b, e indica que 
el factor b se toma como sumando a veces, o sea ab=b+b+b+b...a 
veces. Este es un coeficiente literal. 

En el producto de más de dos factores, uno o varios de ellos son el 
coeficiente de los restantes. Así, en el producto abcd, a es el coeficiente 
de bcd; ab es el coeficiente de cd; abc es el coeficiente de d. 

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente 
es la unidad. Así, b equivale a 1b; abc equivale a labc. 
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(8 ) sienos DE RELACION 
Se emplean estos signos para indicar la relación que existe entre dos 
cantidades. Los principales son: 


=, que se lee igual a. Asi, a=b se lee “a igual a b”. 
>, que se lee mayor que. Así, x+y>m se lee “x+y mayor que m”. 
<, que se lee menor que. Así, a<b+c se lee “a menor que b+c”. 


SIGNOS DE AGRUPACION 

Los signos de agrupación son: el paréntesis ordinario ( ), el parénte- 
sis angular o corchete [ ], las llaves ( | y la barra o vínculo — 

Estos signos indican que la operación colocada entre ellos debe efec- 
tuarse primero. Así, (a + bjc indica que el resultado de la suma de a y b 
debe multiplicarse por c; [a — b]m indica que la diferencia entre a y b debe 
multiplicarse por m; ja+bl=|c—d |indica que la suma de a y b debe di- 
vidirse entre la diferencia de c y d. 





(10) movo DE RESOLVER LOS PROBLEMAS 

EN ARITMETICA Y EN ALGEBRA 

Exponemos a continuación un ejemplo para hacer notar la diferencia 
entre el método aritmético y el algebraico en la resolución de problemas, 
fundado este último en la notación algebraica y en la generalización que 
ésta implica. 

Las edades de A y B suman 48 afios. Si la edad de B es 5 veces la 
edad de A, «qué edad tiene cada uno? 


METODO ARITMETICO 
Edad de 4 más edad de B=48 afios. 
Como la edad de B es 5 veces la de Á, tendremos: 
Edad de 4 más 5 veces la edad de 4=48 aos. 
O sea, 6 veces la edad de 4 =48 ahos; 






luego, 


METODO ALGEBRAICO 
Como la edad de 4 es una cantidad desconocida la represento por x. 
Sea x=edad de 4. 
Entonces 5x=edad de B. 
Como ambas edades suman 48 aiios, tendremos: 
x + ox =48 afios; 
o sea, 6x = 48 afios. 
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Si 6 veces x equivale a 48 afios, x valdrá la sexta parte de 48 ahios, 


CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 


En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en 
dos sentidos opuestos o que son de condición o de modo de ser opuestos, 
se expresa el sentido, condición o modo de ser (valor relativo) de la canti- 
dad por medio de los signos + y —, anteponiendo el signo + a las cantida- 
des tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponien- 
do el signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (can- 
tidades negativas). 

Así, el haber se designa con el signo + y las deudas con el signo —. 
Para expresar que una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene 
+ $100, y para expresar que debe $100, diremos que tiene — $100, 

Los grados sobre cero del termómetro se designan con el signo + y 
los grados bajo cero con el signo —. Así, para indicar que el termômetro 
marca 10º sobre cero escribiremos + 10º y para indicar que marca 8º bajo 
cero escribiremos — 8º 

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto se desig- 
na con el signo + y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de 
un punto se representa con el signo —. Así, si hemos recorrido 200 m, 
a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido +200 m., 
y si recorremos 300 m. a la izquierda de un punto escribiremos — 300 m. 

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positivo y el 
tiempo transcurrido antes de Cristo, negativo. Así, + 150 afios significa 
150 afios D.C. y — 78 afios significa 78 afios A.C. 

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la 
porción que se halla del suelo hacia arriba y con el signo — la porción que 
se halla del suelo hacia abajo. Así, para expresar que la longitud del pos- 
te que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m., escribiremos +15 m., 
y si la porción introducida en el suelo es de 8 m., escribiremos — 8 m, 

La latitud norte se designa con el signo + y la latitud sur con el sig- 
no —; la longitud este se considera positiva y la longitud oeste, negativa. 
Por lo tanto, un punto de la Tierra cuya situación geográfica sea: + 45º 
de longitud y — 15º de latitud se hallará a 45º al este del primer meridia- 
no y a 15º bajo el Ecuador. 


o sea 





Entonces 


ELECCION DEL SENTIDO POSITIVO 
La fijación del sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en 
dos sentidos opuestos es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir, 
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que podemos tomar como sentido positivo el que queramos; pero una vez 
fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a éste será el negativo. 

Así, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la dere- 
cha de un punto, el camino recorrido a la izquierda de ese punto será 
negativo, pero nada nos impide tomar como positivo el camino recorrido 
a la izquierda del punto y entonces el camino recorrido a la derecha del 
punto sería negativo. 

Así, si sobre el segmento AB tomamos como positivo el sentido de 4 
hacia B, el sentido de 
B hacia 4 seria nega: + + 
tivo, pero si fijamos ——— — — — 
como sentido positivo A——————————TBÃêÃAÁ 
de B hacia 4, el senti- a — 
do de À hacia B seria ———— +. 
negativo, 

No obstante, en la práctica se aceptan generalmente los sentidos posi- 
tivos de que se trató en el número anterior. 


CERO es la ausencia de cantidad. Así, representar el estado económi- 

* co de una persona por 0 equivale a decir que no tiene haber ni deudas. 

Las cantidades positivas son mayores que O y las negativas menores 

que O, Así, +3 es una cantidad que es tres unidades mayor que 0; +5 es 

una cantidad que es cinco unidades mayor que 0, mientras que —3 es una 

cantidad que es tres unidades menor que O y —5 es una cantidad que es 
cinco unidades menor que 0. 

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluto; así, 

+5 es mayor que +3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor 

la de menor valor absoluto: —3 es mayor que —5; —9 es menor que —4. 


EJERCICIOS SOBRE CANTIDADES POSITIVAS 
Y NEGATIVAS 


1) Un hombre cobra $130. Paga una deuda de $80 y luego hace com- 
pras por valor de $95. «Cuánto tiene? 

Teniendo $130, pagó $80; luego, se quedó con $50. Después hace un 
gasto de $95 y como sólo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Por lo 
tanto, tiene actualmente — $45. R. 


m- EJERCICIO 1 


Pedro debíia 60 bolívares y recibió 320. Expresar su estado económico. 


1 

2. Un hombre que tenía 1170) sucres hizo una compra por valor de 1515. 
Expresar su estado económico. 

3 


Tenía $200. Cobré $56 y pagué deudas por $189. cCuánto tengo? 
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Compro ropas por valor de 665 soles y alimentos por 1178. Si después 
recibo 2280, e«cuál es mi estado económico? 

Tenía $20. Pagué $15 que debia, después cobré $40 y luego hice gastos 
por $75. «Cuánto tengo? 

Enrique hace una compra por $67; después recibe $72; luego hace otra 
compra por $16 y después recibe $2. Expresar su estado económico. 
Después de recibir 200) colones hago tres gastos por 78, 81 y 93. Recibo 
entonces 4] y luego hago un nuevo gasto por 59. «Cuánto tengo? 
Pedro tenía tres deudas de $45, $66 y $79 respectivamente. Entonces 
recibe $200 y hace un gasto de $10. «Cuánto tiene? 


2) A las 6 a.m. el termómetro marca —4º. A las 9 a.m. ha subido 


7º y desde esta hora hasta las 5 p.m. ha bajado 11º. Expresar la tempe- 
ratura a las 5 p.m, 


A las 6 a, m. marca — 4º. Como a las 9 a.m. ha subido 7º, contamos 


siete divisiones de la escala desde — 4º hacia arriba y tendremos 3º sobre 
cero (+ 3º); como desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 11º, contando 
11 divisiones de la escala desde +3º hacia abajo llegaremos a — 8º, Lue- 
go, a las 5 p.m. la temperatura es de —8º. R. 


+ 
L. 


2. 


EJERCICIO 2 


A las 9 a.m. el termómetro marca +12º y de esta hora a las 8 p.m. ha 
bajado 15º. Expresar la temperatura a las 8 p.m. 

A las 6 a.m. el termómetro marca —3º. A las 10 a.m. la temperatura 
es 8º más alta y desde esta hora hasta las 9 p.m. ha bajado 6º. Expresar 
la temperatura a las 9 p.m. 

A la 1 p.-m. el termómetro marca +15º y a las 10 p.m. marca —3º. 
eCuántos grados ha bajado la temperatura? 

A las 3 am. el termómetro marca —8º y al mediodia +5º. «Cuántos 
grados ha subido la temperatura? 

A las 8 a.m. el termómetro marca —4º; a las 9 a.m. ha subido 7º; a 
las 4 p.m. ha subido 2º más y a las 11 p.m. ha bajado 11º. Expresar 
la temperatura a las 11 p.m. 


A las 6 a.m. el termómetro marca —8º. De las 6 am. a las 11 a.m. 
sube a razón de 4º por hora, Expresar la temperatura a las 7 a.m., a 
las 8 am. y a las 11 a.m. 

A las 8 a.m. el termómetro marca —1º. De las 8 a.m. a las 11 a.m. baja 
a razón de 2º por hora y de 1] a.m. a 2 p.m. sube a razón de 3º por 
hora. Expresar la temperatura a las 10 a.m., a las 11 a.m., a las 12 a.m. 
y alas 2 pm, 

El dia 10 de diciembre un barco se halla a 56º al oeste del primer 
meridiano. Del día 10 al 18 recorre 7º hacia el este. Expresar su lon- 
gitud este dia. 


El dia primero de febrero la situación de un barco es: 71º de longitud 
oeste y 15º de latitud sur. Del dia primero al 26 ha recorrido 5º hacia 
el este y su latitud es entonces de 5º más al sur. Expresar su situación 
el día 26. 
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10. El dia 5 de mayo la situación de un viajero es 18º de longitud este y 
65º de latitud norte. Del día 5 al 31 ha recorrido 3º hacia el este y se 
ha acercado 4º al Ecuador. Expresar su situación el día 31. 

11. Una ciudad fundada el ano 75 A.C. fue destruida 135 anos después. 
Expresar la fecha de su destrucción. 


3) Un móvyil recorre 40 m. en línea recta a la derecha de un pun- 
to A y luego retrocede en la misma dirección a razón de 15 m. por segun- 
do. Expresar a qué distancia se halla del punto A al cabo del 1º, 29, 39 
y 4º segundo, 

El móvil ha recorrido 40 m. a la derecha del punto A; luego, su po- 
sición es + 40 m., tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha, 

Entonces empieza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido 
negativo) a razón de 15 m. por segundo; luego, en el primer segundo se 
acerca 15 m. al punto 4 y como estaba a 40 m. de ese punto, se halla a 
40—-15=25 m. a la derecha de A; luego, su posición es +25 m. R. 

En el 2º segundo se acerca otros 15 m. al punto 4; luego, se hallará 
a 25-15=10 m. a la derecha de 4; su posicióôn ahora es + 10 m. R. 

En el 3er. segundo recorre otros 15 m. hacia 4, y como estaba a 
10 m. a la derecha de A, habrá llegado al punto 4 (con 10 m.) y recorri- 
do 5 m. a la izquierda de 4, es decir, 10-15=—5 m. Su posición ahora 
Es— Sim. Ri 

En el 4º segundo recorre otros 15 m. más hacia la izquierda y como 
ya estaba a 5 m. a la izquierda de A, se hallará al cabo del 49 segundo a 
20 m. a la izquierda de 4, o sea —5—-15=-—20 m.; luego, su posición 
ahora es —20 m. R. 


B- EJERCICIO 3 
(SENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBA). 


1. Expresar que un móvil se halla a 32 m, a la derecha del punto A; a 
16 m. a la izquierda de A. 

2. Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m. y 
tiene enterrados 4 m, 

Sd. Después de caminar 50 m. a la derecha del punto 4 recorro 85 m. en 
sentido contrario. «A qué distancia me hallo ahora de A? 

4. Si corro a la izquierda del punto B a razón de 6 m. por segundo, sa 
qué distancia de B me hallaré al cabo de 11 segs.? 

5. Dos corredores parten del punto 4 en sentidos opuestos. El que corre 
hacia la izquierda de 4 va a 8 m. por seg. y el que corre hacia la derecha 
va a 9m. por seg. Expresar sus distancias del punto 4 al cabo de 6 seg. 

6. Partiendo de la línea de salida hacia la derecha un corredor da dos vueltas 
a una pista de 400 m. de longitud. Si yo parto del mismo punto y doy 
3 vueltas a la pista en sentido contrario, «qué distancia hemos recorrido? 

7. Un poste de 40 pies de longitud tenía 15 pies sobre el suelo. Dias después 
se introdujeron 3 pies más. Expresar la parte que sobresale y la enterrada. 
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8. Un móvil recorre 55 m. a la derecha del punto 4 y luego en la misma 
dirección retrocede 52 m. «A qué distancia se halla de A? 

9. Un móvil recorre 32 m. a la izquierda del punto 4 y luego retrocede 
en la misma dirección 15 m. «A qué distancia se halla de A? 

10. Un móvil recorre 85 m. a la derecha de B y luego retrocede en la misma 
dirección 47 m. «A qué distancia se halla de B? 

11. Un móvil recorre 39 m. a la izquierda de M y luego retrocede en la 
misma dirección 56 m. «A qué distancia se halla de M? 


12. A partir del punto B una persona recorre 90 m. a la derecha y retro- 
cede, en la misma dirección, primero 58 m. y luego 36 m. A qué distancia 
se halla de B? 


13. Un móvil recorre 72 m. a la derecha de 4 y entonces empieza a retro- 
ceder em la misma dirección, a razón de 30 m. por seg. Expresar su 
distancia del punto 4 al cabo del 19, 29, 3º y 4º seg. 


14, Un auto recorre 120 Km. a la izquerda del punto M y luego retrocede 
a razón de 60 Km. por hora. A qué distancia se halla del punto M 
al cabo de la 12, 94, 9º y 42 hora? 


(14) vaLoR ABSOLUTO Y RELATIVO 


Valor absoluto de una cantidad es el número que representa la can- 
tidad prescindiendo del signo o sentido de la cantidad, y valor relativo es 
cl sentido de la cantidad, representado por el signo, 

Asi, el valor absoluto de + 38 es $8, y el valor relativo haber, expre- 
sado por el signo +; el valor absoluto de — $20 es 820, y el valor relativo 
deuda, expresado por el signo —, 

Las cantidades +7º y —7º tienen el mismo valor absoluto, pero su 
valor relativo es opuesto, pues el primero expresa grados sobre cero y el 
segundo bajo cero; — 8º y —11º tienen el mismo valor relativo (grados 
bajo cero) y distinto valor absoluto. 

El valor absoluto de una cantidad algebraica cualquiera se representa 
colocando el número que corresponda a dicho valor entre dos líneas ver- 
ticales. Así, el valor absoluto de +85 se representa |8|. 


CANTIDADES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS 


De lo expuesto anteriormente se deduce la diferencia entre cantida- 
des aritméticas y algebraicas. 

Cantidades aritméticas son las que expresan solamente el valor abso- 
luto de las cantidades representado por los números, pero no nos dicen el 
sentido o valor relativo de las cantidades. 

Asi, cuando en Aritmética escribimos que una persona tiene $5, te- 
nemos solamente la idea del valor absoluto $5 de esta cantidad, pere con 
esto no sabemos si la persona tiene $5 de haber o de deuda. Escribiendo 
que el termômetro marca 8º, no sabemos si son sobre cero o bajo cero. 
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Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las 
cantidades y además su sentido o valor relativo por medio del signo. 

Así, escribiendo que una persona tiene + $5 expresamos el valor ab- 
soluto $5 y el sentido o valor relativo (haber) expresado por el signo +; 
escribiendo — $8 expresamos el valor absoluto $8 y el sentido o valor rela- 
tivo (deuda) expresado por el signo —; escribiendo que el termómetro mar- 
ca + 8º tenemos el valor absoluto 8º y el valor relativo (sobre cero) expre- 
sado por el signo +, y escribiendo — 9º tenemos el valor absoluto 9º y el 
valor relativo (bajo cero) expresado por el signo —. 

Los signos + y — tienen en Algebra dos aplicaciones: una, indicar las 
operaciones de suma y resta, y otra, indicar el sentido o condición de las 
cantidades. 

Esta doble aplicación se distingue porque cuando los signos + 0 — 
tienen la significación de suma o resta, van entre términos o expresiones in- 
cluídas en paréntesis, como por ejemplo en (+ 8) + (—4)yen(—7)— (+ 6). 
Cuando van precediendo a un término, ya sea literal o numérico, expresan el 
sentido positivo o negativo, como por ejemplo en — a, +. b, +. 7, —&8 


(16) REPRESENTACION GRAFICA DE LA SERIE 
ALGEBRAICA DE LOS NUMEROS 
Teniendo en cuenta que el O en Algebra es la ausencia de la canti- 

dad, que las cantidades positivas son mayores que O y las negativas meno- 

res que O, y que las distancias medidas hacia la derecha o hacia arriba de 
un punto se consideran positivas y hacia la izquierda o hacia abajo de un 
punto negativas, la serie algebraica de los números se puede representar 
de este modo: 

CS FU Le 4YLTAM FAS 


NOMENCLATURA ALGEBRAICA 


(17) ExPRESION ALGEBRAICA es la representación de un símbolo alge- 
braico o de una o más operaciones algebraicas. 


Ejemplos | 


(18) TERMINO es una expresión algebraica que consta de un solo símbolo 
o de varios símbolos no separados entre sí por el signo + o —. Así, 





4a 
a, 3b, 2x», Es son términos. 
3x 
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Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la 
parte literal y el grado. 

Por el signo, son términos positivos los que van precedidos del sig- 
no + y negativos los que van precedidos del signo —. Así, +a, +8x, + 9ab 
son términos positivos y —x, —5bc y - son términos negativos. 

El signo + suele omitirse delante de los términos positivos. Asi, 
a equivale a +a; 3ab equivale a + 3ab, 

Por tanto, cuando un término no va precedido de ningún signo es 
positivo. 

El coeficiente, como se dijo antes, es uno cualquiera, generalmente el 
primero, de los factores del término. Así, en el término 5a el coeficiente 
es 5; en — 39ºxº el coeficiente es —3. 

La parte literal la constituyen las letras que haya en el término. Así, 
sed la parte literal es - 


(19)eL GRADO DE UN TERMINO puede ser de dos clases: absoluto y con 
relación a una letra, 

Grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus 
factores literales. Así, el término 4a es de primer grado porque el expo- 
nente del factor literal a es 1; el término ab es de segundo grado porque 
la suma de los exponentes de sus factores literales es 1+1=2; el término 
a*b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores 
hterales es 2+1=3; 5a*b%c* es de noveno grado porque la suma de los ex- 
ponentes de sus factores literales es 4+3+2=9. 

El grado de un término con relación a una letra es el exponente de 
dicha letra. Así el término bxº es de primer grado con relación a b y de 
tercer grado con relación a x; 4xºy* es de segundo grado con relación a x 
y de cuarto grado con relación a y. 


en 5xy la parte literal es xy; en 








CLASES DE TERMINOS 
Término entero es el que no tiene denominador literal como 5a, 


Garbs, =. 
Término fraccionario es el que tiene denominador literal como e 
Término racional es el que no tiene radical, como los ejemplos ante- 
riores, e irracional el que tiene radical, como Vab, ppa 
Términos homogéneos son los que tienen el mismo grado absoluto. 
Así, 4x*y y 6x2yº son homogéneos porque ambos son de quinto grado 
absoluto, 


Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, como ja, 
que es de primer grado, y 34º, que es de segundo grado. 
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B- EJERCICIO 4 


1. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, a 
si tienen o no denominador y a si tienen o no Spa 


tha 
5a”, — 49º, — -* Va, — W5b?, oa dc 
2. Digase el grado absoluto de los términos siguientes: 
5a, —6a2b, a*b?, —Sa'bic, Bx5yº, 4mêin?, —xyzb 
3. Diígase el grado de los términos siguientes respecto a cada uno de sus 
factores literales: 
—gtb?, —Bxty3, Ga2bx?, —daboy?, 1O0mênbtcs 
4. De los términos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres 
heterogêneos: 
—40ºb?, Gab3, —xº, 6xiy, —2a'x!, —abs, dabox?, —2ac 
5. Escribir tres términos enteros; dos fraccionarios; dos positivos, enteros y 
racionales; tres negativos, fraccionarios e irracionales. 
6. Escribir un término de cada uno de los grados absolutos siguientes: de 


tercer grado, de quinto grado, de undécimo grado, de décimo quinto 
grado, de vigésimo grado. 


7. Escribir un término de dos factores literales que sea de cuarto grado con 
relación a la x; otro de cuatro factores literales que sea de séptimo 
grado con relación a la y; otro de cinco factores literales que sea de 
décimo grado con relación a la b. 


CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
(21) MONOMIO es una expresión algebraica 


* que consta de un solo término, como - = Ea 


POLINOMIO es una expresión algebraica que consta de más de un 
término, como a+b, atx—y, xº+2x]+x+7. 





Binomio es un polinomio que 


consta de dos términos, como: —.-— A 82" 





Trinomio es un polinomio que 
consta de tres términos, como e tn 





EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relación a una 
letra. 

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor 
grado. Así, en el polinomio x!—5xº+x?— 3x el primer término es de 
cuarto grado; el segundo, de tercer grado; el tercero, de segundo grado, y 
el último, de primer grado; luego, el grado absoluto del polinomio es el 
cuarto. 
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Grado de un polinomio con relación a una letra es el mayor expo- 
nente de dicha letra en el polinomio. Así, el polinomio aº + aºx? — a*x* es 
de sexto grado con relación a la a y de cuarto grado con relación a la x. 


m- EJERCICIO 5 
1. Dígase el grado absoluto de los siguientes polinomios: 
a) xxx. c) aºb—a?b2+-abs—b+, 
b) da-3a?+4a'—6. d) xº—6xiy3—da2b+x>yê— 39º. 
à Digase el grado de los siguientes polinomios con relación a cada una 
de sus letras: 
a) Aa ab. c) Gatb7—-4a2x+ab?—5a3b8xº, 
b) x!+4xº— 6x2y!—dxyº. d) mini-=mnft-man*yt—x8+ylb—ml, 
(24) CLASES DE POLINOMIOS 


Un polinomio es entero cuando ninguno de sus términos tiene deno- 
X* x 


minador literal como xº+ 5x — 6; 3 5'p fraccionario cuando alguno 
À ) a b a 
de sus términos tiene letras en el denominador como o ii racional 


cuando no contiene radicales, como en los ejemplos anteriores; irracional 
cuando contiene radical, como Va+vb—vc—v'abc; homogéneo cuando to- 
dos sus términos son del mismo grado absoluto, como d4aº-+5aºb + 6ab?+ bº, 
y heterogéneo cuando sus términos no son del mismo grado, como 
den O. 

Polinomio completo con relación a una letra es el que contiene todos 
los exponentes sucesivos de dicha letra, desde el más alto al más bajo que 
tenga dicha letra en el polinomio. Así, el polinomio xº + x* — xº + x? — 3x 
es completo respecto de la x, porque contiene todos los exponentes sucesi- 
vos de la x desde el más alto 5, hasta el más bajo 1, o sea 5, 4,3, 2, 1; el 
polinomio a“ — ab + a2b? — ab? + bt es completo respecto de a y b. 

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio en el 
cual los exponentes de una letra escogida, llamada letra ordenatriz, van 
aumentando o disminuyendo. 

Así, el polinomio xº — 4x3 + 2x? — 5x +8 está ordenado en orden des- 
cendente con relación a la letra ordenatriz x; el polinomio a* — 2atb + 6a3b? 
— 5a?b8 + 3ab* — bs está ordenado en orden descendente respecto de la letra 
vrdenatriz a y en orden ascendente respecto de la letra ordenatriz b. 


Ordenar un polinomio es escribir sus términos de modo que los expo- 
nentes de una letra escogida como letra ordenatriz queden en orden des- 
cendente o ascendente. Así, ordenar el polinomio —5xº-+xº—3x+x*—x?+6 en 
orden descendente con relación a x será escribir xº+x!—5xº —xº—3x+6. 
Ordenar el polinomio xºy — 7xºyº — 5xº + 6xyt + yº — xºy? em orden as- 
cendente con relación a x será escribirlo: ne SP 








I8 O | ALGEBRA 


(26) Término independiente de un polinomio con relación a una letra es 
| el término que no tiene dicha letra. 

Asi, en el polinomio a*—a?+3a—5 el término independiente con 
relación a la a es 5 porque no tiene a; en xº — 6xº + 8x? — 9x + 20 el térmi- 
no independiente es 20; en a* -a?b + 3ab? + b* el término independiente 
con relación a la a es bº,y el término independiente con relación a la b 
es a% El término independiente con relación a una letra puede considerarse 
que tiene esa letra con exponente cero, porque como se verá más adelante, 
toda cantidad elevada a cero equivale a 1. 

Así, en el primer ejemplo anterior, — 5 equivale a — 5aº, y en el últi- 
mo ejemplo, bº equivale a aºbº. 


m- EJERCICIO 6 


1. Atendiendo a si tienen o no denominador literal y a si tienen o no radi- 
cal, digase de qué clase son los polinomios siguientes: 


a) qit+2aº—da. o) vutrvb-2+vd. 
a a! aq? va 

b) ———+——a. d) dut+— — Gb + 4. 
3 3 "o a ) du + ; 


2. Escribir un polinomio de tercer grado absoluto; de quinto grado abso- 
luto; de octavo grado absoluto; de décimoquinto grado absoluto. 

3. Escribir un trinomio de segundo grado respecto de la x; un polinomio 
de quinto grado respecto de la a; un polinomio de noveno grado res- 
pecto de la m. 

4. De los siguientes poliromios: 


a) da?b+4aº—5b3. d) 4a-5b+6c2—8dº—6. 
b) at-asb+a2b?-+abs, e) y'-ay'+ay!=gy2—giy 9d. 
c) xº—bxi-+abxº-+abix?, ) —6albi—-Safb+Ba2b'—bT. 


escoger dos que sean homogéneos y dos heterogéneos. 
5. De los siguientes polinomios: 
a) at—a*ta—a, d) mi-mtt-m'—m+s. 
bj) 5x*-82*[x=6, e) yº—by!-+b2y3— b3y2+-bty, 
CO) xty—x3y2+x2y3-—y, 
dígase cuáles son completos y respecto de cuáles letras. 
6. Escribir tres polinomios homogéneos de tercer grado absoluto; cuatro 
de quinto grado absoluto; dos polinomios completos. 
7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden 
descendente: 
a) m?+ôm—m'+m'. 
b) 6ax?—-5a'+2aºx+xº, 
c) —a2b'+atb+a!b2—abi. 
d) at-5a+6a'—9a2-+6. 
e) —xy2+x10--3x4y8— x0y8 + x2y8. 
£ —3mbin?4+4mbBn'—-Bm8n'—-1Omênttn'—Tmn'tmln, 
8. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden 


ascendente: 
a) a?—Sas+ba. d) a2bt-pratbê—aSb?-+-aSb+-bP. 
b) x—5xº-+6x2+9x*. 3 DO ea o ud Cn a 


c) 2y!+49º—By+2yº-+09º. 
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(27) TERMINOS SEMEJANTES 
Dos o más términos son semejantes cuando tienen la misma parte lite- 
ral, o sea, cuando tienen iguales letras afectadas de iguales exponentes. 





Los términos 4ab y — 6a?b no son semejantes, porque aunque tienen 
iguales letras, éstas no tienen los mismos exponentes, ya que la a del pri- 
mero tiene de exponente 1 y la a del segundo tiene de exponente 2. 

Los términos — bx* y ab* no son semejantes, porque aunque tienen los 
mismos exponentes, las letras no son iguales. 


REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES es una operación que tie- 

ne por objeto convertir en un solo término dos o más términos se- 
mejantes. 

En la reducción de términos semejantes pueden ocurrir los tres casos 
siguientes: 

1) Reducción de dos o más términos semejantes del mismo signo. 

REGLA 

Se suman los coeficientes, poniendo delante de esta suma el mismo 
signo que tienen todos y a continuación se escribe la parte literal. 


Ê 


Ejemplos 


(1) 30 +20 =5a. R. (6) =ab + “ab = “ab, R. 
(2) —5b-—7b=-—12b. R (7) xy —iy=—». R. 
(3) —o2— 90? =— 1002. R. (8) 5x+x+2x=8x R. 
(4) 30*-2 450"? =Bo* 2. R. (9) —-m—3m—- 6m— 5m=—15m. R. 
+ =" ] 
ns ” 
(5) — 40m+1 —- 7gm 1 =— Want R. (10) XY + =x2y a =X2y =2x*y. R. 
m- EJERCICIO 7 
Reducir: 
1. x+2x. 6. —Im—im. it. Sado. 14. —=xy— ay. 
2. Ba+a. T. d4a+5ar. RARE: . : 
3. 11b+9b. 8. Gar+1+Bar+1, 12. Lab+-—ab. 15. —calb— cab. 
4. —b—5b. 9. =m:+1-Sm+1, 4 sá : 
5. —8m—m. 10. —3a"2— ar, 13. DR RR 16. —a—-a. 





S 


17. Sa+9a-+ba. 29. —x2y—8x2y—9x2y—20x%. 
18. 15x+20x+x. 30. —3a”"-Sar—Gar—Gan, 
19. —im—8m—9m. 91. cat a+ Sata. 
20. —a*b—-a?b—3a?b. R ã R h 
21. a“+r3a+B8a:, 32. “q dr af Ux 10" + radio 
92 —Baxtl-Gart1—5gr+1 33. 0.5m+0.6m+0.7m+0.8m. 
; 1 1 1 
23. a+ cata. Já. —,4b— ab— cab—abd. 
2 1 1 1 
94 —x—2x— ly, E = ad A do fa Ja 
ARCO: 36. ab?+ab+Tab2+9ab?+21ab2, 
25. cax+cax-+ax. 97. -m=-m-êm—Im-am. 
10 | 38. — pd +1-Bxt+ Ld4yt+ Lsystl-gn+1, 
26. —Daix—latx—a?x. 1 1 1 1 1 
| - : 39. qatqatçatça+ça 
27. 11a+8a+9)a+lla. r : 
28. mEtAIm*tItâm tim +i, 40. —cab-cab>ab—ab—-ab. 


REGLA 
Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo 
del mayor y a continuación se escribe la parte literal. 





(1) 20—-30=—a. R. (5) 250**1— 5401 =— 290%, R 
(2) 18x — lx=7x. R. (6) > a =—"a. R. 
(3) —200b + Nab=—9ab. R. (7) —atb+atb="0?b. R. 
JE 4: 
(4) 8% +130º=So%. R (8) — Saxe pigui=— Loxa, R 


De la regla anterior se deduce que dos términos semejontes de iguales coefi- 
cientes y de signo contrario se anulan. 


Asi: 





m- EJERCICIO 8 


Reducir: 

1. Sata. 5. 20-2a. 9. 40x*y—51x%y. 
2. 6a-—Ba. 6. —7Tb+7b. 10. —mên+6mn. 
3. 9ab-—l15ab. 7. —ldxy+32x9. 11. —l5xy+40xy. 
4. 15ab-9ab., 8. —25x'y+32x%. 12. Dba'b?-Blasb?. 





13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


al. 


gla del caso anterior. 





» co 19 pa 


Ejemplos 


—x?y-+x2y. 
—9ab?+9ab?, 
Txy—Tx>y. 


—10Imn+118mn. 


502ab —405ab. 
—1024x+1018x. 
—15ab-+15ab. 


REDUCCIOM DE TERMINOS SEMEJANTES » 


E 
Ss ce ia RA), 

E ad 
8 5 
--am——am. 
a! 4 

es: 
=-am+-—am. 

ab 

5 


7 
-NA-——mn. 
f E 


— qb a2b. 


3.40" 5.Gatb3. 


—1.9yz+3.4y2. 
da"—2ar. 
—Bat+ 1 LBar+1, 


Sm 39, 


a 


S6, 


37. 
38. 


39, 


40. 


— a + ltxa + 1. 
1 r 1 TRE 1 
— — qm-2.. mm fe7 HI 
+ a 


5 am + E qm +1, 
g 14 


da? > a? 
E! 


e | 
= 210 n+- EP Vida 


2] 


Sar + 2hX+ ED 7* +2h*+ ED 


—Sarbe-ambr, 


0.85mxy——m xy. 


3) Reducción de más de dos términos semejantes de signos distintos. 


REGLA 


Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo 
término todos los negativos y a los dos resultados obtenidos se aplica la re- 





(1) Reducir 5a — Ba+ a— 6a + 2a. 


Reduciendo los positivos: 
Reduciendo los negativos: 


Soto+2la=?77a. 
— Ba — 6a =— 14. 


Aplicando a estos resultados obtenidos, 27a y — lda, la regla del coso ante- 


rior, se tiene: 


Esta reducción también suele hacerse término a término, de esta manera: 
PO qe mi == Te 
= 8a + 2la =| 


So—Bao=—3Ja; —3Jo+ao=-Zo; —20— 6a = — Ba; 


(2 


a 


é 1 3 fai 
Reduciendo los positivos: -bx* + =bx* + bxº = —bx*. 


27/a— 140 =130. R. 


Reducir —2bx? + bx? + by? — 4bx? + by. 


Reduciendo los negativos: — sb? — 4bx* = — Ebxê, 


Tendremos: bx? — = bx? = — o bx?, R. 
EJERCICIO 9 
Reducir: 
Ja-—ga--da. 5. 19m=10m+6m. 
—Bx+Ix—x. 6. —llab-15ab+26ab. 
1mn—-23mn—omn. TT. -5e4+90"=g5ar. 
—x-+19x— 18x. 8. —240*+2—1T5ar+2+99a”+2, 









Rr PR 
Ps 7 Í 


91 | 
9. E ARE do 


3 1 1 
10. —-—mtom—çm. 
ah 


a 
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11. 


12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


21. 
22. 


Sab a?b—a?b. 23. Satb—=atb+=a?b—a?b. 
Tab—1lab-+20ab—31ab. 24. —cabl-ab?pab?- Sab? 
25xº—50x2+11x2+14xº. 25. —a+8a-1la+l5a—T5a. 
—x)—8x)—19xy+40%9. 26. —Tc+21c+14c—30c+82c. 
Tab-ralab--ab-S0ab. ; 97. —mn+lêémn-8Imn—mn+20mn. 
—T20x+87ax—10lax+243ax. O atua rinadda 
—82bx—7Tlbx—53bx+206bx. Pesa 
1050º—4640º+589º+30108, 30. Sa tia- atas. 

2 
2 Mad 
PR TS dl. Ot ont ata, 
DSI. 32. Taz—300"—-41a:—9a:+T3ar. 


33. —a+titTa+i-Tar+1 -9Oa*+1496ar +, 

34. at6a-20a-+1500—-800+3la. 

do. —9hb—11b-17b—81b—b+1106. 

56. —a?b--1592b-+aºb— 850ºb—1319ºb-+390ºb. 

37. B4mêx—50Imêx—604m2x— 71ômix+28Im2x+165m?x. 


38. cabra Tas? Cab? 4a8b?, 


39. 40a-81a-+130a-+41a—834— Gla+16a. 
40. —21ab+52ab—60ab+B4ab—31ab—ab—23ab. 


REDUCCION DE UN POLINOMIO QUE CONTENGA TERMINOS 
SEMEJANTES DE DIVERSAS CLASES 


| Ejemplos | 


(1) Reducir el polinomio 5a — 6b + 8c + 9a — 20c — b + 6b — c. 
Se reducen por separado los de cada clase: 
5a + 9a = 14a. 
— 6b—-b+6b=-—b. 
Bc — 20c — c = — 13c. 





(Z) Reducir el polinomio: 
8a3b? + 4atb? + 6a8b? — a3b? — 9atb? — 15 — Sab? + 8— óabº. 


Se reducen por separado los de cada clase: 40tb? — 9atb? = — Satbê. 
Ba3b? + 6aºb? — asb? = 13aºb?. 
— Sab? — 6ab”* = — Nabº. 
—15+8=— 7. 





(3) Reducir el polinomio: 


É no =xBy O dba ia =yt -— SR — =x8y — 6+x*y— 14 + 25y*. 


VALOR NUMERICO O 23 


z 1 
Tendremos: a + 3xt — 0.3x! = Sa. 
1 a 1 a 
A Cum O 
X y 2* y 5” y 10 * Y. 


a DR US ai 
EV RE dy: 


— 6— 14= — 20. 





m- EJERCICIO 10 
Reducir los polinomios siguientes: 


Ta—-9b-+6a—4b. 

at+b—c—b—c+2c—a. 

dx—11y—9+20x—1—». 

—bm+Bn-tH5-m—n—bm—ll. 

—a+b+2b—-2c+83a-+2c—3b. 

—81x+19y—302+6y+80x+x— 207. 
15a2-6Gab—Ba2+20-bab—81-+a?—ab. 
—3a+4b—6a+81b—114b+3la—-a—b. 
—Tle'b—84a+b2-+500ºb--84a!b?—450ºb+18aºb. 

10. —atb-c+8+4+20+2b—-19-2c—-3a—-3—3b+3€. 

11. m+HT7Imn-lém?—-6omn+m'=-m?—115m2+6mº. 

12. xty—x%y2-tx2y— Bx4y—x2y— 10-+x8y2— Tuiy2— )+-21x*y—y8+50, 

13. 5asti-gb=+2—-8e*+3—5ar+1— 50-+4b7+2— 65 —bx+2+90+cr+8+7e" +83. 
14. qu+ 2 em + 3—5+-8—-3am +24 Sm + 3 b+am + 2-—hxm +83, 

15. 0.34+0.4b+0.50—0.60—0.7b—0.9c+3a-3b—3c. 

16. SarSb+2a-3b— Sab —— 


2 


e a E e A O 


17. =mê-Imn+ mt mn+2mn—m?, 
3 1 5 1 8 1 1 | 
18. SC q ab + bê— q ot—Zab, 


19. 04x%y+31+Say2-0.63— Sx2y—0.2x724+-598-—6. 


8 7 8 1 1 
j — qr. —bm—2 >Dam-el tm) à = — m—2. 
20 E a + ça 2U O.2gm-1+ E b 


VALOR NUMERICO 


Valor numérico de una expresión algebraica es el resultado que se 
obtiene al sustituir las letras por valores numéricos dados y efectuar despuês 
las operaciones indicadas. 
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VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES SIMPLES 


E jemplos | 


” e ms 


(1) Hallar el valor numérico de 5ab para a=1, b=2. 


Sustituimos la a por su valor 1, y la b por 2, y tendremos: 





(2) Valor numérico de abc! para a=2, b=83, c=—. 





4q*b3 





EJERCICIO 11 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 











E =. s rodá E 2h: 
q= 1, p= C=8, = = a p= 
dab. T. mnepe. dbêm? 24mn 
5a2b3c ' 13. à E = 
; 8. ain, np 2 ! n2p? 
do 9 É 2bc? 3bº 3x/64D3c8 
24mênºp. , agir | pd 
; p 10. 4mwTobc2. lá. FR Mr mo 
4b2msº, E R 4h3. 

É a Me ps 3be Vnã 3/125bm 


(31) VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES COMPUESTAS 


 Ejemplos 





(1) Hallar el valor numérico de o? — Sab + 3bº* para a=3, b=4. 
a—Sab+3b'=3º-5x3x44+3IxX4=9—60+192=141. R. 





o 09 DO fé 


VALOR NUMERICO  G 25 




















(2) Valor numérico de dd, para 0=2, b= Ego e 
4 x 3. 6 
3%* Sob b 3X 5X2X4 | 4 2,4 
4 x ax n 4 4 2X % 4 4 
B- EJERCICIO 12 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 
- bh =— jagtdo do = A 
a=3, b=4, c=—, d=, m=6, n= 
2 — ab + bi, q “Sb ac dba 13. Ltb bm 
n d m C d 
' — pis b-=a mb 
c + 2cd + d2. 8. vb+vn+ vêm. Aee ra 
b | fi a | 
Lg = 9. cvia-dvIGbi+nvEd 15 12 É udónaio CI 
E nd 2b m d 
cm m* v3a vm 
E RE DE 10. -—, Rd me 
d Me dº oa gs 3 ue 
a? b2 m? 3º qn? vb+v2d  v3c+vBd 
— — — e 1. — 4 — 17. ————— DD — 
3 2 6 4 m 2 . 4 
8. 44º | 16nº 2vaibl 3v2+d2 
(3) Valor numérico de 2/29 — b)(xº+y)— [0º + b)(b— a) para 
a=2,b=3, x=4,y=+. 
Las operaciones indicadas 2(20—-b)=2x(2x2-3)=2x[4-3)=2x1=2 
dentro de los parêntesis de- 1 
ben efectuarse antes que Ry= eapade =16+5=] Ss 
ninguna otra, asi: Ad = 94324 49=7 
b-0=3-2=1 
Tendremos: 
B- EJERCICIO 13 


Hallar el valor numérico de las expresiones ra para 


a=1, b=2 c=8, d=4 m== n=5 pel 4=0, 
16 
(a+bjc-d. 5. dE Tina RES 9. o a faia 
(a+b)(b—a). 6. (c-b)(d-c)(b-a)(m—p). | ROSTO 
(b-m)(c—n)+4e”. T. bictdj-a(m+n)+2x. x ai R a 
(2m+3n)(4p+b?). 8. 2mx+6(b2-+c3)—d4d?. ————— + ——— 


a cr 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 
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(2m-+3n+-4p)(8p+6n—4m)(In+20p). 
ci(m+n)—d(m+p)+b>(n+p). 
ácidas & Nm 








a va? 
(4p+2b)(18n—24p)+2(8m-+2)(40p-+Ha). 
2 
“a ur 
FE As 
(a+b)VcHBb—-m V'nê. 
+) rave 


B(c—b)v'32m—2(d—a) T6p-+ 











Vbabe wvômn cdnp 
+ bia, 
2v8b 2Ub-a) abc 
ab? 
Tia? +d(a+b)(2a+35) 


To bs Pq | 
Plot grto) bia) 


(2m+3n)(4p+20)—4m?n?. 


pa € 
5! n 
%ab—-m b-m 


EJERCICIOS SOBRE NOTACION ALGEBRAICA 
Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden ha- 


cerse las mismas operaciones que con los números aritméticos. 


Como la 


representación de cantidades por medio de símbolos o letras suele ofrecer 
dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuación algunos ejemplos. 


Ejemplos 





(1) Escribase la suma del cuadrado de q con el cubo de b. 


a*-+-b8. R. 


(2) Un hombre tenia $a; después recibió $8 y después pagó una cuenta de Sc. 


;Cuánto le queda? 


Teniendo $a recibió $8 luego tenta $[a + 8). Si entonces gasta $c le quedan 


la +B-—c). R. 


(3) Compré 3 libros a $a cada uno; 6 sombreros a $b cada uno y m trajes a $x 


cada uno. 


sCuânto he gastado? 


3 libros a $a importan $3a. 

6 sombreros a $b importan $6b. 

m trajes a $x importan $mx. 
Luego el gasto total ha sido de $[3a + ób + mx). R. 


(4) Compro x libros iguales por $m. Cuánto me ha costado cada uno? 


Cada libro ha costado ço R. 
X 


(5) Tenia $9 y gasté $x. sCuánto me queda? 


Me quedan $/9 — x). R. 


B- EJERCICIO 14 


1. Escribase la suma de a, b y m. 


2. Escríibase la suma del cuadrado de m, el cubo de b y la cuarta poten- 


cia de x. 





sá 


já pa 


Lo o a 
me 69 do 


bed fd pá 
3 am 


ph fuaê 
o 


ba ta ba ta to tá bo to 
S o ss Res SES 


to 
o 


Ca 
E 


o ves q a 
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Siendo a un número entero, escribanse los dos números enteros conse- 
cutivos posteriores a a. 

Siendo x un número entero, escribanse los dos números consecutivos 
anteriores a x. 

Siendo y un número entero par, escribanse los tres números pares con- 
secutivos posteriores a 1%. 

Pedro tenia $a, cobró $x y le regalaron $m. iCuánto tiene Pedro? 
Escríbase la diferencia entre m y n. 

Debia x bolívares y pagué 6. «Cuánto debo ahora? 

De una jornada de x Km. ya se han recorrido m Km. «Cuánto falta 
por andar? 

Recibo $x y después $a. Si gasto $m, icuánto me queda? 

Tengo que recorrer m Km. El lunes ando a Km., el martes b Km. y 
el miércoles c Km. «Cuánto me falta por andar? 

Al vender una casa en $n gano $300. «Cuánto me costó la casa? 

Si han transcurrido x días de un afio, scuántos días faltan por transcurrir? 
Si un sombrero cuesta fa, «cuânto importarán 8 sombreros; 15 sombre- 
ros; m sombreros? 

Escribase la suma del duplo de a con el triplo de b y la mitad de c. 
Expresar la superficie de una sala rectangular que mide a m. de largo 
y b m. de ancho. 

Una extensión rectangular de 23 m. de largo mide n m. de ancho. Ex- 
presar su superficie. 

“Cuál será la superficie de un cuadrado de x m. de lado? 

Si un sombrero cuesta $a y un traje $b, e«cuánto importarán 3 sombreros 
y 6 trajes?, ex sombreros y m trajes? 

Escríbase el producto de a+b por x+y. 

Vendo (x + 6) trajes a $8 cada uno. «Cuánto importa la venta? 
Compro (a — 8) cabállos a (x + 4) bolívares cada uno. «Cuánto importa 
la compra? 

Si x lápices cuestan 75 sucres; ecuánto cuesta un lápiz? 

Si por $a compro m kilos de azúcar, icuánto importa un kilo? 

Se compran (n — 1) caballos por 3000 colones. «Cuânto importa cada 
caballo? 

Compré a sombreros por x soles. «A cómo habría salido cada sombrero 
si hubiera comprado 3 menos por el mismo precio? 

La superficie de un campo rectangular es m m.? y el largo mide 14 m. 
Expresar el ancho. 

Si un tren ha recorrido x+1 Km. en a horas, qcuál es su velocidad por 
hora? 

Tenía $a y cobré $b. Si el dinero que tengo lo empleo todo en comprar 
(m — 2) libros, sa cómo sale cada libro? 

En el piso bajo de un hotel hay x habitaciones. En el segundo piso hay 
doble número de habitaciones que en el primero; en el tercero la mitad 
de las que hay en el primero. ;Cuántas habitaciones tiene el hotel? 
Pedro tiene a sucres; Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro; Enrique 
la cuarta parte del duplo de lo de Pedro. La suma de lo que tienen 
los tres es menor que 1000 sucres. ;Cuánto falta a esta suma para ser 
igual a 1000 sucres? 
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NOTAS SOBRE EL CONCEPTO DE NUMERO 


El concepto de número natural (véase Aritmética Teórico-Práctica, 33), 
que satisface las exigencias de la Aritmética elemental no responde a la gene- 
ralización y abstracción características de la operatoria algebraica, 

En Algebra se desarrolla un cálculo de validez general aplicable a cual- 
qua tipo especial de número. Conviene pues, considerar cómo se ha ampliado 
el campo de los números por la introducción de nuevos entes, que satisfacen 
las leyes que regulan las operaciones fundamentales, ya que, como veremos 
más adelante, el número natural (1) no nos sirve para efectuar la resta y la 
división en todos los casos. Baste por el momento, dado el nivel matemático 
que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar cómo se ha llegado al 
concepto de número real. 

Para hacer más comprensible la ampliación del campo de los números, 
adoptaremos un doble criterio. Por un lado, un criterio histórico que nos haga 
conocer la gradual aparición de las distintas clases de números; por otro, un 
criterio intuitivo que nos ponga de manifiesto cómo ciertas necesidades mate- 
riales han obligado a los matemáticos a introducir nuevos entes numéricos. 
Este doble criterio, justificable por la indole didáctica de este libro, permitirá 
al principiante alcanzar una comprensión clara del concepto formal (abstracto) 
de los números reales. 


EL NUMERO ENTERO Y EL NUMERO FRACCIONARIO 


Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) rea- 
lizaran la sistematización de los conocimientos matemáticos, los babilonios 
(según muestran las tablillas cuneiformes que datan de 2000-1800 A.C.) y los 
egipcios (como se ve em el papiro de Rhind) conocían las fracciones. 

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el 
volumen, el peso, etc., llevó al hombre a introducir los números fraccionarios. 

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para 
medir una magnitud continua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una 
de estas dos cosas: que la unidad esté contenida un número entero de veces, 
o que no esté contenida un número entero de veces. (2) En el primer caso, 
representamos el resultado de la medición con un número entero, En el se- 
gundo caso, tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, o en 
cuatro partes iguales; de este modo, hallaremos una fracción de la unidad 
que esté contenida en la magnitud que tratamos de medir. El resultado de esta 
última medición lo expresamos con un par de números enteros, distintos de 
cero, llamados respectivamente numerador y denominador. El denominador 
nos dará el número de partes en que hemos dividido la unidad, y el nume- 
rador, el número de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos 
de medir. Surgen de este modo los números fraccionarios. Son números frac- 
cionarios 1/2, 1/3. 3/5, etc. 


(1) P. L. G. Dirichlet (alemán, 1805-1859), ha sostenido que no es necesariamente indis- 
pensable ampliar el concepto de número natural, ya que —según él— cualquier principio 
de la más alta matemática puede demostrarse por medio de los números naturales. 


(2) En la práctica y hablando con rigor, ninguna medida resulta exacta, en razón de 
lo imperfecto de nuestros instrumentos de medida y de nuestros sentidos. 
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Podemos decir también, que son números fraccionarios los que nos per- 
miten expresar el cociente de una división inexacta, o lo que es lo mismo, una 
divisióôn en la cual el dividendo no es múltiplo del divisor. 

Como se ve, en oposición a los números fraccionarios tenemos los nú- 
meros enteros, que podemos definir como aquellos que expresan el cociente 
de una división exacta, como por ejemplo, 1, 2, 3, etc. 


515 s| 4 6+2=3. 
01 0 2 


EL NUMERO RACIONAL Y EL NUMERO IRRACIONAL 


Siguiendo el orden histórico que nos hemos trazado, vamos a ver ahora 
cuándo y cómo surgieron los números irracionales. 

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los nú- 
meros irracionales, Los historiadores de la matemática, están de acuerdo en 
atribuir a Pitágoras de Samos (540 A.C), el descubrimiento de estos números, 
al establecer la relación entre el lado de un cuadrado y la diagonal del mismo. 
Más tarde, Teodoro de Cirene (400 A.C.), matemático de la escuela pitagó- 
rica, demostró geométricamente que v2, V3, v5, VT, etc, son irracionales. 
Euclides (300 A.C.) estudió en el Libro X de sus “Elementos”, ciertas 
magnitudes que al ser medidas no encontramos ningún número entero ni 
fraccionario que las exprese. Estas magnitudes se llaman inconmensurables, y 
los números que se originan al medir tales magnitudes se Ilaman irracionales. ( ) 
Ejemplos de tales magnitudes son la relación del lado de un cuadrado con 
la diagonal del mismo, que se expresa con el número irracional /a? + bº; 
y la relación de la circunferencia, al diâmetro que se expresa con la letra 
x = 93.141592... 
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FIGURA 1 





(4) Al exponer sistemáticamente los números irracionales, Euclides los llamó asymmetros, 
y a los racionales los llamó symmetros, palabras que significan sin medida y con medida, 
Para senalar el hecho de que estos números (los irracionales) no tenian expresión los designaba 
con la voz alogos. Boecio (475-554 D.C. al traducir empleó commensurabilis e incommen- 
surabilis. Sin embargo, Gerardo de Cremona (1114-1187), en una traducción de un comentario 
árabe sobre Euclides, utilizô erróneamente rationalis e irrationalis, al tomar logos y alogos 
como razón y no en la acepción de ar (verbum), usada por Euclides. Este error se 
difundió a lo largo de toda la Edad Media, prevaleciendo en nuestros dias el nombre de 
números irracionales. 
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Como consecuencia de la introducción de los números irraçionales, con- 
sideramos racionales el conjunto de los números fraccionarios y el conjunto 
de los números enteros. Definimos el número racional como aquel número 
que puede expresarse como cociente de dos enteros. Y el número irracional como 
aquel número real que no puede expresarse como el cociente de dos enteros. 

Lilamamos número reales al conjunto de los números racionales e irra- 
cionales. 


LOS NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Los múmeros negativos no fueron conocidos por los matemáticos de la 
antigúedad, salvo en el caso de Diofanto (siglo III D.C.?), que en su Aritmética, 
al explicar el producto de dos diferencias, introduce un número con signo +. 
En el siglo VI, los hindúes Brahmagupta y Bháskara usan los números negativos 
de un modo práctico, sin llegar a dar una definición de ellos. Durante la 
Edad Media y el Renacimiento los matemáticos rehuyeron usar los números 
negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de 
estos números. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y — 
para caracterizar los múmeros positivos y negativos. 

La significación de los números relativos o con signos (positivos y nega- 
tivos) se comprende claramente, cuando los utilizamos para representar el 
resultado de medir magnitudes relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades 
pueden tomarse en sentidos opuestos, tal como sucede cuando tratamos de 
medir la longitud geográfica de una región determinada; o de expresar el 
grado de temperatura de un lugar dado. En el primer caso, podemos hablar 
de longitud este u oeste con respecto a un meridiano fijado arbitrariamente 
(Greenwich). En el segundo caso, podemos referirnos a grados sobre cero o 
grados bajo cero. Convencionalmente fijamos los múmeros positivos o con 
signo + en una dirección, y los números negativos o con signo —, en la direc- 
ción opuesta, 

S1 sobre una semirrecta fijamos un punto cero, a partir del cual, hacia la 
derecha, sefialamos puntos que representan una determinada unidad, nos re- 
sultan los puntos A, B, C, etc. Si sobre esa misma semirrecta, a partir del punto 
cero (llamado origen), procedemos del mismo modo hacia la izquierda, tendre- 
mos los puntos a, b, c, etc. Si convenimos en que los puntos de la semirrecta indi- 
cados a la derecha del punto cero representan números positivos (A, B, C, etc.); 
los puntos sefialados a la izquierda (a, b, c, etc), representarán números 
negativos. 


gr ado) DS o a o A a a 
= — 9 —= 1 0 +1 + 2 +83 


Históricamente, los números negativos surgen para hacer po- 
sible la resta en todos los casos. De este modo, la resta se convierte en una 
operación inversa de la suma, y se hace posible restarle a un minuendo menor 
un sustraendo mayor. 
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Los números y los símbolos literales negativos se distinguen por el signo — 
que llevan antepuesto. Los números positivos y su representación literal llevan 
el signo +, siempre que no inicien una expresión algebraica. 

El número cero. Cuando tratamos de aprehender el concepto de número 
natural, vemos cómo éste surge de la comparación de conjuntos equivalentes 
o coordinables entre sí. Por extensión llamamos conjunto al que tiene un solo 
elemento y que se representa por el número 1. Ahora, consideramos el número 
cero como expresión de un conjunto nulo o vacio, es decir, un conjunto que 
carece de elementos. 

Por otra parte, el cero representa un elemento de separación entre los 
números negativos y positivos, de modo que el cero es mayor que cualquier 
número negativo y menor que cualquier número positivo. 

El siguiente diagrama nos aclarará las distintas clases de números con 
los cuales vamos a trabajar: 


NUMEROS REALES 


E 


Negativos Cero Positivos 
Raciounales Irracionales Racionales Irracionales 
Enteros Fraccionarios Enteros ' Fraccionarios 


LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES 
CON NUMEROS REALES 


Hemos visto sumariamente cómo a través del curso de la historia de las 
matemáticas, se ha ido ampliando sucesivamente el campo de los números, 
hasta llegar al concepto de número real. El camino recorrido ha sido, unas 
veces, el geométrico, que siempre desemboca en la Aritmética pura, formal; 
otras veces, el camino puro, formal ha iniciado el recorrido para desembocar 
en lo intuitivo, en lo geométrico. Como ejemplos del primer caso, tenemos 
los múmeros irracionales, introducidos como razón de dos segmentos con el 
propósito de representar magnitudes inconmensurables, y que hacen posible 
la expresión del resultado de la radicación inexacta. Y también, los números 
fraccionarios que surgen para expresar el resultado de medir magnitudes con- 
mensurables, y que hacen posible la división inexacta, Como ejemplo del 
segundo caso, están los números negativos que aparecen por primera vez como 
raíces de ecuaciones, y hacen posible la resta en todos los casos, ya que cuando 
el minuendo es menor que el sustraendo esta operación carece de sentido 
cuando trabajamos con números naturales. Más tarde, estos números negativos 
(relativos) servirán para expresar los puntos a uno y otro lado de una recta 
indefinida. 

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campo numérico, 
vamos a exponer las leyes formales (esto es, que no toman en cuenta la natu- 
raleza de los números) de la suma y de la multiplicación, ya que las demás ope- 
raciones fundamentales pueden explicarse como inversas de éstas, así, la resta, 





32 O ALGEBRA 


la división, la potenciación, la logaritmación y la radicación. Conviene ir 
adaptando la mentalidad del principiante al carácter formal (abstracto) de estas 
leyes, pues ello contribuirá a la comprensión de los problemas que ulteriormente 
le plantearán las matemáticas superiores. Por otra parte, el conjunto de estas 
leyes formales constituirá una definición indirecta de los números reales y de 
las operaciones fundamentales. Estas leyes que no requieren demostración, pues 
son de aprehensión inmediata, se Ilaman axiomas. 


IGUALDAD 

É Axioma de identidad: a =a. 

HH. Axioma de reciprocidad: si a=b, tenemos que b=a, 

HI. Axioma de transitividad: si a=b y b=c, tenemos que a=c. 


SUMA O ADICION 


Li Axioma de uniformidad: la suma de dos números es siempre igual, 
es decir, única; así, si a=b y c=d, tenemos que atc=b+d. 

II. Axioma de conmutatividad: at+b=b+-+a. 

HI. Axioma de asociatividad: (a+b)+c=a+(b+o). 

IV. Axioma de identidad, o módulo de la suma: hay un número y sólo 


un número, el cero, de modo que «+0=0+a=a, para cualquier valor de a. 
De ahi que el cero reciba el nombre “de elemento idéntico o módulo de la suma. 


MULTIPLICACION 

I. Axioma de uniformidad: el producto de dos números es siempre igual, 
es decir, único, así sia=b y c=d, tenemos que ac= bd. 

II. Axioma de conmutatividad: ab = ba. 

HI. Axioma de asociatividad: (ab)c= a (be). 

IV. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que 
a(b+c)=ab+aec. 

V. Axioma de identidad, o módulo del producto: hay un número y sólo 
un número, el uno (1), de modo que a.!=1.a=a, para cualquier valor de a. 
VI. Axioma de existencia del inverso: para todo número real a 0 


(a distinto de cero) corresponde un número real, y sólo uno, x, de modo que 
ax =1. Este número x se Ilama inverso o recíproco de a, y se representa por 1/a. 


AXIOMAS DE ORDEN 


E Tricotomía: Si tenemos dos números reales a y b sólo puede haber una 
relación, y sólo una, entre ambos, que a>b; a=b o a<b, 
II. Monotonia de la suma: si a>b tenemos que a+c>b+e. 


HI. Monotonia de la multiplicación: sia > b y c>0 tenemos que ac > be. 
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AXIOMA DE CONTINUIDAD 


1. Si tenemos dos conjuntos de números reales A y B, de modo que todo 
número de A es menor que cualquier número de B, existirá siempre un número 
real c con el que se verifique a S c <b, en que a es un número que está 
dentro del conjunto A, y b es un número que está dentro del conjunto B. 


OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS RELATIVOS 
SUMA DE NUMEROS RELATIVOS 
En la suma o adición de números relativos podemos considerar cuatro 


casos: sumar dos números positivos; sumar dos números negativos; sumar un 
positivo con otro negativo, y sumar el cero con un número positivo o negativo. 


1) Suma de dos números positivos 


Regla 


Para sumar dos números positivos se procede a la suma 
aritmética de los valores absolutos de ambos números, y al 
resultado obtenido se le antepone el signo +. Asi tenemos: 


Podemos representar la suma de dos números positivos del siguiente modo; 








RE 


2) Suma de dos números negativos 


Regla 


Para sumar dos números negativos se procede a la suma (-9+(-9=-6. 


aritmética de los valores absolutos de ambos, y al resultado 
obtenido se le antepone el signo —, Asi tehemos: 


Podemos representar la suma de dos números negativos del siguiente 
modo: | 








aLGtana DaLbom - 
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3) Suma de un número positivo y otro negativo 


Regla pn 

Para sumar un número positivo y un número negativo a == 4 
se procede a hallar la diferencia aritmética de los valores e aa 4 : mai 4 
absolutos de ambos números, y al resultado obtenido se le (= aja perid) = 
antepone el signo del número mayor. Cuando los dos núme- (— 60 +(+6)=0 + 
ros tienen igual valor absoluto y signos distintos la suma es E (+6O+(—6)=0 





cero. Asi tenemos: 


Podemos representar la suma de un número positivo y otro negativo de 
los siguientes modos: 

Representación gráfica de la suma de un número positivo y un número 
negativo, en que el número positivo tiene mayor valor absoluto que el negativo: 


<e—— | 
i ] . ] 
pe a SR ES a A E AE a pr ao o ri a E, 
-3 - - | 0 + 1 +2 +39 +4 í+5 


FIGURA 4 


Representación gráfica de la suma de un número positivo y un número 
negativo, en que el número negativo tiene mayor valor absoluto que el positivo: 


Representación gráfica de la suma de un número positivo y un número 
negativo, en que el valor absoluto de ambos números es igual. 


0 
| pipa 


l l 
E — 6 
] 
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9 Suma de cero y un número positivo o negativo 

Regla 

La suma de cero con cualquier número positivo o negativo nos dará 
el mismo número positivo o negativo. 


(+49) +0=+4 
$$! 4 ——eeeee 
Asi tenemos E 4) == d 


En general: —— > a+0=0+a=a 
En que a puede ser positivo, negativo o nulo. 


SUSTRACCION DE NUMEROS RELATIVOS 


Llarnamos opuesto de un número al mismo número con (em+(-m)=0 
signo contrario. Así, decimos que —m es opuesto de +m. 
Ya vimos en un caso de la suma que: 


La sustracción es una operación inversa de la suma que 
consiste en hallar un número x (llamado diferencia), tal que, 
sumado con un número dado m, dé un resultado igual a otro | 
número n, de modo que se veritique: 





Llamando m' al opuesto de m, podemos determinar 
la diferencia x, sumando en ambos miembros de la 
igualdad (1), el número m”;, en electo: 





Si observamos el primer miembro de esta igualdad (2), x=n+m" (8) 
veremos que aplicando el axioma de asociatividad tenemos: 
m-+m'=0, y como x+0=x, tendremos: 


que es lo que queriamos demostrar, es decir, que para hallar la diferencia 
entre n y m basta sumarle a n el opuesto de m (m'). Y como hemos visto que 
para hallar el opuesto de un número basta carnbiarle el signo, podemos enun- 
ciar la siguiente 





Regla és R 
Para hallar la diferencia entre dos nú- (+)—-(+HO=(+8)+(—)=+4 
meros relativos se suma al minuendo el sus- +)-(—-)=+9)+(+9)=+12 


traendo, cambiándole el signo. o ns E 
re a OS | di GR 
—-)-(-)=(-)+(+9)=—4 





REPRESENTACION GRAFICA DE LA SUSTRACCION DE NUMEROS RELATIVOS 


Por medio de la interpretación geométrica de la sustracción de números 
relativos, podemos expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto 
que representa al minuendo y el punto que representa al sustraendo, así como 
el sentido (negativo o positivo) de esa distancia. 
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Para expresar la diferencia (+ 4) — (— 8) = + 12, tendremos: 





Para expresar la diferencia (— 8) — (+ 4) = — 12, tendremos: 





MULTIPLICACION DE NUMEROS RELATIVOS 


Regla 

El producto de dos números relativos se halla multiplicando los valores 
absolutos de ambos. El producto hallado llevará signo positivo (+), si los 
signos de ambos factores son iguales; llevará signo negativo (—), si los fac- 
tores tienen signos distintos. Si uno de los factores es () el producto será (. 


Cuando operamos con símbolos literales +HB(F3)=+6 (0)(+3)=0 
el producto es siempre indicado, bien en la —-N(-)=+6 (0)(-3)=0 
forma ax b; bien en la forma a.b; y más (+) (-3)=-—6 00=0 
usualmente ab. | 7 | 


Ases ses sa RATED EE! 

El siguiente cuadro es un medio de re - A + da + + por 
cordar fácilmente la ley de los signos en la 
multiplicación de los números relativos. 






REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE DOS NUMEROS RELATIVOS 


El producto de dos números relativos puede expresarse geométricamente 
como el área de un rectángulo cuyo largo y cuyo ancho vienen dados por 
ambos números. A esta área podemos atribuirle un valor positivo o negativo, 
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según que sus lados tengan valores de un mismo sentido o de sentidos dis- 
tintos respectivamente. 






Llamamos potencia de un número relativo al producto 
de tomarlo como factor tantas veces como se quiera. Si a 


POTENCIA DE NUMEROS RELATIVOS 


es un número relativo cualquiera y n>1 es un número PA é | ulféieces. ; 
natural, tendremos la notación a", que se lee a elevado a la a = PE ER Sé 
enésima potencia, e indica que a debe tomarse como factor n cin Ra 
veces. Ási; 


En la notación a" =x, llamamos potencia al producto x, base al 
número que tomamos como factor a, y exponente a n, que nos indica ME. 
las veces que debemos tomar como factor a a. À la operación de hallar 4º=1024 
el producto x, la llamamos potenciación o elevación a potencia. 

Ejemplo: 

En este ejemplo, 4 es la base; 5 es el exponente, y 1024 es la potencia. 


Regla 

La potencia de un número positivo siempre es positiva. La po- 
tencia de un número negativo será positiva si el exponente es entero 
v par: negativa si el exponente entero es impar. Así: —.s 








38 a ALGEBRA 


PRODUCTO DE DOS POTENCIAS DE IGUAL BASE 


Regla 

Para multiplicar dos potencias de igual base, 
se eleva dicha base a la potencia que resulte de la 
suma de los exponentes respectivos. Ejemplo: > 





POTENCIA DE UNA POTENCIA 


Regla 

Para hallar la potencia de una potencia se mul- (6 = gr gm 
tiplican los exponentes y se mantiene la base a (—22)!=—928=—96 — 64 
tiva. Ejemplo: | 


Hay que poner especial cuidado en no confun- 
dir la potencia de una potencia, con la elevación de 
un número a una potencia cuyo exponente, a la vez 
esté afectado por otro exponente. Asi, no es lo mismo 


(42) que (42). Ejemplo: 2] 


DIVISION DE NUMEROS RELATIVOS 


Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicación, que de 
acuerdo con el axioma VI (existencia del inverso), a todo número real a (0, 
corresponde un número real, y sólo uno, x, de modo que ax=1: Este nú- 
mero x se llama inverso o recíproco de a, y se representa por 1/a. 





ss dE% El inverso de + 4 es +14 
inverso o reciproco de un número rela- El inverso de —4 es 1 
tivo cualquiera distinto de cero tiene su mismo ; | 1 
A Eimvyeso de =v3 6 =—= 
signo. CE 
El inverso de +) es +2 
La división es una operación inversa de la multiplicación que consiste 
en hallar uno de los factores, conocidos el otro factor y el producto. Es decir, 
dado el dividendo d y el divisor d” hallar el cociente c, de modo que se ve- 
rifique d'c = d. 
Recordamos que esta operación sólo es posible si d” es distinto de cero. 
Aplicando el axioma de existencia del inverso, tenemos que: 


1/d' (d'c)=1/d' d 
Sabemos que: 1/d' (d'ce)=(1/d' d) c=(+1)c=c 
Eliminando queda: c=l/d' d 
De lo cual deducimos la siguiente 


Regla 

Para dividir un número cualquiera d por otro número distinto de cero d”, 
multiplicamos d por el recíproco d' (1/d”. El cociente que resulte será positivo 
si los dos números son del mismo signo; y negativo, si son de signos contrarios. 


entre + da 
Con el siguiente cuadro podemos recordar fácilmente la . entre — da 
ley de los signos de la división con números relativos. entre — da 


entre + da 
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Ahora que estudiamos la división, podemos enunciar tres casos de la 
elevación a potencia de un número cualquiera. 


1) Si un número cualquiera a 0, se 


eleva a la potencia Q es igual a +1. Asi: — 7 


2) Si un número cualquiera a 0, se eleva a un exponente 
negativo cualquiera —m es igual al recíproco de la potencia a”, de 
EXDONENtE: POtNOS (Al a ca a ci 





3) La división de dos potencias de igual base es igual 
a la base elevada a la potencia que dé la diferencia de ambos 


EXPORT: VA cem ir ea pe sina 





UNIFORMIDAD DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS RELATIVOS 


Hemos visto en las operaciones estudiadas, a saber: suma, resta, multipli- 
cación, potenciación y división, que se cumple en todas cllas el axioma de 
uniformidad. Quiere esto significar que cuando sometemos dos números rela- 
tivos a cualquiera de las operaciones mencionadas, el resultado es uno, y sólo 
uno, es decir, único. Sin embargo, cuando extraemos la raiz cuadrada de un 
número positivo, tenemos un resultado doble. Pues como veremos, al estudiar 
la extracción de las raices, un número positivo cualquiera siempre tiene dos 
raíces de grado par,una positiva y otra negativa. 






Asi: v+ta=+a porque: E (+a)=(+a)(+raj=+a 
(-e)t=(-a)(-a)=+a 
del mismo modo: v+64=+8 porque:l (+82=(+8)(+8)=+ 64 


(-82='-8)(-8)=+64 


POSIBILIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO NUMERICO 


Los números reales no cierran la posibilidad de ampliación del campo 
numérico. Tal posibilidad se mantiene abierta para la introducción de nuevos 
entes, siempre que tales entes cumplan las leyes formales. Dentro de los limites 
de este texto, el estudiante todavia se enfrentará con una nueva ampliación 
del campo numérico, Se trata del número complejo, que es un par de números 
dados en un orden determinado y que está constituido por un número real 
y un número imaginario. Con estos números podremos representar un punto 
cualguiera en el plano. En el capítulo KXKXII se presentará una discusión 
amplia sobre estos números. 








EL ALIESRA EN EL ANTIGUO EGIPTO (5,000-500 los Ilevaron a RES la PE ER IIgA la Geome- 
A, C,) Em Egipto, maravilloso pueblo de farsones y  tria. En el pao: de Rhind, debido al pita Ahmes 
pirâmides, encontramos los priméroe vestígios del de- . (1650 A, C.), el más valioso y antiguo documento 
sarrollo do una ciencia matemática. Sus exigencias vi- matemático que existe, se presentan entre mú 

tales, sujetas a las periódicas inundaciones del Nilo, problemas, solucionts de ecuaciones de segundo grado. 


caprmuLo | 


SUMA 


LA SUMA O ADICION es una operación que tiene por objeto reunir 

dos o más expresiones algebraicas (sumandos) en una sola expresión 
algebraica (suma). 

Así, la suma de a y b es a+b, porque esta última expresión es la reu- 
nión de las dos expresiones algebraicas dadas: a y b. 

La suma de a y —b es a—b, porque esta última expresión es la 
reunión de las dos expresiones dadas: a y — b. 


CARACTER GENERAL DE LA SUMA ALGEBRAICA 


En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Algebra 
la suma es un concepto más general, pues puede significar aumento o dis- 
mjnución, ya que hay sumas algebraicas como la del último ejemplo, que 
equivale a una resta en Aritmética. 

Resulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una 
cantidad positiva de igual valor absoluto. 

Así, la suma dem y —n esm—n, que equivale a restar de m el valor 
absoluto de —n que es Inl. 

La suma de — 2x y — 3y es — 2x — 3y, que equivale a restar de — 2x el 
valor absoluto de — 3y que es |39]. 
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REGLA GENERAL PARA SUMAR 

Para sumar dos o más expresiones algebraicas se escriben unas a con- 
tinuación de las otras con sus propios signos y se reducen los términos se- 
mejantes si los hay. 


|. SUMA DE MONOMIOS 

1) Sumar 5a, 6b y 8c. 

Los escribimos unos a continuación de otros con sus 5 
propios signos, y como 5a=-+5a, 6b=-+6b y 8c=-+8c la suma será: 4 

El orden de los sumandos no altera la suma. Así, 5a +6b+&c es lo 
mismo que 5a +8c+6b o que 6b +8c+ 5a. 

Esta es la Ley Conmutativa de la suma. 

2) Sumar 34?b, 4ab?, ab, Tab? y 6bº, 

Tendremos: 





3a*b + 4ab? + a2b + Tab? + 6bº. 
Reduciendo los términos 
semejantes, queda: 
3) Sumar 3a y —2b. 
Cuando algún sumando es negativo, suele incluirse 
dentro de un paréntesis para indicar la suma; asi: = 
La suma será: 








ga—2b. R. 

4) Suma Ta, —8b, — 15a, 9b, — dc y 8. 

Tendremos: 
Ta+(—8b)+(—15a)+9b+(—4c)+8=7a—-Sb—15a+9b—-4c+8=—-Ba+b-—dc+8. R. 


2.3 1 a A AT 8, 
q" + 54b -+ (— 2b>) + [= 440) + qa + (===8") 


2 1 o 3 Es 3 1 13, o 
=-a2+>ab—2b'—-ab+=a?—b?=a?—ab-—-çb?. R. 


m- EJERCICIO 15 
Sumar: 
1. mn. 11. —llm, Bm. 18 —=xy — ay. 24. a,—b, 2e. 
2. m,—n. 12. 9ab, —ldab. : : 25. 3m, —2n, dp. 
3. -—3a, 4b. 13. —xy, —9x). 19. —abe, —abe. 26. a?, —Tab, —5bº. 
4. 5b, —6a. 14. mn, -llmn. ; : 27. x2, —3xy, —4yº. 
D. 7, — 1 2 20. —dx*y, Pd 28. xo, == say, 6. 
É =6.0. 15. Ja, es é i 29. 2a, —b, 3a. 
Tt. —2%, 3 bp om 91. Rn, — mn. 30. —m, —8n, 4n. 
4 e -=m. 16. Sbço 292. a,b,c. 31. —Tas Ba, —b. 
É da 1, 3 1 2 4 
10. —8x, —ox. 17. b, ob. 28. a—b;c 32. 5%, 5) —ãe 


BoISSAS 


Es 


a 
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se St, -—m, — mn. 42. mº, —âmºn, ômº, —Tmn?, —4m?n, —5mº. 

q ; 43. 9x, =. | Ds =), dz, = Z, 

—Ta?, 5ab, 3b2, —q2. da. 6a”, —q no -—11, —dab, Ja?, —Sb2, 

—'imn?, —bm, 1imn?, —dm. 45. —x*yº, —bxy", —dy*, Txyº, —8, x>y2, 

x, Bady, D, =" x8, dx», 46 da, +b, — id, —b, eng; b. 

5x2, xy, —bxy, 192, —x2, i ' 
Dl Diu Pl = d DO am 

—Ba?b, 5ab?, —a?b, —1lab?, —7b8, 47. NS GR) GIO — q) ão ds 


mº, —8mên, Imn?, —nº, Imên. 48. 5a”, —6a*+1, Ba=+2, ar +1, Ba*+1, —5as. 
8 2 1 1 
qb qb a, 7h, —6. 49. ay — qa, 22, yd 
a, —3b, —8c, 4b, —a; 8. 50. Ta?b, aba, ——a?b, —ab?, a2b, —cab?, 


H. SUMA DE POLINOMIOS 


1) Sumar a—b, 22+3b-c y —44+5b, 

La suma suele indicarse incluyendo | 
los sumandos dentro de paréntesis; así: 

Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios unos a conti- 
nuación de otros con sus propios signos, y tendremos: 

a—-b+2a+3b—-c—4a+5b=-a+7Tb-—c R. 

En la práctica, suelen colocaxse los polinomios unos debajo de los 
otros de modo que los términos semejantes queden en columna; se hace la 
reducción de éstos, separándolos unos de otros con sus propios signos. 





a-— b 
Así, la suma anterior 2a +3b—c 
se verifica de esta manera: ” —4a+5b 
— a+Tb-c. R. 
2) Sumar 3m-—2n+4, Gn+4p—5, B8n—-6 y m—n—d4p. 
Tendremos: êm-— 2n + 4 
6n + 4p — 5 
8n — 6 
m- n-—d4hp 
4m + ln -=7, R. 


(36) prucsA DE LA SUMA POR EL VALOR NUMERICO 

Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para los mis- 
mos valores, que fijamos nosotros, de las letras. Si la operación está co- 
rrecta, la suma algebraica de los valores numéricos de los sumandos debe 
ser igual al valor numérico de la suma. 





O UT Goto 
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Sumar Bo—3b-+5c—d, —2b+c—4d y —30+4+5b—c y probar el resultado 
por el valor numérico para o = 1, b=2,c=3, d=4. 


Tendremos: 8Sa—-3b+5c— d= B-— 6+15- 4= 13 
—9b+ c—d4d= — 4+ 3-l6= — 17 
— Ja + 5b— c =-3+10- 3 = de 


do  uBe=Bd 


5 + 15 — 20 = O 


La suma de los valores numéricos de los sumandos 13 — 17 + 4=0, igual que el va- 
lor numérico de la suma que también es cero, 


m- EJERCICIO 16 


Hallar la suma de: 


3a+2b-—c; 20+3b-+e. 7. —Tx—4y+6z; 10x—20y—8z; —5x+24y-+22. 
Ta—4b-+5e; —Ta+4b—be. 8. —2m+3n—6; 3m—8n+8; —om+n—10. 
m+en—p; —-m—n+p. 9. —Ba-2b--3c; Ta—-3b-+5c; —Ba+5b-—3c. 
Ix—3y+5; —x—y-+4; —ox-+dy=0, 10. ab+-be+cd; —8ab—-3bc—3cd; dab+2bc+2cd. 
a+b—c; 2a+2b—2c; —3a—b+3e. 11. ax—ay—az; —Dax—Tay—baz; 4ax+9ay+8Baz. 
pHq+r; —2p—6g+dr; p+og—sr. 12. 5x—7y+8; —y+6-—dx; 9—3x+By. 

13. —am+bmn-d4s; 6s—-am-—bmn; —2s—mn+-Bam. 


14. 2a+3b; 6b—4c; —a+8o. 

15. 6m—3n; —&n4-5p; —m—dp. 
16. 20+43b; 5c—4; Ba+6; Tc—9. 
17. 2x—3y; 52+9; 6x—4; 3y—o. 


18. Sa+3b-€; ba—b+-c; —a—b—e; Ta—b+-de. 

19. Tx+2y—4; 9y—62+5; —y+32—6; —D+8x—39. 

20. —-m-n—p; m+2ên—5; 3b—-bm+d4; 2n+5m—s8. 

21. Sa"'-Gar—Tar; —Ba*-+5a”—Gar; —Ila*+bar+l6a”. 

22. mti-Tmi+2-=5ma+s: 4mt+t1>-Tm+2-ma+3 Sm LIm +24 ]Ime+3, 
23. Bxty+z+u; —3x—dy—2z+3u; dx+oytdz—du, —Dx—y+z+2U. 

24. atb-c+d; a—b+e—d; —2a4+3b-2c+d; —3a—-3b+d4e—d. 

25. bab-3bc+dcd; 2be+2cd—3de; 4bc—2ab-+3de; —Bbe—bed—ad. 

26. a-b; b-c; c+d; a—-c; c—-d; d-a; e—d. 


3) Sumar 3x2 —-d4xy+y?, —5xy+6xº— 372 y — 69º — 8xy — 9x?, 


Si los polinomios que se suman pueden ordenarse con relación a una 
letra, deben ordenarse todos con relación a una misma letra antes de 


sumar. 


3xº — dxy+ y? 


Asi, en este caso vamos a ordenar en orden 6x? — 5xy — 39º 
descendente con relación a x y tendremos:... da = Di — Smy== By* 


= 11x) — By2. Ro 





O grp CO bo pa 
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4) Sumar 
aib—bt+abs, —20ºb? + dab'+2b! y Sab — 4ab' — Gab? — bt — 6. 
ab oab?— db 
Ordenando con relación a la a — 2a2b? + dab* + 2b1 
ER oe MI TD O E da b — 6aºb* — 4ab? — Dt='6 
ab — 8aºb? + ab? — 6. R. 
m- EJERCICIO 17 
Hallar la suma de: 
x2+dx; —5x+x2. 8. 3x+xº; —dxº+-5; —x34dx2—6. 
a2-+ab; —2ab+b?, ». xº-3xy+yº; —2yº4+Bxy—x?; x2+3xy—y?. 
xº+2x; —x2+4, 10. a?-gab+b?; —5ab+a?—b?; Sab—b?—9a2, 
a*—3a”, a'+da. 11. —7xº+5x—6; 8x—9-+d4x?; —Tx+ld—x?, 
—x2-+3x; x8-+6. 12. aS—-4a+5;a*—2a24-6; a2—Ta+d. 
xi=dx,; —7x+6; 3xº—5. ; 13. —xº+x—6; xº—-7xº+5; —xº+8x—5. 
m'+nº; —3mn+4nº, =5mº—5Bnº. 14. a!-b?; 5aºb—dab?; a8—Tab?—bs, 
16. 2º Fxy-tyo, =5eºp-+xº—y0b; 2xº—-diyd= ya, 
16. —7mên+án*, m'+mn?—n*, —-m'+Tmên+5nº. 


17. xt-x2+x; xº—4x2--5; 7x2—-4x+6. 

18. atrat+6; at-30º+8; aº—a?— ld. 

19. xftx—9; 3xt—Txº+6; —3xº—dx+d, 

20. atra; aº+ô; Ta+da; —8aº—6. 

21. xt—x?y?, —SxBy+tBxyê; —dxydtyt; —dxiy2—6, 

22. xy+x?; —Tyº-+áxy—x2; 5yº—x2+6xy; —bx2—dxy+ty2. 

23. a*-BSaxº+xº, Dalx—6Gaxº—x*?, 3Jaº—Sa?x—x*, a!+14axº—x*, 

24. —Baim+6am?-mº, a*-Sam*+mº, —4aº+daim—3am?, Taim—dam?—6. 
25. xº—xtyl—xy*, 2xtyt-Bxyê—yd; Buy? 4xyt—yD; x545xyt+295, 

26. attrafra?; at+a'+6; 3a2+5a—8; —a'—da?—Sa-+6. 

27. a!—b!, —atb+a?b?—abs, —3ai+-5a'b—da?b?, —4a3b+3aºb2-—-3b+. 

28. mê-—n'+6mên; —4min+ômn?+nº, m'-n't-6mn?; —2m'-Imên+-nº. 
29. a*—3ar-2: Sar-it6ars; Ta 3+art: aqari-13ars, 

30. q +2— qa; —Sq*+3 = qlqr: —qdat+3—Bar+2; qrl-gr2Lgr+2, 


SUMA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 
1) Sumar = + 29º — 2 +8, — xy + ay? =", = a xy? =b. 
Tendremos: | 

gre A 
ds Ed + 29º +3 
Do vd a 8 
RE co qd a 
1 17 
ay — 9 —5 


TT 


1 1 ne 7 15 
a = 7X) + xy + 9º — 2 R. 





SUMA 9 
m- EJERCICIO 18 49 


Hallar la suma de: 


1 1 1 1 
24 -=%xy: - =w2 
Eat e fi TO da 


2. a? + ab; —=ab +b?; —-ab —b?, 

3. x2 + xy; — 2) +92; —=2) +52. 

4, 2x? = 03; — 29 +593; TX + 572. 

5. “q? + cab — =b?; =02 — =ab + b2; — 502 + ab —-b2. 

7. at —Sabl+ b8; cab — cab? — 2b8; *a8 — a2b — bs, 

É "3-5; “x — x — 3; —ixtpixt—is. 

9. “ms — mn? + nº; min +amn? — n8; ms —- n— nº. 

10. x! + 2x2y2 + =98; o 2x4 ai =x2y? ER =xy3 = =; a xy = -x2y? EE =". 
11. xº— 8 + 0x; —3x aa ss; — xt ox8— xt; —5a3+ix— 4 


12. 48 + ax? — =x8; — -02x -— ca? — 3; — - q + 02x — -ax2, 

13. af— at + a?; 08 — 03 ——a; — at — “a? + 6; —=a—6 

14. x5—y5; ay? — xy! a 2º; 2x4 as =x 28 fe =; 9x4y — xy? és =yº. 
m- EJERCICIO 19 - 


Sumar las expresiones siguientes y hallar el valor numérico del resultado 


para a=2, b=3, c=10, x=5, y=4, m=ê, n=+, 
8 5 “ 


1. 4x—0y; —3x+6y—8; —x+y. 

2. x*-5x+8; —xº+10x—30; —6x2+5x—50. 

3. xt-yt, —5xy2-8+2x*, —dx!+Tx%y+10xy3. 

4. 3m—-3n+6; —bm+8-20n; —20n+12m—-12. 

5. nx+en-ab; —ab+Bnx—2en; —abtnx—s. 

6. at-b*; —3a2b+Bab?—b3; —5a!—-Gab2--8: 3a2b—92b3. 

7. 27mº*+125nº; —-9mn+25mnº; —l4mnº=8: Vinnº+10mên. 

8. xs A tyti time; Pt Oy 9mr—4- yr 2 Dm, 

9. nri-m+8: —5SnhIi-Im- 3410; Antitim—lS. 

10. x*y-xyB+õ; xt-xy2t5xy—6; —bxy)rxy2ro: —y*+3xy3+1. 

11. abs; A qu — ob? 

12. mp ont- A; —1ômn+—; Ret ome-; —m?-30mn+3. 
é 

E > bim— Sen—8; Sbêm+6— cn; — bêm+-=en+4; dent —— bm. 


0.20º+0.4ab?—(0.502b; —0.8b3+0.6ab2?—0.302b; —0.40º-4-6—0.80?b; 0.20º 
+0.968+1.5a2b. : 





os cr, 
// ho 


ea 
» = À j 


14 
nW 
pa 
à kd 





EL CALCULO EN CALDEA Y ASIRIA (5,000-500) tiempo (1930), figuran operaciones algebraicas con 
à. C.). No ha sido sino recientemente que se ha ecuaciones de segundo grado y tablas de potencias 
puesto de manifiesto la enorme contribución de los que requieren un dominio de la matemática elemen- 
caldeos, asírios y babilonios al acervo matemático de 


tal, pero no supone esto que los caldeos tuvieran 
la Humanidad, En tablillas descifradas hace muy poco toda una concepción abstracta de las matemáticas. 


capruto |) 


38 JLA RESTA O SUSTRACCION es una operación que tiene por obje- 
* to, dada una suma de dos sumandos (minuendo) y uno de eltos (sus- 
traendo), hallar el otro sumando (resta o diferencia). 

Es evidente, de esta definición, que la suma del sustraendo y la dife- 
rencia tiene que ser el minuendo, 
91 de a (minuendo) queremos restar b (sustraendo), la diferencia será 
a—b. En efecto: a—b será la diferencia si sumada con el sustraendo b 
reproduce el minuendo a, y en efecto: a—-b+b=a, 


(39) REGLA GENERAL PARA RESTAR 


Se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuación el 
sustraendo con los signos cambiados y se reducen los términos semejantes, 
si los hay. 


Alia ki n i a 
a = PARTI Ps 


ia 


ly De —4 restar 7. 


Escribimos el minuendo — 4 con su propio signo 


É j = pese di SR 
y a continuación el sustraendo 7 con el signo cambiado . 
y la resta será: —— 





En efecto: —11 es la diferencia porque sumada . eita =A 
con el sustraendo 7 reproduce el minuendo — 4: Raça 
46 
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2) Restar 4b de 2a. 
Escribimos el minuendo 2a con su signo y a continua- | 
ción el sustraendo 4b con el signo cambiado y la resta será: 4 
En efecto: 2a—4b es la diferencia, porque su- 2a—-4b+4b=2a. 
mada con el sustraendo 4b reproduce el minuendo: 
3) Restar 4a2b de — 5a2b. 
Escribo el minuendo — 54ºb y 
a continuaeión el sustraendo 4a*b 
con el signo cambiado y tengo: 
— 9a*b es la diferencia, porque sumada con —9a2b+ sab =-5ab. 
el sustraendo 44ºb reproduce el mimuendo: 


4) De 7 restar —4, 


Cuando el sustraendo es negativo suele incluirse den- 
tro de un paréntesis para indicar la operación, de este mo- 
do distinguimos el signo — que indica la resta del signo — 
que sehala el carácter negativo del sustraendo. Así: 








* - 
[3 
— 


a, 





T-(-o=T+4 


El signo — delante del parêntesis está para indicar la resta y este sig 
no no tiene más objeto que decirnos, de acuerdo con la regla general para 
restar, que debemos cambiar el signo al sustraendo — 4. Por eso'a conti- 
nuación del minuendo 7 escribimos + 4. 


O) De 7xºy* restar — Bxºy*. 
Tendremos: 7xº%y* — (— 8xc3yt) = Tx%y* + 8xºy* = 15xºy*. R. 


6) De — lab restar — ab. 
Tendremos: —-4ab-(=Zab)=-tab+iab=kab. R. 


(40) CARACTER GENERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA 


“En Aritmética la resta siempre implica disminución, mientras que la 
resta algebraica tiene un carácter más general, pues puede significar dis- 
minución o aumento. 

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 y 5 anteriores, en 
que la diferencia es mayor que el minuendo. 

Los ejemplos 4, 5 y 6 nos dicen que restar una cantidad negativa equi- 
vale a sumar la misma cantidad positiva. 


m- EJERCICIO 20 


De: 
1. —8 restar 5. 6. 9a restar 3h. 11. —9a? restar 5b2. 
2— n 4. Tt. 3b 5 2. 12. —7xy o —byz 
3. B a 1X. 8. dx A 6h. 13. Sa p da. 
d. —B is —l1. 9. —5a já 6h. 14. 1lmº a 25 m* 
5. —1 so =. 10. —8x »o —8. 15. —6x?y so —x?y. 
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16. 1lam? restar —Talm?. 22. Gar restar —5a? q. —= restar +. 
17. —Bab? o —Sab2, 23. —45a'-1 ” — las dd Es E” 
O Sm 6) 06 papa gghra Bm ne TRE NNE 
—B4atb |, Sab go: e E Es “s 
20. Jar+ ” 5bz+2, 25. —35m * —bUm ER » id 
21. —8xr+2 » 11. 26. 5 ú aaa 30. ——ab? KR — Sab? 
Restar 
Sl. 3 de —2. 43. —a de 3a. 5D. bga+2 de —B5ar+? 
sz —] [7 te 44. = b na am b. 1 
23. —s 2» —8. 45. —] 1x? " odx?, 56. ba q a" 
34. —4 É 5. 46.  14aºb y 75a2b. | 
36. —7 no 47. —430%y —da%y. 57. —5 O == 
36. — 5 nr 2a. 48. Gab E] —ab. é 
97. b a — 3x. 49. —91x jo —31x%. 3 7 
se 5m = —2n. DO. a: 2 5 dies nt a < TçÕã 
- —ba já 3b. 51. —7ax+1 is 31la”+1. | 
40. —5as y 8h. 52. Qm* é 105m* 59. —Saib? o, cab 
41. —9 o —'Ta. 53.  1Bam .,, —gla*, É 
42. —25 ” 25ab. 54 —19m* o —236m'. 60. 45ab? |, —=asb, 
Il, RESTA DE POLINOMIOS 


Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar del minuendo 
cada uno de los términos del sustraendo, así que a continuación del 


minuendo escribiremos el sustraendo cambiándole el signo a todos sus 
términos, 





(1) De 4x— 3y + restar 2x + 5z — 6. 


La sustracción se indica incluyendo el sustraen 
do en un parêntesis precedido del signo —, así: 


= 


EP p= o 

Mw = Rio 

SA — i E E NEFA 
A Et: Fo E im 


Ahora, dejamos el minuendo con sus propios sig- 
nos y q continuación escribimos el sustraendo 
combiándole el signo a todos sus términos y ten- 








dremos: É 

Reduciendo los términos semejantes, tendremos: ———+ 2-3 —4a+ 

En la próctica suele escribirse el sustraendo con sus signos EombradE dado: 

jo del minvendo, de modo que los términos semejantes queden en columna y 

se hace la reducción de éstos, separándolos unos de otros con sus propios signos. 
dx — Gy e: E 

— 2x — Sz + 6 


x—3y—42+6. R 





] 
Asi, la resta anterior se verifica de esta manera: —— 


0 1 O) SM ja E b9 pa 
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PRUEBA 


(2) 


(3 


mm 


La diferencia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo. 
En el ejemplo anterior, sumando la dife- 2x —3y — dz + 6 
rencia 2x— 3y — 4 + 6 con el sustraen- 2x SE == 6 
do 2 —- OR OT a 
o 2x + 5z — 6, tendremos | | di Sp É feed 


Restar — 40ºb — abº + 60º%bº — a2bt — 3b8 de Baibº + q? — 402b! + 6ab>. 
Al escribir el sustraendo, con sus signos cambiados, debajo del minuendo, 
deben ordenarse ambos con relación a uno misma letra. 


Asi, en este caso, ordenan- af + Baib? — 4a2b! + 6ab” 
do en orden descendente + 40ºb — 60ºb* + a2bt + abP+4 3b? 
inciê | “E >>> 
demos CC PP a a8+4ab+ Bath? — 6a8b8 — 3a2b! + 7ab5 + 38. R 
el Eae ER: a8 + 405b + Bath? — 603b3 — 3a2b! + Zabs + 3bº 
| - dar gia aê s ALE AEO 
do, debe darnos el su estadas. iii * abt—d 
minuvendo: a + Ba“b? — daºb! + ab” (minuendo). 


Restar — Bo?x + 6 — 5ox? — xº de 7a? + Ba?x + 7ax?— 4 y probar el resul- 
tado por el valor numérico. 

Zaxº+ Bax+7a!— 4 
Efectuemos la resta ordenando con relación. xt+ Sax? + Ba?x -— 16 


a la x: ro | 18 Gude ZA me 
RS = = 


La prueba del valor numérico se efectóa hallando el valor numérico del mi- 
nuendo, del sustraendo con los signos cambiados y de la diferencia para 
un mismo valor de las letras [el valor de cada letra lo escogemos nosotros). 
Reduciendo el valor numérico de minvendo y sustraendo con el signo caom- 
biado, debe darnos el valor numérico de la diferencia. 


28+16+7— 4=47 
8+20+ 16 — 6=38 


8+484+32+7-— 10= 85 


Asi, en el ejemplo Zaxº + Balx+7a!— 4 
anterior para o=1, xº +. Sgx* +. Baês - 6 

e SENTE 
RD xº + 120x2 + 1602x + 70º — 10 


m- EJERCICIO 2] 


De: 
ab restar a—b. 9. xº-x2+6 restar 5xº—dx+6. 
2x—3y restar —x+29. 10, yº+6yº—8 restar 2yt-3y2+6y. 
Sa+b restar —3a+4. 11. a!-Gab?+9a restar 150ºb—Ba-+d. 
nº 3x restar. —Bx+4-6. 12. x'+9xyº—1l1y? restar —8xº%y—6x?y*+209*. 
a!—a2b restar Ta2b+9ab?, 13. atb+c—d restar —a—b+c—d. 
X-=y-+2 restar x—y-+z. 14. ab+2ac—3ed—5de restar —d4ac+8Bab—Scd+5de. 
x+y—z restar —x—y-+z. 15. xº-9x+6xº—19 restar —11x2+21x—43+-6xº. 


xº+y2-3xy restar —y2+3x2º—d4xy. 16. y'—9y:4+6yº—31 restar —11yº+31yº—-8y*— 19%. 


17. 5m'-9n:+6mên-8mn? restar lámnº-2Imên+imº—lB. 

18.  4x'y—19xyº+yt-6x?y2 réstar —xº—Slxyº+D2xº9º-—20xºy, 
19. mºtmin?-Imên'+19 restar —1I3mn'416mnº—30mên'—hbl. 
20. —ab+6a*b'—]8ab'+42 restar —Baº-+-958—1]latb?—1 lab. 





pe 


O co 09 3 65 67 qa 69 19 bs 
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21. 1-=xº4+xt-xº+-3x—6xº restar —xº+8xº—-90x2+15x—924. 
22. —bx?y5+-8x0—-23xº%y-+80xºy2—18 restar VU 80-21x0yê— Bit, 
23. mº-Bmtn?+2Imênt+8—Bmnº restar —23mn+1lémn'-24mn'+8nº—l14. 
24. x'-Bx+16xº-29xº—15 restar —8x8+95x!—-30xº-+5]x— 18. 
25. 9aº-15atb?+3la2bt—bº+1]4 restar 250ºb—15atb2+530ºbº—9ab5+9b8, 
26. a ta+i-g*+2 restar Da'-Gar+1l-qr+2, 
27. m'-m' Lim"? restar 3m"ti-4m'4-im"2+ Bm". 
28. am+i-Tam+2-Samt-6ar-l restar —5am+3-T4am+2— Jam +1i- gama, 
29. xtt—-Txt+Oxil 95x? restar —IIlx"+1+19x"-+45x1-1-60x0-3, 
30. m'+t-tm?4-8m'-3—-19m"- restar êm"+im' 24 6Gm"StnP+LOnn-, 
m- EJERCICIO 22 
Restar: 
a—b de b=a. 11. m-nº-jmn de -5mº=nº+&Bmn. 
x— de 2x+3y. 12. —xº-x+6 de —8xº+5x—4. 
—da+b de —Ta+5. 13. mº+lém?+9 de 14m?-8n+16. 
x2-5x de —x2-+-6. 14. ab-be+t6cd de 8ab+5be+tcd. 
xº—-xy2 de xy+5xy2. 15. 250ºb-Bab2—b? de a*-9aºb—b?, 
6a2b—Ba* de Ta2b-+-5ab?. 16. xy?—6y!+4 de 6xº-8xºy—6xy?, 
a—-b+2c de —a+2b-—3c. 17. m+in-se+d de m?-9n+Illc+la. 
m=n+p de —3n+4m+5p. 18. Ta'b+5ab'—-Sab2+-bt de Sat+9aºb—40ab'+6bi, 
—x+y—z de x+3y—6z. 19. 6x3-9x+6x2—7 de xº—-8x!+925x2415. 
da?-+ab—6b? de —5b+Sab+a?. 20. xº-x*y3+6xy'+25y5 de —3xy!—8x3y2—1995-+18. 
21. 25x+25xº-18x2º—-11xº—-46 de xº—-6x'4+8xº-9+4+15x. 
22. Satb+asb?-15aºb'—-45ab'—8 de a?-9260ºbº+B8abt— b5+.6. 
23. 23yº-+8y!—-15y8—8y—5 de yº+y3-+y2+ 9. 
24. Tx'+0xº-23xº+D1x +36 de xº—-xº+3x1i—-5x2—0, 
25. y'—60x1y8+90x%yt—50xy8—x2y5 de x7—3x5y2+35x%y3-—Bx2y5-+-60. 
26. a*+2-Sarti—ba* de a:+3—-Bax+1-5. 
27. Bar 2Hõar*+Tar-tar* de =Bar+IGar++-lbar*+ars, 
28. Slxtt)—-Oxn+2—gaté-T Ben de 15xº+8-+5x“+2- 6x ptd4lgtl, 
29. 1207-2-Sar-l-gr- Sar de ar 1-9 gr-24+96am-341 4qm-5, 
30. —-m:+t*-6Gm:+1-93m:+2—-m*-l de —15m*+3+50m*+1-14m"—- Gm +Bm-2, 
1 
(4) De 1 restar 2 +x+5. — 5 —-x— x? 
—d-x—x, R. 
*2--x+5 
El sustraendo x* + x + 5 sumado con la di- SR a 
ferencia'— 4—-x— x? nos da el minvendo: — me mem 
1 (minvendo). 
(5) Restar 9ab? — 110%b + Ba?bº — bt de at — 1, 
Tendremos: aí — | 
Nah — Ba2b? — 9ab? + bt 
at+lla'b— 80%b? —- 9ab! + bt — 1. R.. 
m- EJERCICIO 23 
De: 
1. 1 restar a-l. 3. —9 restar 3a+a?—5. 5. 1 restar a*-a?b+ab>. 
2. O restar u—8. 4. 16 restar 5xy—x2-+16. 6. xº restar —x*—-8xºy—6xy?. 
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7. a! restar —8aºb+6Gab2—b3, 

8. y* restar —5xºy+7xºyº—S8xyº. 

9. mi restar a!m—a'+7am?—1Bam'+im'. 

10. 16 restar b=a+c+d-l4. 

11. xº—1l restar xy-+y2. 

12. 03+6 restar 5aºb-Bab?+b3, 

13. Restar —5x'y+17xyº—5 de xº+yº. 

14. Restar 9xº%y—10xy3—-8x>y? de xº—1, 

15. Restar —1lat'b+292b3+8a3b2—dab! de aS+b5. 
16. Restar 5xº-25x de xt*+x2+450. 

17. Restar 9y'+17y'-y3+18y2 de yº-+y—d41. 

18. Restar —l5aºb+1Tas'b'—-1dab'—b* de at+9atb2-+a?b*, 
19. Restar —xº+5x—34 de xº+xº—llx. 

20. Restar mn+iImn'-In' de m'—l. 


(42) pEsTA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


Ejemplos 





at 


“8 bs A 3 1 
| - wo — e ED ue o pp EV — 
(1) De x restar — x! — =yº + xy — 57º. 


8< 
Tendremos: x? 
1 
: o = E das XY E 
md: =x2y + era R. 


(2) Restar — 4a3b3 — =ab + “atb? —9 de — cab + -aêb? — B. 
Tendremos: GO = “ab — 8 
403b* — Gob? + =ab+ 9 
4a8b3 — ash? — e 1. R. 


m- EJERCICIO 24 


De: 
e e is A 4 te o) E 2 1 
o 02 r—-—a* — —ab + —b». . =4——b restar —a + —b——. 
1 74º restar — a 7 ab + uv qa Tb : a 
4 2 s 5 g 5 1 3 

nf | E = e fd D. —x?º—- —»y2 restar —x É — ——, 
l5 restar =xy + 2 — 5 SS se ey ipestar a gi a 
3 3 1, 2 E Pio MES Rd Em ag Es 
—tbc restar —-—ab + —bc — —cd. 6 =—m'+>n3 restar —- >—mên + mn? — —nº. 
a E] [1 H LE t o E] 5 

a as 
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para 


» mim 


ld 


E: 8 5 1 
7 —a!+—ab — —b? restar —a? + 
i a E) 14 


“+ 
se 








Ur 
a 


Bo. 5] 1 2 3 
pecar E AP O paca mi DS 

+ -y2 restar + 2 ; 

B. TX xy — o)” Tes Ta 2 108) 


6 


5 | Es A T 
. qral-at-— restar —-—qº + —-a +—. 
9 Ea "% 8 + 10 + E 
! 7 4 4 L ade 5 + 5 4 é 1 
10. mº+ qamnê — —nº restar — a mên + q tne + nº — ão 
es i 


8 3 5 2 5 ET and 
Mis Dt si pagd ja EA AR E 4 
44; o RUE xy? + 9º restar x? + —xºy a dh alo 


7 
1 3 7 8 7 RS E É 
12. da e A restar BRs Rn cado: pl 


2 


EJERCICIO 25 


Restar: 
dos da Es É a AR gr E 
a* de qa q 4 a 20 q de a+-b-e. 
pia de 8a + 6b — 5. » mtn—gb de m+n+ 
xy de Xº + += *y — 6. 6. cas — Cab? + 6 de =a2b + ab! — + 


O 2 É og A 
(am de Td E 
e Bs sa — as d —— +- + mes + 
Es TN ses O xº de xy =x ni jalto coa“ ido é ey! — 


7 “mp nm R E R + 
xº a prod a + xêys e yº + xyº de Dig + Sxty? = qa a x*y? + xy + 1 + >y6, 


1a 


7 2 
— x? + xy? — Sa? 6 de ay — E a — É e, 
y y + y RE dee mm ce em 
7 ; ã a a i Fo bi) 
E Ge + q de mn =mên + q 





Er O. DE E SR e 
mat + dê cd" + —cdt de —oS + —ed' —- q + — cidl+—cid— 85. 
1" 13 ; 4 $ 2 3 12 32 


EJERCICIO 26 

Efectuar las restas siguientes y hallar el valor numérico del resultado 
a=1, b=2,c=3, x=4 9=5, m=>, n= 
De: Ê 
a*—ab restar 3ab+b2, 

a*+b3 restar —5a?b+6ab?—obs. 


ali 


a 1 h 

4 restar —b =gt+a. 

am —an> restar mº2+Smn+10nº?. 
x*—18xºy2-+15y1 restar —16x%y—6xy3-+9y4. 
º—Tam?-+m restar —5am+8am-—5mi, 

ú 7 1 1 1 

— q? he >— hê TS do 2 E 
E + Tab -u restar -—a + ab Tt À 


po “ E 7 AD 1 
mn +—mnº—>—nº restar —mº — mn — mn? — Las, 
É + z É 4 a 
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Restar: 
9. atb?-5asbs de aS—-3a?b!+b5. 11. 1la2b-9ab2+b3 de as. - 
3 6 dd 


8 3 1 3 2 
1 =g.=s 2— —y3 RR OR 
4 5 ) 25 de e ERrE E, Pad AR 


14. qo Qgr—3 + a? de 2 qa + q — 2 gs + qi, 
4) a 


SUMA Y RESTA COMBINADAS 


SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS 
CON COEFICIENTES ENTEROS 


Ejemplos 





(1) De a? restar la suma de 30b — 6 y 302 — Bab + 5. 


3aº — Bab + 5 
Efectuemos primero la suma: 3ab — 6 
3a* — 5ab — 1 
2 
Esta suma, que es el sustraendo, hay que restarla de a? que e A Saldo 
es el minvendo, luego debajo de a? escribo 30º — Sab — | ia emas 
con los signos cambiados, y tendremos: É =20º+5 +17. R 


(2) De xº—4x2y+5yº restar la suma de =x!+5x)y— 6xy2 + y3 cón 
—6xºy + 9xy? — 16y3. 
— x +5xy— 6x2 + yº 
Efectuemos primero la suma: — 6x*y + 9xy? — 16y8 


E ca co fm RC 6 du E) aê 


Esta suma, que es el sustraendo, tengo que restarla xº — dx2y +. 5y? 
de xº — 4x*y + 5yº que es el minvendo, luego de- x* + x2y — 3xy? + 15yº 
bajo de este minuendo escribiré el sustraendo con ES R R 

los signos cambiados y tendremos: AO Dê Sy—Smyt dy R 





(3) De la suma de x*+ 4x2 — 6 y — 5x2— VIx+5 restar xt — 1. 


xº + 4x? — 6 
Efectuemos la suma: — 5x? — WVx+5 


$— x — lx—1 
: $—-x—lx—l 
Esta suma es el minvendo, luego debajo de ella es- 


ão 5 
Es ; x 
cribiré el sustraendo x! — 1 con los signos cambia- E it 
dos y tendremos: io E e juan rd R. 








54 0 


fed fd qua E 
bo t+ > €D qo IO) EM ue CO DO Ia 


pao qa 
nm o 


to 63 69 Há já poá poi foi 
bo ++ O O 00 3 O 


2 bb BH 
>» O AGA 


go 
Sá 
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EJERCICIO 27 


De a? restar la suma de ab+b? con a?—5b2. 

De 1 restar la suma de a+8 con —a+-6. 

De —7x2y restar la suma de 4xy?-xº con 5x2y-+9º. 

De 5m! restar la suma de -8m'n+4mnº—n' con Imên—-4mn*+5nº. 
De 6a restar la suma de 8a-+9b-3c con =Ta—-9b+3c. 

De a+b-c restar la suma de a—-b+c con —2a+b-—c. 

De m—n+p restar a suma de —-m+n—p con âm—2n+2p. 

De xº-5ax+3a? restar la suma de 9ax-a? con 25xº—-Dax+tTa?, 

De a!—] restar la suma de 5a'tf6a-—4 con 294º-Ba-+6. 

De xt—1 restar la suma de 5xº-—-9xº+4 con —11xº—T7xº—fx. 

De a!+bº restar la suma de —7ab?+8359?b—11 con —Ta'+8ab?—-95aºb+6. 
De nº—7nº+4n restar la suma de —1lInt+14nº-25n+8 con 19nº—b6n* 
+)n—d. 

De at-B8a2m2-+m! restar la suma de —6aim+4-5am'—6 con Tat—-llalm* 
—Saim—bm*. 

De x)-30xºy2+40xy!+y5 restar la suma de —4xiy + 13xºyº —9xy! con 
— 6x5 +8x8y2+xyt— 295. 

De la suma de a+b con a—b restar 2a—b, 

De la suma de 8x+9 con 6y—5 restar —2. 

De la suma de x?-6y? con —T7xy+40y? restar —9y*+16. 

De la suma de 49º+8ab—5b? con a?+6b2-Tab restar 4a“-+ab—be. 

De la suma de xº—-yº con —14x*y+5xy? restar —3xº-+19yº. 

De la suma de xt—-6xºy2+y* con 8xºyº+31yº restar xº+2x:y*+329). 

De la suma de nt-6nº--nº con in'-Bn=-nº—6 restar —3nt—nº—Bnº+19. 
Restar 5atb-"T7a2bs4+b5 de la suma de a'-3aºb246Gab! con 22a4b+100ºb? 
—Jlabt—bs, 

Restar 5—-mt de la suma de —imº+ám'—-2m con —Im'+êm+d. 

Restar —4 de la suma de 79º-11ab+b? con =—7a2+11ab-+b2—.B. 

Restar a—b—2c de la suma de 3a-d4b+45c; —7Ta+8b—11; —a+2b—Te. 
Restar at—3aº-+5 de la suma de 5aº+149º—-19a+8; aº+9a—1 y —at-+39*—1. 
Restar la suma de mi+10mên?+15nt con —Imn-ldmn?=Imn'+n! 
de Gmt+Himên?+8mn'—n*, 

Restar la suma de as4+4aº%b2+8ab!—b5; —Taib+15aºb*-25ab'+3b5 y 
—Sab!+30ºb'—a'b? de 3a5—fa*b'-21ab'—6. 

Restar la suma de xº-+yº con 3xty+21x%y2+18x2y8—y5 de xº+32x%y—26xºy2 
+18x2y3—2xy1 +95. 

Restar la suma de 3a*+0a*1! con a*— Tarija? de Bar+2—Tar+1 gx 
+12, 


(4) Restar la suma de 5x*y? + 6xºy* — 5y8 con — 3xº + x*y* — 11yº de la suma 
de xº + 2x2y!* — y8 con — 4xty? + 3x2y* + 3y8. 


Bxtye e bit “848 
Efectuemos la primera suma que será el — Dx + xºyt — 1y* 


sustraendo: — 3x8 + 5xty2 + 7x2y4 — 16y8 

xº + 2xyt — yf 
Efectuemos la segunda suma que será el mi- — 4xty2 + 3x2y* + 3yº 
nuendo: ê Ei 2 FR = 


x0— 4xiy2 + 5x?y1 + 2yº 


12. 


E E 
ro. qa mpg 
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, ENE : 6 — Axty? + 5w2yt vê 
Como esta suma es el minuendo escribimos debajo 248 es sxty? A Dub A A 6: 
Ã = e * Y ye 
de ella, con los signos cambiados, la suma anterior 


que es el sustraendo y tenemos: ne 4x8 — 9x%y! — 2424 + 1878. R. 


EJERCICIO 28 


De la suma de x?+5 con 2x—6 restar la suma de x—4 con —x+6. 

De la suma de 3a-5b+c con a—-b—3c restar la suma de Ta+b con —Bb—3ec. 
De la suma de xº+1 con 5xº+7—x? restar la suma de 9x+4 con —3x?-x+1. 
De la suma de a*+1 con a*-1] restar la suma de at+2 con a-2, 

De la suma de abt+bc+ac con —Tbc+8ac—-9 restar la suma de 4ac—3bc 
+5ab con 3bc+5ac—abd. 

“s Ja suma de a?x-3xº con a'4+3ax? restar la suma de —5a?x+1lax* 
—11xº con a*+8xº—-da'x-+b6ax>. 

De la suma de x!+x2—-3; —3x+5-—xº; —5x2+dx+x! restar la suma de 
—Txº-+-8xº-3x+-4 con xt-3, 

De la suma de mt-nt,; —Tmn'4tITmên=4mn? y —mt+bmên?-80nt 
restar la suma de 6-mº* con -=mnº+mn'—4, 

De la suma de a-7+aº; a'-a'-Ga?+8; —5a?-1]la+26 restar la suma 
de —da?-+a?-a* con —l5+16aº—8a?—7a. 

Restar la suma de 3xº*-y! con —llxy+9y?—-14 de la suma de xº-3xy 
—yº con 9y2-8xy+19x2. 

Restar la suma de a-l con —a+1 de la suma de aº—-3; a-d; —3a+B. 
Restar la suma de a?+bº-ab; Tb2—-Bab+3a”; —5a?—17b2+1lab de la 
suma de 3hbº-aº+9ab-con —Bab—Tb?, 

Restar la suma de mt-1l; -m'+8mº-—6m+5; —Im-mº+1 de la suma 
de mº—-16 con —1I6mt+7mº—3. j 

Restar la suma de xº-y%; —2xiy+5x%y2—Tx2y8—3y5; 6xyt—Tx3y2—S de la 
suma de —x%y?+7x*%y+1lxy* con —xy*—l, 

Restar la suma de 7at-a*-Sa; —30º+1laº-a?+4; —6at—-]la'—-2a-+8; 
-da'+-Da*—-da+l] de la suma de -3at+7aº-Ba+5 con 5a*—Ta'+dla” 
—S0a-+8B. 

Restar la suma de a!-=7a'x2+9; —20aºx+210ºxº—19ax*; x5—-Tax'+9aºx? 
—B8() de la suma de —d4x5+-18aºx2—-8; —9a!x—17a'x?+1la?xº, a!+36. 


(44) SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS 
É CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


Empis | 


E a e ás tis oi: iss SR Di 
(1) De el :b restar la suma de 7a nd sab con —a + aa ab. 


a? — ab + -b? 
Efectuemos la suma que será el sustraendo: 
— +02 — “ab + —b? 


0? -= qb + -b? 
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7 E 
a — BR 
ab 


1 3 Re 
Debajo del minvendo gos so abr escribimos el 


1 a” 1 m 
resultado de esta suma con los signos cambia- —at+ab— -b? 
dos y tendremos: 
1 17 
vem ça” +ab—-—b?, R. 


ii] 


8 1 ja 1 3 
(2) Restar la suma de em = em + 6 con qmên + mn? — enê de la suma de 


2 1 2 3 1 1 
AR a pan “eds aperçes Meg, 
am + nº — mn” con m nm ——. 
2 ê 1 
se od a 
am emn SR 
: 3 1 1 
Efectuamos la segunda suma que será -mên + mn? —- 
el minuendo. : 
J ú 1 1 1 
E Ae EE PR JD ca 
am + qmn ré de  a 
3 “e 
-mê = «mn? + 6 
E = E Cd 4 
Efectuamos la primera suma que será “mên + “mê —- nê 
el sustraendo: 
3 3 1 
a E LTP TD 7 
smed smo ssa? Em 6 
2 1 Ne 1 
=mº +-=mên — =mnê + =nº — - 
| | [ih = E 
3 1 3 
Ahora, de la primera suma — im — êmên — om +on3— 6 
restamos esta última suma y E, E OS [0 
tendremos:.. 1 13 7 31 
SE uce a E AE ag aaa 
“ q" 180/ Tan ) R, 


mB» EJERCICIO 29 


g a a 9 3 
1. De Ja restar la suma de a+b con — —a + o 


1 DE 3 , E 5 
2. De —aº+ —a* restar la suma de —a — 6 con —a? — —a?. 
ai 


1 É = - 
Restar ER mes a de la suma de a+3b con 6-=a = a, 


1 


Mar 2 1 6 
4. Restar la suma de -xº'+--—x? con 6-—x + —xº? de — — xº. 
3 5 7 9 14 6 
7 3 E 1 UR UA 
5. De la suma de To" com Ee ==" — 6 restar o pr 
1 Z 1 2 1 E 2 
6. Restar la suma de —-x+—y——z con 3— —z— — de —y——, 
add dd 3 5º g Do 5 
7. De 2p=:p 7 *opr, 8. p2. |3 Logp Pob2s 268 
* De qa*— bs restar la suma de — —a?b + ab? — b con —a?b — —abl + —bº. 





10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


e co 


-1 


10. 


11. 


SUMA Y RESTA COMBINADAS e 57 


1 pi) 1 8 2 1 
De la suma de nd === con ei) eb restar la suma de da ira con 


1 5 
o” O 
Restar la suma de 74 + a E Con ea eg de la suma de 
' 2 1 20 1 1 
E PR De cm mr É aos 
Pi qt á con mê eis ; 
“Na 5 
De la suma de —x xy + 2 & on TX) — +5 restar la suma 


2 2 1 17 22 3 1 
de —xº = —y? + —xy con —xº — — 43) == —ayd = —, 
y EAR TE si Pos dude” 2 


| 2. 4 8 3 : 
Restar la suma de TA! mais con ESTO + ab? + ob? de la suma de 


LE, Ego ud 5. 1 8 1 
—aºb + —ab? —-— con ——alb + —ab? — —b* — —, 
E q 5 4 Vs 2 2 
Bo peer o aci pet RT o pa A ra 
De —qmº-—-qn* restar la suma de —mén? — -mnº — nt; —m! + mn 
2 Pr e 1 q 2 
= mn? + nº con mt — RR q 
8 1 1 8 
De 5 restar la suma de TX +59 ro aro dee + mi e e aÃ a 


1 

f 
3 q 4 a 3 Ea 8 2 9 Ba 
Restar -— 4 + qt de la dll fá, Re e di nd a 


1 


9 q 1 89 8 
DO nd ode aaa Era Sao Pt 
+ —q a t+-—a | —a+—, 
o 8" 8 6 40 11 


EJERCICIO 30 


Hallar la expresión que sumada con xº-x2+5 da 3x—6. 

Hallar la exprestón que sumada con —5a+9b—6c da 8x+9, 

«Qué expresión sumada con a*—b3 da —Sa?b-+5ab?—4b3? 

Para obtener como resto x—5, «qué expresión debe restarse de xº--4x2+8? 
:Qué expresión hay que restar de mt-3mnº--6nt para que la diferencia 
sea 4m2nº—8? 

Si 4xº-9x-+6 es el resto y 5x?+d4x—8 el sustraendo, ecuál es el minuendo? 
iDe qué expresión se ha restado a*—b% si la diferencia ha sido 4aº-+-8ab?—11? 


Siendo el sustraendo =x —, e«cuál ha de ser el minuendo para que 
la diferencia sea —4? 

«Qué expresión hay que sumar con —7xy-+5x?—8y? para que la suma sea 1? 
Si 9m!-8mên+ômn?-n? se resta de nº, aqué expresión hay que sumar 
a la diferencia para obtener mº? 

Si a*-5Sa+8 es el sustraendo de una diferencia y el resto es —a*-+5a-—8, 
ede qué expresión se ha restado la primera? 





ATENAS À 








THALES DE “MILET IGAOEBASA 6), EI primero! => roiieanioa ei UG E oibdii So der aero dias 


y más famoso. de. 


siete sabios de Grecia. Su vida predicho el eclipse de a” ocurrido en el aho 585. 





ng é enaade en, la da bom é do; ta jeranda Eua el gê También se le atribui el haber realizado la medición 


ee de las pirâmides, iante las sombras que proyectan. 
contacto Fue el primero en dar una explicación de los eclipses. 


capruto [HF 
SIGNOS DE AGRUPACION 


Los signos de agrupación o paréntesis son de cuatro clases: el parén- 
tesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete | |, las llaves [| 
y el vínculo o barra — 


USO DE LOS SIGNOS DE AGRUPACION 


Los signos de agrupación se emplean para indicar que las cantidades 
encerradas en ellos deben considerarse como un todo, o sea, como una sola 
cantidad. 


Así, a+(b—c), que equivale a a+(+b—c), 





dica que la diferencia b — c debe sumarse con a, 
y ya sabemos que para efectuar esta suma escribi- | at(b=c)=atb-c. 
mos a continuación de a las demás cantidades con 
su propio signo y tendremos:- E 

La expresión x+(—2y+2) 
indica que a x hay que sumarle — 2y +42; O oro RE RR 
luego, E comiiifuncida de x, lina at(cto="—By+ x 
— 2y+z con sus propios signos y tendremos: 

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig- 
no +, dejando a cada una de las cantidades que estaban dentro de él con 
su propio signo. 
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La expresión 
a—(b+c) que equivale a a—(+b+c), 

indica que de a hay que restar la suma b +c y como 
para restar escribimos el sustraendo con los signos cam- 
biados a continuación del minuendo, tendremos: 4 

La expresión x—(—y+2) 
mdica que de x hay que restar —y+z; luego, E Er fo Voy À Node Rg den 
cambiando los signos al sustraendo, tendremos: 


a-(b+c)=a-—-b-—c. 


Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig- 
no —, cambiando el signo a cada una de las cantidades que estaban ence- 
rradas en el paréntesis. 

El paréntesis angular | |, las llaves | | y el vínculo o barra 
tienen la misma significación que el paréntesis ordinario y se suprimen 
del mismo modo. 

Se usan estos signos, que tienen distinta forma pero igual significa- 
ción, para mayor claridad en los casos en que una expresión que ya tiene 
uno o más signos de agrupación se incluye en otro signo de agrupación. 





|. SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION 


REGLA GENERAL PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACION 

1) Para suprimir signos de agrupación precedidos del signo + se deja 
el mismo signo que tengan a cada una de las cantidades que se hallan den- 
tro de él. 

2) Para suprimir signos de agrupación precedidos del signo — se cam- 
bia el signo a cada una de las cantidades que se hallan dentro de él. 


Ejemplos 


Esta expresión equivale a 
Como el primer parêntesis va precedido del signo + lo suprimimos dejando 
a las cantidades que se hallan dentro con su propio signo y como el segundo 
parêntesis va precidido del signo — lo suprimimos cambiando el signo a las 
cantidades que se hallan dentro y tendremos: 
o+lb—c)+20o—-(jo+bj=0o+b-c+22-a-b=20-c R. 


Suprimir los signos de agrupación en 5x +(—-x—y)—[— y + 4x] +/x— 64. 

El parêntesis y las llaves estón pre- 

cedidas del signo +, luego los supri- 

mimos dejando las cantidades que Sx+l>x—>yl—[—-y +43] +ix— 6h 
se hallan dentro con su propio signo =M-x—y+y—4x+tx—6 

y como el corchete va precedido del = 

signo —, lo suprimimos cambiando el =x—6. R 
signo a las cantidades que se hallan 
dentro, y tendremos: 





(1) Suprimir los signos de agrupación en la expresión: 
e+ib-el+2g=(a+b). 








(2 


e 


60 6 


(3) 


ALGEBRA 


Simplificar m+4n—6+3m=—n+2m—1. 

El vinculo o barra equivale a un paréntesis que encierra a las cantidades que 
se hallan debajo de él y su signo es el signo de la primera de las cantidades 
que están debajo de él. 


Asi, la expresión anterior equivale a: m+(4n—6)+3m-— [n+2m-—1). 





m+4n—6+3m—n+2m—] 
Suprimiendo los vínculos, tendremos: =mt+4n—-6+3Im—n—2m+1 


=2m+3n-—5. k. 


m- EJERCICIO 31 


Simplificar, suprimiendo los signos de agrupación y reduciendo términos 


semejantes: 
1. x—(x—y). D. x>+y2—[xº-2xy+9%)+ [—x+yS). 
2. Wi(=3x=2"5). 10. (—ôm+6)+(—m+5)—6. 
3. a+tb-(—20+3). 11. x+y+x—y+z-x+y-—4. 
O TR SR RR E 
é. dm-(-êm-—n). 12. a-(b+a)+—a+b)—(—a+2b). 
5. 2x+3y—dx+3. 13... —[x=n) ye (= 203 x9)— [9229]. 
6. a+(a—b)+— a-+6). 14. 8x+[—2xy+y?]—-1 —x2txy—gyºk—(xº— 3x9) 
Te. d"+|=bi+2a" | [a" == [2]. 15. Hiei lb paHSOA DB), 
8. Za—,-x+a-li—ja+tx—3,. 


(4) 


(5) 


Simplificar la expresión: Ja+4—5x— [—a+(9x—a + x)] |. 


Cuando unos signos de agrupación están incluidos dentro de otros, como en 
este ejemplo, se suprime uno en cada paso empezando por el más interior. 
Asi, en este caso, Feprnittos primero el vínculo y fenicireinos: 


Suprimiendo el Safániasis, tenemos: 3a + TE Ee rm = re +9x— a —x| ha 


Suprimiendo el corchete, tenemos: 3a +! —5x+ta—Ix+a+x». 
Suprimiendo las Ilaves, tenemos: 3Jao—5x+a-—9x+a-+x. 


Reduciendo términos semejantes, queda: 5a — 13x. R. 


Simplificar la expresión: 
-—[—3=)b+[-o+(20—b)—[-a+b)] +3b|+ 40]. 


Empezando por los —|-3%3-—-!b+[-c+22—-b+r+a-—bl +3b t+ 4a] 
más interiores que — [doa da dia Bb + + 4a | 
son los parênte- - |-J=biHhó-2Z2+b-o+b-— 3b + 4a] 

sis ordinarios, te- dSotb=-o+20-b-trao-—b+ 3b-—da 

nemos: a+2b. R. 


m- EJERCICIO 32 


Simpliticar, suprimiendo los signos de agrupación y reduciendo términos 


semejantes: 
1. 2a+[a—(a+b)). 4. 4x2+[—(xº—xy) +(—3yº+2x9)—(—dxº+92)). 
2. 3x=[x+y—2x+9]. 5. ati(—2a+b)—(—a+b—c)+a+. 


3. 2m—(m=n)—(m+n)]. 6. 4m—[2m+n=3]+[-4n—2m+1]. 
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2x+[—5x—(—2y-+4 —x-+9 )]. 

e — Tay += y?+(—x2+82xy—299)] + 
—(a+b)+[—3a+b—; —2a-+b—(a—b) +24]. 

(39) dx +2y+[-2—y—2+9] 
—(—a+b)+[—(a+b)—(—2a+3b)+(—b+a—b)). 

im*—s —[mº+3n—(5—-n)—(—3-+m?)] b—(2n+3). 
2a—(—4a+b)—4 —[-4a+(b—a)—(—b-+a)]|. 
dx—(Dy+[-2x+p— 6a b(—2+9)]). 
6c—[—(2a+0)+4—(a+c)—2a—a-+c +20]. 
—(3m-+n)—[2m+ —m+(2m—2n—5) b—(n+6)). 

2244 —[5b+(3a—c)+2—(—a+b—c+4)]—(—a+b) |. 
—[—3x+(—x—2y—3)] +44 —(2x+9)+(—x— 3) +2—x +91. 
19. (aca) —[-b+J-[+-o]h 

20. —|-[-(a+b)]i-4H-(-b-a)]t-a45. 

21. —A—[—(a+b-0)]j-—)+[-(e-a+b)] H[=4 —a+(—b) |]. 
22. —[BmH=m=—(n=m+&) HH —(m tn) n+3) 4. 
23. —[x+4 (2 +9)—[>2+(9>2)—(=2+9)]>9 |. 

24. —[=at/-a+a-b)-a—b+c—[—(—a)+b]!]. 


a 


PIBARRHNAS og 





IH. INTRODUCCION DE SIGNOS DE AGRUPACION 


Sabemos que 


luego, reciprocamente: 





e+(t=b+c=e-—b+e 
a-b+e=a+r(-b+o. 
Hemos visto también que -———s a-(b-cd=a-b+e 





luego, reciprocamente: ——— o a-b+c=a-(b—o). 
Del propio modo, . grb=c-d-e=a+[b-9)=[(d+e) 
Lo anterior nos dice que los términos de una expresión pueden agru- 
parse de cualquier modo. 
Esta es la Ley Asociativa de la suma y de la resta. 
Podemos, pues, enunciar la siguiente: 





(49) rEGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES 
EN SIGNOS DE AGRUPACION 


1) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupación pre- 
cedido del signo + se deja a cada una de las cantidades con el mismo sig- 
no que tengan. 


2) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupación pre- 
cedido del signo — se cambia el signo a cada una de las cantidades que se 
incluyen en él. 
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| Ejemplos 


(1) Introducir los tres últimos términos de la expresión: x*— 2x? +3x— 4 en un 
paréntesis precedido del signo +. 
Dejamos a cada cantidad con el signo que 
tiene y tendremos: 








(2 


Mid 


Introducir los tres últimos términos de la expresión: x* — o? + 2ab — b? en un 
paréntesis precedido del signo —. 
Cambiamos el signo a cada una de las tres 
últimas cantidades y tendremos: 





m- EJERCICIO 33 


1. a-b+c-d. 
Introducir los tres últimos términos de las 2. xº-3xy—y2-+6. 
expresiones siguientes dentro de un paréntesis pre- 3. x?práxi—-Ix+l1. 
cedido del signo +: - 4. a*-Da?b+Jab?—b8, 
O xº—x?f-2xº—Dx+1. 
6. 2a+b-c+d. 
Introducir los tres últimos términos de las Tt. xº+xº+3x—4. 
expresiones siguientes dentro de un paréntesis 8. xº-Dx'y-+tdxy*—y?, 
precedido del signo —: = d. at—xê-dxy—y?. 
10. a+b*-Zbec—e.. 


(3) Introducir todos los términos menos el primero, de la expresión 
30 +2b-—(a+b)—(—20+3b) 
en un paréntesis precedido del signo —. 


Cambiaremos el signo a 2b y pondremos — 2b, y cambiaremos los signos que 
están delante de los parêntesis, porque cambiando estos signos cambien los 
signos de las cantidades encerradas en ellas, y tendremos: 


Ja — [-2b+[a+b)+(—20+3b)]. 
B- EJERCICIO 34 


Introducir todos los términos, me- - Si dm +n)+H(Qm—n). 
nos el primero, de las expresiones si- j x2—Bxy+ [(x2— xy) +92] 
guientes, en un parêntesis precedido del VA = +[-4x+2]-3x —2x+3). 
DO 4 «aeee 5. 2a+3b—4—2a+[a+(b—a)] +. 

Ee 6. —20+(—3a-+b). 

Introducir las expresiones siguien- 7. Qx2+3xy— (xy) AH 2+y?). 
tes en un parentes precedido del 8. x3—[—3x2-+4x—9]. 
signo —:; 9. [mt-(3m2+2m+3)]+H(—2m+3). 


TEBAS METAPONT 
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PITAGORAS (585-500) A, C.), Célebre filósofo una sociedad secreta de tipo político-religioso, la cual 
griego nacido en Samos y muerto en Metaponte, alcanzó gran preponderancia, Fue el primero en co- 
Después de realizar sus primeros estudios en su ciu- locar a la base de las especulaciones filosóficas, los 
dad natal viajó por Egipto y otros países de Oriente,  conceptos fundamentales de la matemática, Hizo 
A su regreso fundó la Escuela de Crotona, que era del número el principio universal por excelencia. 


CAPITULO 


MULTIPLICACIO N 


A MULTIPLICACION es una operación que tiene por objeto, da- 
das dos cantidades Ilamadas multiplicando y multiplicador, hallar una 
tercera cantidad, llamada producto, que sea respecto del multiplicando, en 
valor absoluto y signo, lo que el multiplicador es respecto de la unidad 
positiva. 
El multiplicando y multiplicador son llamados factores del producto. 


El orden de los factores no altera el producto. Esta propiedad, de- 

mostrada en Aritmética, se cumple también en Algebra. 

Así, el producto ab puede escribirse ba; el producto abc puede escri- 
birse también bac o acb. 

Esta es la Ley Conmutativa de la multiplicación. 


agru 


parse de cualquier modo. 


RO 









[ O Rs 
ho a 





Así, en el producto | 
abcd, tenemos:. dé 


Esta es la Ley Asociativa de la multiplicación. 
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LEY DE LOS SIGNOS 

Distinguiremos dos casos: 

1) Signo del producto de dos factores. En este caso, la regla es: 

Signos iguales dan + y signos diferentes dan — 

En efecto: 

1. (+a)x(+b)=+ab, 
porque según la definición de multiplicar, el signo del producto tiene 
que ser respecto del signo del multiplicando lo que el signo del multipli- 
cador es respecto de la unidad positiva, pero en este caso, el multiplicador 
tiene el mismo signo que la unidad positiva; luego, el producto necesita 
tener el mismo signo que el multiplicando, pero el signo del multiplicando 
es +, luego, el signo del producto será +. 

2. (-a)x(+b)=-—ab, 
porque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva, 
el producto necesita tener el mismo signo que el multiplicando, pero 
éste tiene —, luego, el producto tendrá —. 

3. (+a)x(-b)=-—ab, 
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva, 
el producto tendrá signo contrario al multiplicando, pero el multipli- 
cando tiene +, luego, el producto tendrá —. 

4, (-a)x(— b)=+ab, 
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva, 
el producto ha de tener signo contrario al mulitplicando; pero éste tiene —, 


luego, el producto tendrá +. + por + da +. 


; : — por — da +. 

Lo anterior podemos resumirlo diciendo que — P rº 
+ por — da —. 

- por + da —. 


2) Signo del producto de más de dos factores. En este caso, la regla es: 


a) El signo del producto de varios factores es + cuando tiene un nú- 
mero par de factores negativos o ninguno, 
Así, (-a)x(-b)x(-c)x(-d)=abed 
En efecto: Según se demostró antes, el signo del producto de dos fac- 
tores negativos es +; luego, tendremos: 
(-a)x(-b)x(-)x(-d=(-a.—b)x(-c—d)=h ab)x(+cdj= abcd. 


b) El signo del producto de varios factores es “cuando tiene un nú- 
mero impar de factores negativos. 

Asi, (-a)x(-b)x(-c)=-—abe. 

En efecto: 

(-a)x(-b)x(—-o=[(-ax(—-b)]x(-c)=(+ab)x(-c)=-—abe. 
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LEY DE LOS EXPONENTES 


Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma bast 
y se le pone por exponente la suma de los exponentes de los factores. 

Asi, qt x a* x a? = att = qº, 

En efecto: atx a* X a”? = aaaa X aaa X aa = aaaaagaaa = 0º. 


LEY DE LOS COEFICIENTES 


El coeficiente del producto de.dos factores es el producto de los coe- 
ficientes de los factores. 
Asi, 3a X 4b = 12ab. 





En efecto: Como el orden de factores no 
altera el producto, tendremos: 


(56) CASOS DE LA MULTIPLICACION 

Distinguiremos tres casos: 1) Multiplicación de monomios. 2) Mul- 
tiplicación de un polinomio por un monomio. 3) Multiplicación de po- 
linomios. 


|. MULTIPLICACION DE MONOMICS 


REGLA 
(G Se multiplican los coeficientes y a continuación de este producto se 
escriben las letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada 
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los 
factores. El signo del producto vendrá dado por la Ley de los signos (53). 


Ejemplos 


(2) Multiplicar — xy? por — 5mxty3 
([— xy?) x|— Smxiy3) = 5mx !rty?t3S= Gmxyd.R. 
El signo del producto es + porque — por — da +. 
(3) Multiplicar 392b por — 4b2x. 
30º%b x |— 4b'x)=— 3 x 4oºbl+2x = — 120ºb'x. R. 
El signo del producto es — porque + por — da —. 
(4) Multiplicar — ab? por 40""b"e?, 
(— ab?) pá dalbres = mi] XE dal+mb2+nç8 e Agr+lbn+2c3. R. 
El signo del producto es — porque — por + da —. 
m- EJERCICIO 35 
Multplicar: 
1. 2 por —3. 5. —l15 por 16. D. 2x2 por —3x. 7. —5x%y por xy2. 
2. —4 por —8. 4 ab por —ab. 6. —4a2b por —ab?. 6. a2b8 por 32x. 


(1) Multiplicar 202 por 30º. 
JC RISO =— 2 KMS = 608. R. 
El signo del producto es + porque + por + da +. 





ALGEDRA DALDOR a 
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9. —4m? por —5mnºp. 13. —lôx*y! por —160?xº. 17. arb" por —ab. 
10. 5a'y por —6x*, 14. 3a2b? por —dx?y, 18. —Sauba por —6a2bºx. 
11. —x2y* por —dyizt, 15. 3abx por 7b%x>. 19. xmrc por —xmynrer. 
12. abc por cd. 16. —&mên” por —9aêmx*. 20. —m'n* por —bmên. 
(5) Multiplicar a“b**? por — 3q**2b3, 
Lari é (— Jah ) = — Igttler2bx+3 — — Ig Pp 
(6) Multiplicar — a"-1b"-2? por — 4am-2bên+4, 
( (= quina) € |— Aqlu-=b2n+d ) -— Agem-Ibineo PR. 


B- EJERCICIO 36 
Multuplicar: 
d. qm por qm+1, 6. Sxºy* por Am EE E 
2. —xº por —x* +2, 7. dxrtibe+4 por —bxr+Sba+a, 
Sd darh* por —ab*t1, B. abre por —ampn, 
4. —qr+lbn+2 por ar+2bn. g. — 4 do ira por es aa a 
O. —dantibr+l por —dan+2pn+3, 10. —Smntic por —7ma nbs, 


E 3. 
(7) Multiplicar 70ºb por — caêm. 


2a ga Custos = ER. ETR 
(;9ºb)(— qatm)=—5 X qa'bm = 5 9ºbm) R. 





és 3 
8 ultinlicar — —x2v3 — É vadia 
(5) Multiplicar y* por —XyEM, 
Dm a + o H . 1 
—— = E — — ty D+L 4 — O me n++ — O ymA4Ban+do 
Van, o Ca E MY E ur R, 


B- EJERCICIO 37 


Etectuar: 
Ls o l & 
l. Sa” por “ab. 7. —a por —ar. 
E 7 , “ A | 
Om ognã O — mp a amas ad E 
-mên por — —aêm?. 8. qa” por — —ab?º. 
Ri fo 5 3 
3. xy? por —a?x'y, 9. amb" por — —ab?e. 
4 PRE E 2 axbm + E | 
— =mênt por ——aêmên. 10. ——arbm+1 por — caribm, 
ab 
5 7 2 g 7 digas 
: = cabe pot —aR e O 5 a 
5 T 5 o 
3 5 2 44 | 
b. — — 8 d 30F — —g2b bi) 12. — — x +1bx—3 2 1 Or — — x-3h2 
a dd ab", ” cp RE RDe, 


PRODUCTO CONTINUADO 
Multiplicación de más de dos monomios. 
(1) Efectuar [2a) (— 302b) |— ab?). 


| Ejemplos 
Lê (20) (— 302b) (— ab) = 6atbt. R 


El signo del producto es + porque hay un número par de factores negativos. 
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(2) Efectuar (— x?y) (— &x") (— Sa?y"), 
(— xy) (— 4x") — da?y") — totxmyn+d, R. 
El signo del producto es — porque tiene un número impar de factores negativos. 


m- EJERCICIO 38 
Multiplicar: 
1. (a)(—3a)(a”). 7, (Car) Sa2b)J(—3atbr+1), 
2. (3xº)(—xºy)(—a?x). 
3. (=mên)(-3m?)(— mn). a à Tp a 
md. ai a - (2a)(—a )(—sa“)(da). 
é (da) —oaêxº)(—ay?). 10. (-3b%)(—4a!b)ab)(—5a2x). 
5. (—am)(—2ab)(—3a2b*). 11. (amb)(—-a?)(—2ab)(—Ba?x). 
6. (Gu Tatx)(— Satm). 12. (— Say Say Tx(— Tay). 


HH  MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS 


Sea el producto (a + bjJc. 
—  Multiplicar (a + b) por c equivale a tomar la suma (a + b) como su- 
mando c veces; luego: 
(a+bjc=(a+b)+(a+b)+(a+b)..... c veces 


=(a+a+a.....c veces)+(b+b+b.,..c veces) 
=ac+ be 
Sea el producto (a — bjc. 
Tendremos: (a—-bjc=(a—-b)+(a—b)+(a—b)....c veces 
=(a+a+a...c veces)-(b+b+b...c veces) 
=ac—be. 


Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


(60) REGLA PARA MULTIPLICAR UN POLINOMIO 

POR UN MONOMIO 

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polino- 
mio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los signos, y se separan 
los productos parciales con sus propios signos. 

Esta es la Ley Distributiva de la multiplicación. 
(1) Multiplicar 3x? — 6x + 7 por 4x2, 


= 120x* — 240xº + 2Bax*. 
3x — 6x + 7 





Ejemplos | 


; ; A dax* 
La operación suele disponerse asi: 


Tendremos: (3x? — 6x + 7) X 4axº = 3x*(40x?) — 6x[40x*) + 7(4ax?) 


120x! — 240xº + 28ax2, R. 
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(2) Multiplicar a?x — 492x*2 + id — é 


por — 20ºx. 


(3) Multiplicar xº*y 


dx "dora + Sen 37d 


— Da?x 


a 20x? + Batx? mé Wax! + 20ºxº, 


— 3xºyº + 2x8-1y8 — x2-2yt por — 3x2y 


dy E 3xºy? + 2x"-1y8 =» xt tys 


E» 3 o re + E tudos dmnbd porá "O ani at + Ixty mt, R. 


EJERCICIO 39 
Multiplicar: 

dxº—-xº por —2x. 
8xºy—3yº por 2ax?. 
xº—dx+3 por —2x. 
a'—dai+6a por Jab. 
aº—-2ab-+b? por —ab, 
xº—6x!—8Bx por Ja”x”. 


m'-3mên?+7nt por —dmix. 


xº-4xºy+6xy2 por axºy. 
a'—-Sa*b—Bab*? por —daim>. 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 

18. 


av—am-l tam? por —2a. 
EMI LA qm por Sm, 


aubo gm=l bori-gm-bn+2 por 3aºb, 


xº-3xº-+5x—6 por —dx*. 


a!—Gaix+9a?xº—5 por 3bxº. 

ar +83 Jgr+2—-dartl—gn por —q"x, 
—6x3+8x2—7x+5 por —3a?x*. 

—Bxº-+5x>y—Txy2—dy! por ba*xy*. 

xa «e 5— xd + tlm + S=Bgt+ 1 por — DZ, 


19. as-3ab2-r+atbt—Ba2bº+b8 por —baiy*. 
20. arbr+jau-lbo+2—qu-2ba+4Lgm-3bn+6 por 4amb3. 


(4) Multiplicar “ty? — xy! + =y9 


E Es 5 
442 — =y2yt + =y9 
Cy CY gy 


2, 


2 4. 
por — cacxoyr. 


4 =” z 5 E 
PR E em Eu 
sas 0x! y' + ro" xºy 7a x y8, R. 


EJERCICIO 40 
Multiplicar: 


1 2 olá 
a—b por caê. 


z 


| 

| EX 
[a 

É: 

| 
pa, 

ua 
am 


-— 


lg po ns tape 
o | ta 
& 
E 
| 
8 
| 
| 
À 


- 


a? + —ab — =b? por 3a2x. 


às 
| 
m | 
S 
TA 
"q 
E] 
a 


da — 5b + 6ce por — Sox, 


im 


Xá 


E! 


pa 
== 
ab 


4 — xy? + =! por att. 


EL 1 5 1 3 
Ra! ai És e = 2n3. 
no + z men a mn ida por ã m 


nei O EaD a ER EA a 
= EN == 9 POD it 


R. 


1 3 Lu 5 
6— w4y2 + >xlyt — —m8 — 2 asxty3. 
e de qd a cs AE ar quêx*y 


MULTIPLICACION 


HH. MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POK POLINOMIOS 


Sea el producto (a+b— c)(m +n). 


Haciendo m + n = tendremos: 
(a+b-co(m+n)=(a+b-cy=ay+by-—cy 

(sustituyendo y por 
su valor m+n) - 





Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


(62) REGLA PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS 
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Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de 
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos, y 


se reducen los términos semejantes. 


(1) Multiplicar a — 4 por 3 +a. 








misma letra. 
Tendremos: a =—4 q—d 
o +3 a+s3 
ala) — 4(a) o sea qº—da 
+ 3/0) — 3(4) Ja — 12 


o — q—12. R 


Los dos factores deben ordenarse con relación a una 


Hemos multiplicado el primer término del multiplicador a por los dos térmi- 
nos del multiplicando y el segundo término del multiplicador 3 por los dos 
términos del multiplicando, escribiendo los productos parciales de modo que 
los términos semejantes queden en columna y hemos reducido los términos 


semejantes. 
(2) Multiplicar 4x — 3y por — 2y + 5x. 
Ordenando en orden descendente con relación a la x tendremos: 


dx — 9 dx — 3 
x — 2y o = 2y 
4x(5x) — 3y (5x) o sea 20x] — 15xy 

— 4x(2y) + 3y(2y) — Bxy + 6yº 





20x2 — 23xy + 6y2. R 


m- EJERCICIO 41 
Multiplicar; 
1. a+3 por a-—l. 6. —a—2 por —a-—3. 11. —a+b por —4b+Ba. 
2. a-—3 por a+l. T. 3x—2y por y+2x. 12. 6m-—5n por —n+m. 
3d. x+5 por x—4. 8. —dy+ôx por —3x+24. 13. 8n—-9m por 4n+b6m. 
4. m-—6 por m—5. 9. Sa-—Tb por a+3b. lá. —iy—3 por —11+24. 
O. —x+3 por —x+5. 10. 7x—3 por 4+2x. 
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(3) Multiplicar 2+ a? — 20 — aº por a +1. 


2— 24 40º =/6º 
I+ a 
2= 204 qr=g" 
Zo — 20º + à — at, 


2 — q? — ot. R. 


Ordenando en orden ascendente 
con relación a la a tendremos: 





(4) Multiplicar 6y2 + 2x? — 5xy por 3xº — 4y2 + 2xy. 


(5) 


2x — 5xy + by 
3x + 2xy — Ay? 
6xt — 15x%y + 18x2y2 
4xºy — 10x2y*? + 12xyº 
— 8x2y2 + 20xy? — 24y1 


+ 32xy* — 24y*. R. 


Ordenando en orden descendente 7 
con relación a la x tendremos: 


6x* — Nxºy 


Multiplicar x — 4x2 + xº— 3 por xº— 1 + 4x2, 
x — dxº + x— 3 
xº + 4x2? — | 


xº — 4xº + 
4xº — 16x! + 4xº — 12x* 


Ordenando en orden descendente x* — 3xº 


con relación a x, tendremos: / 
— 3 + 4x —x+3 
So do — B-x+3 R 
(6) Multiplicar 2x — y + 3z por x— 3y — 4z 
2% = y dz 
x Sp = dg 
De — xy + dxz 
— 6xy + 3y* — Pyz 
— Bxz + 4yz — 122º 


2x2 — 7xy — 5xz + 3yº — 5yz — 1272. R 


m- EJERCICIO 42 
Multiplicar: 

1. xº+xy+yº por x—». 13. xº+2xº—-x por xº-2x+5. 

2. a+b:-2ab por a—b. 14. mê-3mên+2mn? por m?-Imn—8nº. 

3. a2+bº+2ab por a+b. 15. mir por g=x=—1, 

4. xº-3xº+1 por x+3. 16. 2-3x2+x! por xº-2x+3. 

5. a'-a+a? por a-l. 17. mê-âm+mº—l por mi+l. 

6. mipmên?+n' por m*—n?, 18. a*-5Sa+2 por a*—a+5. 

7. xº-2xº+3x—1 por 2x+3. 10. xº—-2xy-+yº por xy—x*+3yº. 

8. 3y!+5-—6y por yº+2. 20. nº-2n+1 por nº—l1. 

9. m'-m?--m-—2 por am+a. 21. at-3a2b+4ab? por a?b-—2ab?—10bº. 
10. 3Ja?-Gab-+2b? por 4a—5b. 22. 8xº—9y3+6xy2—12xºy por 2x+3y. 
11. 5m'-Bmn?+n* por 3m—n. 23. 2yº+y—3y2—4 por 2y+5. 

12. a*ta+l por q*-a-l. 24. 3xº-a'+2ax? por 2a?—-x*-—dax. 


26. 


28. 
29. 


xt—-3xº%y+2x2y2-+xy3 por —y2-xy—x?, 81. 
2n—50º-+aº—3 por a*-2a—7. 32. 
m'+3-m?-+mº por m*—-2m+3. 38. 
a*-3aºb?-+a!b-abs+-b! por a?-2ab+b?. dd. 
xt — xy x2y2—xy8-+yt por x2º—-2y2-+x9. 35. 
y"—2y+1 por y*—2y*-+2. 36. 


97. 5y!—3y'+dyº+2y por yi—3yº—1. 

38. m!-2m?n+3mn?-4n* por nº-5mn?+3mn—m:, 
9. x8—Bxiy2—x2yt+y0 por xº—2x3y2+3xy!. 

40, Ja'—ba'+2aº-3a+2 por at—-3aº+d4a—s. 


41. a+b-c por a-b-+c. 
42. x+2y—z por x—y+z. 
43. 2x—3y+5z por y+2z—x. 
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mt-3mº+4 por Bmi-2m+1. 
a'—-a+a:+1 por a"+a'-2a—1. 
8xº—12x2y—6xy*+yº por 3xº+dy*—2x9. 
da'—Ja+2aº—4aº—-1 por at—-2aº+2. 

gt x3pxi-y+l por xº-2x"+3x-+6. 
da'—da+2aº—4 por a*+a'-2a+1. 


44. x2tyitz-xy—-xz—yz por x+y-+z. 


(63) MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON 
EXPONENTES LITERALES 





qr? = 2qm+ al dam 
o” —2a 


(1) Multiplicar at? — 40º — 29"! por a? — 2a. qr — 2qu+3 — 4gm+? 


o Dam+3 +. 4gr+2 4 Bart 
ai dam +Bami, R 


(2) Multiplicar xº*2 — 3xº — x1 + xº-1 por x + 2 + 4x*1, 


td e xl es 3x? =. wn-1 
xt 1 yê + At 


xem+d em x im 3y20+1 + xe 


x2m2 = gem = erre + 


x2a-1 


Axel — 4% — 12x201 + 4x2? 


x20+8 — 6x — 1x1 + 4x2, R 
EJERCICIO 43 
Multiplicar: 
À Gi-at+ltarto por ari. 
2 xº+ibaxata=ç0+8 nor x?+x. 
3. mitmtIitm+t2-m por m-Im+3. 
4. ar+2-2a"+3a"+1 por a”+arti, 
5. xo + 2 «xi Oya +] por qo +35. . Oya + b, 
6. Ja 2-2a-1.+a* por aº+2a-1. 
7. Bas-tra:—-2a”-? por a*—-gr-l-qr2, 
8. mti-9Im+2-ms+3Lma+s por m3-mItm?2, 
9 xml QOgn-2  qu-8 qnd por — qt BLyi—l gn, 
10. arb-arb2+2ar-2b3-ar-8b4 por arbº—ar2b, 
11. a:+b* por a”+bm, 
12. asi—-br- por a-—0. 
13. am+i-Sgêm+2 4 Sam por qim-3. gm QqUmn-2 


xa + a vc +1 — dxs + Tap por cms aq Lp 10x2* oco + ão iai R 
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(64) MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON 
COEFICIENTES FRACCIONARIOS 





. 1 1 
Ejemplos 2 3 
E 2 4 
30” 
a Eca 2. 4 1 “a 
(1) Multiplicar 2 = 2y Dor Gaya 2x8 — 22y 
152 dy + 2 
Ey =xy 


A. 4 
Ro TRE Va Pim 
2 ax y Tao R. 


Los productos de los coeficientes deben simplificarse, Así, en este caso, te- 
a 1 + 1 d 2 


TA 
nemos: -X-=-=>. -X-=— =, 
SO gs e E BO Jo 


(2) Multiplicar =a2+5b2? — ab por Sa? — Jab — b2. 


1 1 i 
O gem Rg 
Ga -ab + 5 
3 1 

q* — = EEE 
7a 59h -b 
sb + 2 qb? 
gar sa g 4 


— catb+ —olb? — tab? 
— —eb? + mab? — bs 


13 


1 19 47 1 1 
E a O 
q — ob Trab" — obf==b5, B 


m- EJERCICIO 44 


Multiplicar: 
Due add a id E pp Ban Pi? sesm 
74—b por qa +. d. qm +qmn—n? por —mº+ 2nº*-—mn. 
x— =» por + 6. Exp — por 2x3 — =x + 2. 


la 1 1 2 3 1 1 q 3 q 3 y E 9 
o | Bê pe A f E PE E = — E) ma é — 
A = AP POr == l. ax — xº + a” por x x + 


E 


1 p 1 8. o 1 a 1 1 E KA am 
E meg — h2 FD Au Roso — pl — —y2 Rir q + a 
Pias ab + TU por q“ 2 b. 8 ad + add ii y por ia Pç E y 


9. S+qu— a +88 por 2 +. 


3 Li) 2 
10. pr dm =mên + mn? — nº por em? +5nº— mn. 
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MULTIPLICACION POR COEFICIENTES SEPARADOS 

La multiplicación de polinomios por el Método de coeficientes sepa- 
rados abrevia la operación y se aplica en los dos casos siguientes: 

1) Multiplicación de dos polinomios que contengan una sola letra y 
estén ordenados en el mismo orden con relación a esa letra. 





Ejemplos (1) Multiplicar ; O — 2x + 5x—2 por 2x2+-4x—3 
| por coeficientes separados. 
€ 3— 2+ 5—- 2 
2 di 
Escribimos solamente los coeficientes con sus . 6=— 4+I0= 4 
signos y efectuamos la multiplicación: e +12— bray- Bs 
—: Pop QT: 


e = 


ep b— fr-2— ns 


Como el primer término del multiplicando tiene xº y el primer término del 
multiplicador tiene x”, el primer término del producto tendrá x” y como en los 
factores el exponente de x disminuye una unidad en cada término, en el pro- 
ducto el exponente de x disminvirá también una unidad en cada término, lue- 
go el producto será: 





(2) Multiplicar a! — 6a? + 29 — 7 por aº— 2a +4 por coeficientes separados. 
1+60=642= "7 


Escribimos solamente los coeficientes, IE LA 

pero como en el multiplicando falta pi 

el término en a“ y en el multiplica- L)— 6d = A 

dor falta el término encescribimos -—2—0+12—- 4+14 

cero en los lugares correspondientes . +4+ 0—-24+ 68-28 





a esos términos y tendremos: : | S 
. ee É 1+0-8+6+ 5—28+22—28 
Como el primer término del multiplicando tiene a! y el primero del multipli- 
cador tiene a?, el primer término del producto tendrá a” y como en los facto- 
res el exponente de a disminuye de uno en uno, en el producto también dis- 
minvirá de uno en uno, lvego el producto será: 





— : e E F + A ' a 
saio fe io Bad AO Ss == BA 
- “DO A um - Pao ba -——- [E Zi SC PA da), | | O — e, 5] 

dido | 1 ” a a 1 papi ad . ea e o: 


Si en ambos factores el exponente de la letra común disminuye de dos en dos, 
de tres en tres, de cuatro en cuatro, etc,, no es necesario poner cero en los 
lugares correspondientes a los términos que falten; sólo hay que tener presen- 
te que en el producto, los exponentes también bajarán de dos en dos, de tres 
en tres, de cuatro en cuatro, etc. 


2) Multiplicación de dos polinomios homogéneos que contengan sólo 
dos letras comunes y estén ordenados en el mismo orden con relación a una 
de las letras. 
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Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son homogé- 
neos, o sea, cuando la suma de los exponentes de las letras en cada término 
es una cantidad constante. 

El producto de dos polinomios homogéneos es otro polinomio ho- 
mogéneo. 


Ejemplo Multiplicar a* — Saim + Za“m? — 3m* por 3a? — 2m? 
por coeficientes separados. 


El primer polinomio es homogéneo, porque la suma de los exponentes de las letras 
en todos los términos es 4 y el segundo también es homogêneo, porque la a tiene 
de exponente 2 y la m también tiene de exponente 2. 


Escribimos solamente los coeficientes, poniendo l= 5+ 7+0= 3 

cero en el multiplicando en el lugar correspon- ar —= 2. 

diente al término en acm* que falta y ponien- | 

do cero en el multiplicador en el lugar corres- 93-15 do : e E A 0+6 
pondiente al término en am que falta, y ten- ad 4 


Si poniros = 32-15 +19+10-23-0+6 





El primer término del producto tendrá aº y, como el producto es homogêneo, la 
suma de los exponentes de las letras en cada término será 6. 

Como en los factores, el exponente de a disminuye una unidad en cada término 
y el de m aumenta una unidad en cada término, en el producto se cumplirá la mis- 
ma ley, luego el producto será: 


“308 — 150m + N9artmê + 10o8m? — 230m! + 6mS. R. 


BD» EJERCICIO 45 
Multiplicar por coeficientes separados: 


1. x3-x2+x por xº—1. 

2 xº+8x3-5x2+8 pot 4º=2x"=", 

5 at+3asb-—2a2b2-+5ab3—bt por a2—2ab+b2, 

4. mi+n3+6mn?—-5mên por m3-4mn2—n?, 

5. xt-8x2+3 por x!+6x2-5, 

6. as-8a!—Ga?+10 por a*—dat+-3a'—2Zas. 

Ú E MS 3x8—92 por 3xº-8x3-+10. 

8 12-Tm8+Im'—l5 por mlt-iml2+9m'—4&m'+3. 
, 15 3uty— Gaye Andy por 2xº+4y*. 

10. Gas—-4a2-+6a-2 por at-2a?-+a—7. 

11. nº-3nt+5nº—-8n+4 por nt—-3n2-+4. 

12. 3x4-4x3y—yt por x3-5xy2+9y3. 

13. 30 5x8yt-3x2y8— 610 por x8—dxiy2+y8—dx?y, 
14. am-3am 5a por q2—5. 

15. att2—-Sgt+ti—Tar por A BartitTar+s, 

16. qa+2- 5x 6x? por Gxé+i—4Apt|Dça tão, 
17. aum+2 q? 9a2*+1- 52! por 3a%-1-5a3r+Gasx+1, 





MULTIPLICACION [E 15 


PRODUCTO CONTINUADO DE POLINOMIOS 





IO OA Goo da 


Efectuar 3x(x + 3)(x — 2)(x + 1). 


Al poner los factores entre paréntesis la multiplicación está indicada. 

La operación se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera; este 
producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el factor 
que queda. 

Asi, en este caso efectuamos el producto 3x(x + 3) = 3x? + 9x. Este producto lo 
multiplicamos por x— 2 y tendremos: 





3x* + 9x 3xº + 3x? — 18x 
u E Este producto se / Rs E — —— 
E À dia ai multiplica por x+ 1: Jx* + 3xº — 18x? 
— 6x? — 18x 3 + 3xº — 18x 
3xº + 3x? — 18x 3x* + 6xº — 15x? — 18x. R. 


En virtud de la Ley Asociativa de la multiplicación, podíamos también haber hallado 
el producto 3x(x + 3); después el producto (x — 2) (x + 1) y luego multiplicar am- 
bos productos parciales. 


EJERCICIO 46 


Simplificar: 

d(a+5)(a—3). 6. (x2-x+D(x2+x—D(x—2). 
30%(x+1)(x—1). 9. (amar 1 +D(am- 1), 
2(a—3)(a—-D(a-+4). 10. a(a-)(a-92)(a—3) 

eta pç), 11. (xx +4)(x—5)(x+1). 
m(m—4)(m—6)(3m+-2). 12. (x2º-3(x2+2x+1)(x—1)(x2-+3). 
(a—b)(aº-2ab+b2)(a-+b). 13. 9a2(8a—2)(20+1)(a—1)(20-—1). 
3x(x2—9x4+ 1x — 1) (x+1). 14. (baba, 


MULTIPLICACION COMBINADA CON SUMA Y RESTA 
1) Simplificar (x +3)(x — 4) + 3(x — 1)(x +92). 


Efectuaremos el primer producto (x + 3)(x — 4); efectuaremos el segun- 


do producto 3(x —1)(x+2) y sumaremos este segundo producto con el 
primero, 


producto: 


Efectuando el primer producto: (x+3)(x— 4)=x?—-x—12, 


Efectuando el segundo 





Sumando este segundo producto con el primero: 


(x2—-x—12)+(3x2+3x—6)=x?—-x —12+93x2+8x—6=4x2º+2x— 18. R. 
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2) Simplificar x(a— b)? — 4x(a + by, 

Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por sí mis- 
ma; así (a— b)? equivale a (a— b) (a — b). 

Desarrollando x(a — b)*. 

a(a— b)2=x(a? — 2ab + bº) = aºx — 2abx + bx. 
Desarrollando dx(a + b)2. 
4x(a + b)? = 4x(a? + 2ab + b?) = 402x + Babx + 4bºx. 
a2x — 2abx + b2x — (4a2x + Babx + 4b2x) 

= 02x — 2abx + b?x — 4aºx — Babx — 4b?x 
=-—30'x— 10abx —3b*x. R. 


Restando este segundo 
producto del primero: E 


m- EJERCICIO 47 


Simplificar: 

1.º 4(x+3)+5(x+2). 11. 3(x+y)?—4(x—y)2+3x2— 32, 
4. 6(xº+4)—3(x2+1)+5(xº+2). A 12. (m+n)—-(Qm+n)+(m—4n)2, 
3. a(a—-x)+3a(x+2a)—a(x—3a). 13.  x(a+x)+3x(a+1)—(x+1)(a+2x)—(a—x)2. 
4. 2 (724 D-+y(xº+1)—3x?y?. 14. (a+b—c)2+(a—b+c)-—(a+b+-c)2. 
o. 4m'-5mn?+Bmº(mº+nº) —-Bm(mº—nº). 15. (xº+x—3)2—(x2-94+x)2+(xº—x—3)2. 
6. y2+xtys—ys(x2 +) +y2(x2+1)—yH(x2—1). 16. (x+y+o)P (ey) + S(02 yr). 
Tt. D(x+B)-(x+1)(x-+4)—6x. 17. [x+(2x—3)][Bx—(x+1)]+Héx—a?. 
5. (a+5)(a-5)-3(a+2)(a-2) +5(a-+4). 18. [3(x+2)—4(x+1)][B(x+4)—2(x+2)]). r 
9d. (a+b)(4a—3b)—(5a—2b)(3a+b) 19. [m+nm=—n)—(m+-m(m+n)][2(m+n) 

—(a+b)(3a—6b). —a(m=—n)]. | 
10. (a+c)P—(a—c)?. 20. (xy)? (xy) Ce) (e) ly) ]- 


E jemplos 


SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION 
CON PRODUCTOS INDICADOS 


(1) Simplificar Sa +4a—2 [a+3b—4(a +b)] + 





Un coeficiente colocado junto a un signo 
de agrupación nos indica que hay que mul- 
tiplicarlo por cada uno de los términos en- 
cerrados en el signo de agrupación. Asi, 
en este caso multiplicamos — 4 por o +b, 
y tendremos: 





A 





En el curso de la operación podemos reducir térmi- 
nos semejantes. Así, reduciendo los términos seme- 
jantes dentro del corchete, tenemos:. 


Sa + a + 6a + 2b| 


=5Sa+47d+2b ' 
=%-trio+2b=12a+2b. R. 





Efectuando la multiplicación de —2 por 
(— 3a — b) tenemos: 
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(2) Simplificar — 3(x+y)— 4[-x+24—-x+2y—3(x— y +2)|— 25]. 


—3(x+y)-4[-x+24 —x+2y-3(x—y—2)b— 2x] 
—3x—3y—-4[-x+24—-x+2y—-3x+3y +6b-2x] 
—3%—3%Y—4[-x+24 —4x+5y +6|—2x] 
—3x—3y —-4|—-x—8x+10y+4+12—2x] 
—3x—3y— 4[— Vix+ 10y +12] 
— 3x — 3y + 44x — 40y — 48 

4x — 43y — 48. R. 


Suprimiendo prime- 
ro el vínculo, ten- 
dremos: 


TR RR 


m- EJERCICIO 48 

Simplificar: 
1. x—[3a+2(—x+1)). 
—(a+b)-3[2a-+b(—a+9)]. 
—[8x--2y+(x—2y)—2(x+9)—3(2x+1)). 
4x2 —3x+5—[—-x+x(2—x) |. 
20—4 —3x+2[-a+3x— AM —a+b—2+a)] É 
a(*+9)-3(2—9) +2[=(*—29) AU 209] 
m—(m-+n)—34 —2m+[—2m+n+2(—1+n)-m+n—1]+. 
—9(a—b)—3(a+2b)—4a—2b+2][—a+b—1+2(a—b)] +. 
—5(x+y)—[2x—y +24 —x+y—3—x—y—1 H+2x. 
m—8(m--n)+[— —(—2m+n—2=3[m—n+ID+m p]. 
—3(x—29) +24 —4[—2x—3(x+9)] p—4 —[ (x +9)] + 
5! —(a+b)—3[—20+3b—(a-+b)+(—a—b)+2(—a-+b)]—a +. 
—34[H(=a+b)] 4 —[+(ab)]p 
14. —a+b-2a—b)+3)—[2a-+b-—3(a+b—1)]|-3[—a+2(—1-+a)] +. 


e.” .I 


a o e ss 
A A a 


CAMBIOS DE SIGNOS EN LA MULTIPLICACION 
Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicación 
son las siguientes: 


1) Si se cambia el signo a un número par de factores, el signo del 
producto no varia. 


En efecto: Sabemos que 





donde vemos que cambiando el signo a dos factores el signo del pro- 
ducto no varia. 
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2) Si se cambia el signo a un número impar de factores, el signo del 
producto varia. 


En efecto: Sabemos que 
(+ra)(+Hb)=+ab y (+ra(-b)=-ab o (-a)(+b)=-—ab, 


donde vemos que cambiando el signo a un factor el signo del producto 
varia. 

Cuando los factores sean polinomios, para cambiarles el signo hay que 
cambiar el signo a cada uno de sus términos. Así, en el producto (a — b) 
(c— d), para cambiar el signo al factor (a — b), hay que escribir (b — a), don- 
de vemos que a, que tenía +, ahora tiene —, y b, que tenía —, tiene aho- 
ra +; para cambiar el signo a (c— d) hay que escribir (d — c). 


Por tanto, como cambiando el signo | 
a un factor el producto varía su signo, de a 
NA —— na | 
y como cambiando el signo a dos factores “(a=b)(c-d)=(b-a)(d- 0). 

E cmi 

el producto no varia de signo, tendremos: » 

Tratândose de más de dos factores aplicamos las reglas generales que 
nos dicen que cambiando el signo a un número par de factores el producto 


no varía de signo y cambiando el signo a un número impar de factores el 
producto varia de signo. 


= 


Así, tendremos: (+a)(+b)(+o)=-—(—a)(+ b)(+) 
(+ a)(+ D) (+ 0)=—(+a)(— b)(+ 0) 
(+ a) (+ b)(+ o)=— (= a)(— b)(— 0) 


y también: (+a(t+b)(+Hoy=(-a)(—b)(+c) 


(att btt o=(+a)(-b)(-o) 
(+a)t+ b)(+ c)=(—a)(+ b)(— 0). 


(a—b)(c—d)(m—n)=—(b-a)(c—d)(m —n) 
(a—b)(c-d)(m—n)=-(a-b)(d=c)(m—n) 
(a-b)(c—-d)t(m—n)=-(b-a)(d-c)(n—m) 


Si se trata de polino- 
mios, tendremos: 


y también: (a—-b)(c—-d)(m—n)=(b-a)(d—c)(m =n) 
(a—b)(c—d)(m —n)=(a—b)(d=—c)(n—m) 
(a-b)(c=d)(m—n)=(b—a)(e—d)(n—m). 


ATENAS 





PLATON (429-347 A. €C.) Uno de los más grandes por el mundo griego a su es y recibe la influen- 
filósofos de la Antigúedad. Alumno predilecto de Só- cia de los sabios y matemáticos contemporáneos de 
crates, dio a conocer las doctrinas del Maestro y las él, Alcanzó pleno dominio de las ciencias de su tiem- 
suyas propias en los famosos Diálogos, entre los que | po. AI fundar la Academia hizo inscribir en el fron- 
sobresalen el Timeo, Fedón, el Banquete etc. Viajó tispício: “Que nadie entre aqui si no sabe Geometria”. 


CAPITULO V 


DIVISION 


(70) LA DIVISION es una operación que tiene por objeto, dado el pro- 
ducto de dos tactores (dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar 
el otro factor (cociente). 
De esta definición se deduce que el cociente multiplicado por el divi- 
sor reproduce el dividendo. 


id 
Asi, la operación de dividir 6a” entre 3a, que se indica 6a” + da O — 
Ma 
consiste en hallar una cantidad que multiplicada por 3a dé 6a”. FEsa can- 


tidad (cociente) es 2a. ca? 
Es evidente que 6a” + 2a = 





= 32, donde vemos que si el dividendo 
2a 
se divide entre el cociente nos da de cociente lo que antes era divisor. 


(11) LEY DE LOS SIGNOS 


La ley de los signos en la divistón es la misma que en la multipli- 


cación: ai 
Signos iguales dan « y signos diferentes dan — 
En efecto: 
+ ab 
À. +ab++a=——=+b 
+ 4 


porque el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo 
con su signo y siendo el dividendo positivo, como el divisor es positivo, el 


TG 
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cociente tiene que ser positivo para que multiplicado por el divisor repro- 
duzca el dividendo: (+a)x(+b)=+ab. 

Fl cociente no puede ser — b porque multiplicado por el divisor no 
reproduce el dividendo: (+a)x(— b)=-— ab, 











— ab 

a, —ab+r=—q=. —- =-+b porque (-a)x(+b)=-—ab. 
+ ab 2 

3 +ab+-a=-——=-—b porque (-a)x(—b)=+ ab. 
— ab | 

4. —ab=+a= E =—b porque (+a)x(— b)=-— ab. 

En resumen: + entre + da +. 


 Srtre Ceia <p; 
= pniTe = qu 
— entre + da —. 


LEY DE LOS EXPONENTES 

Para dividir potencias de la misma base se deja la misma base y se le: 

pone de exponente la diferencia entre el exponente del dividendo y el ex- 
ponente del divisor. 

Sea el cociente a* = a*. Decimos que 

EM SER VE oa gaRao 











mx Rae cid 
DD das pos Ao p 
, mo Penn poema DR K 4 
= E A elis N KR o. 


a*seráelcociente de esta divistión si multiplicada por el divisor a* repro- 
duce el dividendo, y en efecto: a" X a* = qº. 


LEY DE LOS COEFICIENTES 


El coeficiente del cociente es el cociente de dividir el coeficiente del 
e e ea RR 
dividendo entre el coeficiente del divisor. 


En efecto: 





4a es el cociente porque 4a x 5a=204º y vemos que el coeficiente del 
cociente 4,es el cociente de dividir 20 entre 5. 


CASOS DE LA DIVISION 


Estudiaremos tres casos: 1) División de monomios. 2) División de 
un polinomio por un monomio. 3) División de dos polinomios. 





DIVISION 8 8] 


|. DIVISION DE MONOMIOS 
De acuerdo con las leyes anteriores, podemos enunciar la siguiente: 


REGLA PARA DIVIDIR DOS MONOMIOS 


Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor 
y a continuación se escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a 
cada letra un exponente igual a la diferencia entre el exponente que tiene 
en el dividendo y el exponente que tiene en el divisor. El signo lo da 
la Ley de los signos. 


Ejemplos [MV Dividir do? entre — ab, 







porque |— 2ab) x [— 202b) = 4oºb?, 


(2) Dividir — Satb3c entre — o2b. 






porque 5aºb*c x |— a*b) = — Sobºc. 


Obsérvese que cuando en el dividendo hay una letra que no existe en el 
divisor, en este caso c, dicha letra aparece en el cociente. Sucede lo mismo 
que si la c estuviera en el divisor con exponente cero porque tendriamos: 


crod=qT=e, 


(3) Dividir — 20mx2y3 = 4xy3. 






porque 4xy* X (— 5mx) = — 20mxºyº, 
o 
Obsérvese que ietras iguales en el dividendo y divisor se cancelan porque su 
cociente es 1. Así, en este caso, y? del dividendo se cancela con y* del divi- 
sor, igual que en Aritmética suprimimos los factores comunes en el nume- 
rador y denominador de un quebrado. 
También, de acuerdo con la Ley de los exponentes yº = y? = y*3 =yº y ve- 
remos más adelante que y?=1 y 1 como factor puede suprimirse en el 
cociente. 


(4) Dividir — 





my"z* entre 3xyºzº. = Bm 
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-—Bmên entre mên. 


—Baºx* entre —8Baºxº, 


—xyº entre 29. 
5xºy5 entre —6x%y. 
—g8h9c4 entre Bet. 
16mºn* entre =—5nº. 
—108a7b8c* 

entre —20b8%€º, 


(6) Dividir — 3x2t3y80-2 entre — Syxt-Aya-l, 


= di gconrd= (a) (00) — - 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


23-24 Dido — 


—2mnº entre —3mnº. 
a* entre a?, 

—3a*bm entre ab, 
ba"brc entre —babtc. 
a*bm entre —dambr, 
—Imnºxgd 

entre —Smnºxº, 


= *+8-(x+2) bm+2-(ms1) — qu+8-x-2bm+2-m-1 — ob p 


E a 
di R. 


O. sm ianryma entre —Bxtys. 

7. ham bx—d entre — fqtn-2 bx, 
8. —dgn-ivo+) entre Gyb-lyn+a, 
». am+nbx+a entre amba, 

10. —Sab2c3 entre 6ambrnes, 


5 
— “aPbe. 


a 
* 2,8 
qa*bºc 


— — 2. | 
= qb? R. 


[7] 
— 2 
qa"be 


E. — Tatb5cs entre — Sabes, 


a 8 
8. abr entre = sed". 


E) 8 
9. eae entre qe 


10. Lambr entre A a 
4 2 


11. —2a:++b=-3 entre — Satbs, 


EJERCICIO 49 
Dividir: 
—924 entre 8. 8. 
-t3 entre —7. ER 
— Sa? entre —a. 10. 
142º%b1 entre —2ab?, Il. 
—q"bic entre a3bi, 12. 
—qºb entre —ab. 13. 
odxytzs 14. 
entre —6xy2z3. 
(5) Dividir aBbm+*? entre ar2bma, 
qr 3bm+2 
o"2bm+ 
E: 3x2a+3ysa-2 
o Syd y a-1 
D- EJERCICIO 50 
Dividir: 
1. am+3 entre qam+2, 
2. 2x*+4 entre —x1+2, 
Sd. —gar2 entre —5aP-5, 
4, xº2+3 entre, —d4xn+4, 
o. —dar2b" entre —5asb?, 
(7) Dividir <a2b% entre 
D- EJERCICIO 51 
Dividir: 
Ls 2 
1. cd entre E 
E 4 
2. — aêb entre — q ab. 
Dib 8 
3. qXy'z* entre — 28. 
á. — Sambr entre — cab, 
2 | 
ER ai 
5. qx")º entre —2, 
6. Jmtn%pº entre — mnps. 


12. — Ja-spm+5ç2 entre 2 qb, 
16 5 
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IH. DIVISION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS 


Sea (a+b-—c)-m. Tendremos: 


ato=é mn B&B É 
(B-EO E = ————— 55 e je o que 
m mm m 
; a be RR ni 
En efecto: pr + ae el cociente de la división porque multipli- 
cado por el divisor reproduce el dividendo: 
fio É a b c 
(— +——— )Jm=—xm+>xm-—xm=a+b—os. 
m m m 


Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


REGLA PARA DIVIDIR UN POLINÔOMIO POR UN MONOMIO 


Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio 
separando los cocientes parciales con sus propios signos. 
Esta es la Ley Distributiva de la división. 


(1) Dividir 34º — 602b + 9ab? entre 3a. 
5 ge 90h) + q = E! TSE + Pb? dot Gotb gab? 
Io mi Ja “Ra Ja Jo 
=o-2b+3b2. R. 
(2) Dividir 2a*bm — 6a*=Ibm-1 — 39%+2bm-2 entre — 203b*. 
2a”b” 
(20*bm — do 1bm-l — Ja**2bm-2) e — dghi = — PETT) 


x+1Lm-1 x+2Lm-2 
GornbeA SPAS pn | espa piora, 


2o8%b! —  2abt 
D- EJERCICIO 52 
Dividir: 
1. a2-ab entre a. 9. gmn?—1Omnt—20mnº-+12m3n8 
2. dxºyº—Súºx* entre —gx*. entre 2mº*. 
3. Ja!-bab2—ga?b? entre —2a. 10. arpam- entre a2. 
4. xº—-4xº+-x entre x. 11. 24P—Ja"+2+-6an+t entre —3aº. 
d  4x8-10xº-5x* entre 2x3. 12. arbrt-an-lbn+2-qu-2bn+4 entre a?bº, 
5. 6mê-Bmin+20mn? entre —2m. 13. xm+2- Synt-Bem+1 em entre xm-2, 
T. Gasbs—-Batbt—a2b? entre 24753. 14. 4ast4bm-l ggx+3bm-2 4 Bar +2bm-s, 
B. 


xi—5xº—10x2+15x entre —5x.” entre —2q*+2bm-+, 
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ds iii E ao GA 5 1 5 
(3) Dividir 2xºy — xy? + xy? — 5yº entre 7. 











1 
4 m E 
3 po 5. 1 ) 5 E 
Si ——- yo RT E een — de RE 
=X —X + —X : 
(; Y ba y li Y o” f 5 E n | 5 
o” é n” id 


E) 4 a So. 
E - pu D.. lua R 
=— - X k ; 
2 TO ey 


m- EJERCICIO 53 


Dividir: 
1 2 9 
1. xº— a entre x. 
1 F) 8 E 1 E) 
2. —as—-—aº + —a entre ——. 
a n É] 0) 
1 2 o a E 
3. mi — omên + qmênê entre mê. 
4 th L 
vu! Ê 1 1 Tim 
nda o m-— 1 Oni E e PE pias o 
4. pd xy E cad xyº entre RS 
g E es - ” 
Db. nº — au” — ab” entre 5a. 
Rj 
1 1 1 
= pt abi-l ar : sd 
b. 7a + ça entre tl. 


2 1 2 1 
de mm gd = pr entro aa, 
+ 4 ) 6 


3 1 2 2 " 
8 — qria 2 + EE lym entre — —a8xº. 
& É ab 


HI. DiVISION DE DOS POLINOMIOS 


La división de dos polinomios se verifica de acuerdo con la siguiente: 


(78) REGLA PARA DIVIDIR DOS POLINOMIOS 


Se ordenan el dividendo y el divisor con relación a una misma letra. 

Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divi- 
sor y tendremos el primer término del cociente. 

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y 
el producto se resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escrt- 
biendo cada término debajo de su semejante. Si algún término de este 
producto no tiene término semejante en el dividendo se escribe en el lugar 
que le corresponda de acuerdo con la ordenación del dividendo y el divisor. 

Se divide el primer término del resto entre el primer término del 
divisor y tendremos el segundo término del cociente. 

Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y 
el producto se resta del dividendo, cambiando los signos. 
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| Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del 
divisor y se efectúan las operaciones anteriores; y así sucesivamente hasta 
que el residuo sea cero. 





Ejemplos 
| | 32 +x—8 | x+2) 





(1) Dividir 3x2 + 2x— 8 entre x+2. a 3x* — 6x Ix—4 R. 
— dx — B 
4x + 8 





EXPLICACION 


El dividendo y el divisor están ordenados en orden descendente con relación 
q x. 

Dividimos el primer término del dividendo 3x* entre el primero del divisor 
x y tenemos 3x” —- x=3x. Este es el primer término del cociente. 
Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos pro- 
ductos hay que restarlos del dividendo, tendremos: 3x X x = 3x”, para restar 
— 3x*; 3x X 2 = 6x, para restar — 6x. 

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los tér- 
minos semejantes con ellos del dividendo y hacemos la reducción; nos da 
— 4x y bajamos el —B. 

Dividimos — 4x entre x: — 4x = x=—4 y este es el segundo término del co- 
ciente. Este — 4 hay que multiplicarlo por cada uno de los términos del divi- 
sor y restar los productos del dividendo y tendremos: 


(— 4])x x=— 4x, para restar + 4x; (— 4) x 2=—8, para restar B. 


Escribimos estos términos debajo de sus semejantes y haciendo la reducción 
nos da cero de residuo. 


RAZON DE LA REGLA APLICADA 


Dividir 3x? + 2x — B entre x + 2 es hallar una cantidad que multiplicada por 
x+2 nos dé 3x? + 2x — 8, de acuerdo con la definición de división. 

El término 3x? que contiene la mayor potencia de x en el dividendo tiene que 
ser el producto del término que tiene la mayor potencia de x en el divisor que 
es x por el término que tenga la mayor potencia de x en el cociente, lvego di- 
vidiendo 3x? = x = 3x tendremos el término que contiene la mayor potencia 
de x en el cociente. 

Hemos multiplicado 3x por x + 2 que nos da 3x” + 6x y este producto lo res- 
tamos del dividendo. El residvo es — 4x — 8, 

Este residuo — 4x — 8, se considera como un nuevo dividendo, porque tiene 
que ser el producto del divisor x+2 por lo que aún nos falta del cociente. 
Divido — 4x entre x y me da de cociente — 4, 

Este es el segundo término del cociente. Multiplicando —4 por x+2 ob- 
tengo — 4x — 8. Restando este producto del dividendo — 4x — 8 me da cero 
de residuo. Luego 3x —4 es la cantidad que multiplicada por el divisor x + 2 
nos da el dividendo 3x? + 2x — 8, luego 3x — 4 es el cociente de la división. 
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(2) Dividir 28xº — 309? — 1Ixy entre 4x — 5y. 


e, ucá 2 SA 
Ordenando dividendo y divisor en or- 28x xy — 30y [4x —5y 


— nav2 4 R 

den descendente con relación a x ten- 28xº + 35xy x + 6y. R. 
dremos: 24xy — 307 
— 24xy + 307 


EXPLICACION 
Dividimos 28x? =- 4x =7x. Este primer término del cociente lo multiplicamos 
por cada uno de los términos del divisor: 7x X 4x=28xº, para restar 
— 28x*; 7x X |— 5y) = — 35xy, para restar + 35xy. Escribimos estos términos 
debajo de sus semejantes en el dividendo y los reducimos. El residuvo es 
24xy — 30y?. Divido el primer término del residuo entre el primero del divisor: 


24xy + 4x =+ 6y. Este es el segundo término del cociente. 

Multiplico 6y por cada uno de los términos del divisor. 6y X 4x = 24xy para 
restar — 24xy; 6y X (— 5y)=— 30y?, para restar + 30yº. Escribimos estos 
términos debajo de sus semejantes y haciendo la reducción nos da cero de 
residuo. 7x-+H6y es el cociente de la división. 


m- EJERCICIO 54 
Dividir: 

1. a*+2a-3 entre a+3. 12. 5n?-JImn+6m? entre m—n. 

2. a?-2a-3 entre a+1. 13. 82nº-54m?+12mn entre 8n—9m. 

5. xº-90+x entre x+5. 14. —14y2+33+71y entre —3—7 9. 

4. m?-1Im+30 entre m—6. 15. xº-y8 entre x—y. 

D. x2+15-8x entre 3—x. 16. as+3ab?-3a2b—b? entre a—b. 

6. 6+a?+5a entre a+2. 17. xt-9x24+3+x entre x+3. 

7. 6x2º-xy—2y? entre y+2x. 18. ata entre a+l. 

8. —15x2-8y2+22xy entre 2y—3x. 19. mf-nº entre m?—n?, 

9. 5aº+Rab—21b? entre a+3b. 20. 2xt-x3-3+7x entre 2x+8. 
10. 14x2-12+22x entre 7x—3. 21. 3y5-+5y2—-12y+10 entre y2+2. 
11. —8a2+12ab—4b? entre b-a. 22. amt-am-2a entre am+a. 


23. 120º+33ab2-3592b—10b3 entre 4a—5b. 
24. 15m'-9mên?-bmin+Imên'+Imnt—n' entre Gm—n. 
PRUEBA DE LA DIVISION 


Puede verificarse, cuando la división es exacta, multiplicando el divi- 
sor por el cociente, debiendo darnos el dividendo si la operación está co- 
recta. 


(3) Dividir 2xº— 2 — 4x entre 2 + 2x. 


2x* -dx-2 12X+[2 00 
Al ordenar el dividendo y el di- E be LM preegmt R 
visor debemos tener presente po: A qu; o 
que en el dividendo falta el tér- 2x2 + 9x 
mino en xº, luego debemos de- —— 
jar un lugar para ese término: — 2x — 2 
2x +2 
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(4) Dividir 30º + 100%b? + 640ºb' — 2atb + 32ab* entre a? — 4ab? — 5o2b. 
Ordenando con relación a la a en orden descendente: 
3aº — 21atb + 100ºb? + 640ºb? + 32ab* | as — 5aºb — 4ab? 
— 3aº + 15atb + 1208b? 3? — óab — 8b?. R. 
— 60h + 220ºb? + 64aºb? 
60*b — 300ºb? — 2402b? 


— Bash? + 40a2b3 + 32ab* 
Ba8b? — 40a2b3 — 32ab* 


(5) Dividir x12 + xºy8 — x8yt — x2y10 entre x8 + xºy2 — xtyt — x2y9, 


Al ordenar el dividendo tenemos x1? — x8y* + x8y8 — x2y10. 


Aqui podemos observar que faltan los términos en x1ºy2 y en x4yº; dejaremos 
pues un espacio entre x!? y — xºyt para el término en x!ºy? y otro espa- 
cio entre xº%yº y — x2y10 para término en x!yº y tendremos: 








xt == ey 7 dd PE ser 2a ln 5 a, A 
ES ta mãe x10y* + xºy4 + xºyº x e x2y? + y2. R. 
Err x10 Z + 2x8 õ 


x10y? + xºy* má xºy* E xºyº 





x8y4 + x9y8 — x4y8 — x2y10 
— xfyt — x8y8 + x4y8 + x2y10 








(6) Dividir lla?— 30º — 4602 + 32 entre 8— 302 — da. 


Ordenaremos en orden ascendente porque con ello logramos que el primer 
término del divisor sea positivo, lo cual siempre es más cómodo. Además, 
como en el dividendo faltan los términos en af y en a dejaremos los lugares 
vacios correspondientes y tendremos: 


32 — 460º + Va? -= 308 | B=60=30". 
— 32 + 24a + 120º Ato =-2 Fa. R 


240 — 340º + Va? 
— 240 + 18Baº + 9a? 





— 160º + 200º 
lóa* — 129º — 60* 
Ba* — 6a! — 30º 
— Ba? + 6a! + 3º 


»- EJERCICIO 55 


Dividir: 


at—a*—2a—l] entre a*t+a+l. 

x5+-12xº—5x entre xº—2x+5. 

m'— amin+20mên'-1l6mnt entre m*-Imn—Bn>. 
xt—-xº—-92x—l entre xº-x—1. 
xº+6x3—92x5—7x2-4x+6 entre xt—-3x2+2. 


ST ua OO DO pa 
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mº-+m'—d4mt—-4m-+mº—l entre m'-mº-4m—l. 

aº—at+10-27a+Ta? entre a?+5-a. 

Sxº*y—oxys+-3y*—x* entre x2—-2xy-+yº. 

2n—2nº-+nt-—] entre nº—-2n+1. 

10. 229ºb!-5atb?--aSb—40ab* entre atb—2ab?— 1068. 

11. 16x*—-27yº*—-24xºy2 entre 8xº-9y3+-6xy?—12x2y. 

12. dyt-13yº+498-3y—20 entre 2y+5. 

13. 5a'xº-3x5—] laxt+H3atx—2aº entre 3xº—a'+2ax2, 

14. 2x%y—-x8-9xºy!—xy5 entre x!—-3xºy+2x2y2-+xy8. 

15. af-5a'+31la*—8a+21 entre a'—92a—fT. 

15. mº-=mº+-5m'—-6m+9 entre mt+3-m?-+mº. 

17. aft+bt—-asb—datb+-6asb'—Jabº entre a?-2ab+b?, 

18. xt2xiyêt2xºy—Dx2yt+3xy0—-298 entre xº-2y2+x9. 

19. 4y8—295+98—y!—4y+2 entre y!4+2-—2y2, 

20. 3m'—1Im'+m'+lom'—-Bm—3m?+4 entre mt-Im?+4. 

21. af+2aº—-3aº—-Dat-+-24º—-a—l entre a!+a?—a-+1. 

22. 24xº—-52xty+38xºy:—33x2y3-—D6xyt+dy5 entre 8xº—-12x?y—6xy2-+93, 

23. Daºt+b6at+5a*—da'—8aº—29º-+4a2—ba entre a*—-2aº+9. 

24, x'-3xº+Bbxitx2-Ix+6 entre xº—-Dx2+-3x-+6. 

25. 3a%+5ab—-9at—10aº+8aº+-3a—4. entre 3a!+24º—-5a—4. 

26. 097º—-3y'—1198+119'—-17y*—-39º—4y2—2y entre 5y!—3y3+4y2+29. 

27. —m'4+5mên—ldmên?+20min'— 1 3mnt—Imênº+20mnº-4n7 entre 
nº+Imên—imn?—m. 

28. x -Griy2t- Biyi 6xiy8—Br8y8+-3xy10 entre x!—-Dxºy21 3x? 

29. 3aº-15a'+149º—-28a!+470º—-28aº+23a—10 entre 30º—-6a'+20º—-Ba+>. 

50. a*-bt2bc—c? entre at-b—c. 

dl. —2x2+-5xy—xz—3yº—yz+102? entre 2x—3y-+5z. 

d2. xºtyê+73—-3xyz entre xº+y2-+-22—-xy—xz—yz. 

33. at4-b5 entre as-b. 

dé. 21xº-21yº entre 3x—3y. 

do. 16xº-16yº entre 2x2-+29y2. 

O. KV entre d=unja, 

ST xS-yld entre ty, 

38. xº+yi+Ixw+3xy—l entre xº+2xy-+y*+x+9+1. 

39. xy entre xt xôy--x2y?— yet, 


vens 


(80 ) iviston DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES 


(1) Dividir 305 + 1903 — 100% — 89%? + 51 
entre q*— 30 + 5. 





Ordenando en orden descendente con relación a la a, tendremos: 


GRE = LOGS GUN = Bot + Sar. | ef—-Ga +53 | 


E Jg + Qgr+d suma 1598 Igrtê du qu? = ar, 


ali ques + Agr en Bote 
o a JgH+8 = So 


q*+8 — Ja"? + SgHl 
ii qr+8 + Jg" paia Sgt 





fio fui quão ua ju 
> 


een eo pn» 
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EXPLICACION 
La división JJ +-0'= Jovdt= 38, 
La división — att q=-— art2=— qu, 
La división qHB + q'= qi = qr, 


(2) Dividir xt — 17x82-2 + x3a-1 + 3x8a-4 +. 2x88-8 — 2x8%-5 entre x28-1 — 2258 — 3x242, 
Ordenamos en orden descendente con relación a x y tendremos: 


wda ei w3a-1 cid 17 x32-2 -+ Dy3a-8 - JyBa-4 — x8a-5 | ea Es. x28-2 — SÉ “id 

— xde + 3x8a-l | 2x8? RA — Ga q 
Ax3a-1 ad 15x3a-2 + Dyda-8 
— dubal + 12,002 + By8m8 


Fies 3x3a-2 + 10x92-8 + 3x rd 
Ixda-2 — QySa-3 dad 


das id Iy dad se x90-5 
ni xda-s + Jxyda-d «|- Dyda-b 


EXPLICACION 
La divisiôn xºt di x24-1 — wda-(2a-1) — xda-2041 — used, 
La división 4xº="1 — gº2-1. = Ati 1-(2n-1) — Axdt-1-2a+1 = 4x*º 
La división — 3x34-2 + y24-1 = — 3y88-2-(2a-1) — — 3y8a-2-20+4 — — 3ydl, 
La: división/xº-d gel mogtt-b= lado = ySa-8-2041 — yi-2 


EJERCICIO 56 

Dividir: 

a*+8+a* entre ad. 

nN+424-0x0 + anti + entre qº+x, 

mº+4-mº+3+6m'+1-Gm'+3m*1 entre m?—-im+d. 

qn + ELdAg2n+ 2. qên + 1 9gên entre gra" + 1. 

x22+0- Syd + LODyla+d Aya + 21 Oy2a4 1 entre xº+3—Dya +, 

a*+2-9a*+8ar la”? entre Ja *—2a par. 

a?s— Ag 2 Ba? 84 9921 9g2x-4 entre ara Ita? 
m-2-mal-4matImeti-Ime+?-me+3 entre mE=-m mr, 
x2a-2. 1 y28-8. Ay2u4 y2a-T entre —xi Stylo ya, 

atnbhº— gen bé qin-265— 9g2n-4b7 4 q2n-5b8 entre a"b—a"-ib?4+92g"-268=— qr-Bbi, 
an +*tambrp-ab=+bm+* entre qr+bs. 

a'—abr-i-aib+-br entre a—b. 

3a5m-8 —98g5m-2 Login 4695» —-30a'm+1 entre aSm-3+ Gaim . 8aêm-, 

Dada + Sape Sm ip DO SD A O +1 entre —x2+ bs ai É o 2a +ILAgt+ ya, 


90 & ALGEBRA 





demão 
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fá, 
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DIVISION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES 
FRACCIONARIOS 


Dividir 8 Ep 2y + xy? —y entre x -y. 


1 


e By time [os 


1 4 l 1 1 
-— =x + Yy x =. 3" -+- de R. 
— = 42y «| xy? 
E y E) 
2 1 
ad a xy” 
1 — 
xt — ay? 
1 
— 2 += 


Observese que todo quebrado que se obtenga en el cociente al dividir, lo mismo 
que los quebrados que se obtienen al multiplicar el cociente por el divisor, deben 
reducirse o su más simple expresión. 


EJERCICIO 57 
Dividir: 


SP TS A A 1 1 E A 
ça + 52d TO entre 0 + 50 


“x? + xy - + * entre x = 

E 19º) 3 cinta 4 

=a8 — ex y+oayt— 9 entre xt — ay + 2 

a 

1 

>q8— Lab — bs + Sab? entre La — 2b, 

1 e +ab entre “a =D 

8 1 17 7 ay 

gm + qmên — mên? + omn* — nº entre mê + 2nº — mn. 
Es | 2 a 

es + a + —= + x entre 2x — +29 


E 1 a 

tt — q3 PA RE im E ue 2 
u ax + > “ax RR 

4 18 194 x 2” entre 2 a Ux 3 X*º. 


1 18% a 1 101 b 2 1 1 
— 5 eme DAS cm e dA mt em 4 em end Pi = enja 
14 ni 280 q » 4207 per 12) entre Tt” 5) + q Ms 
a 21 47 To 1 
E” o E DT entre - E x + 
59 1 
409" in? — —emêns + ms Es mn + mn o nº entre —mº — id 


2 
+ mn? — >n3, 
E 4 
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(82) DIVISION DE POLINOMIOS POR EL METODO 

DE COEFICIENTES SEPARADOS 

La división por coeficientes separados, que abrevia mucho la opera- 
ción, puede usarse en los mismos casos que en la multiplicación. 


1) División de dos polinomios que contengan una sola letra y estén 
ordenados en el mismo orden con relación a esa letra. 


Dividir 8xº — 16x5 + 6x! + 24x? + 18x — 36 entre 4x? + 3x 
— 6 por coeficientes separados. 





Escribimos solamente los coeficientes con sus signos teniendo cuidado de poner cero 
donde falte algún término y se efectóa la división con ellos: 


8—-16+6+ 0+24+18-36 |4+0+3-6 


Be Q= 8419 2-4+0+6 
— 16+0+12+24 
16+0+12—24 





+2U+ 0+18-3% 
—24— 0—18+36 


El primer término del cociente tiene xº porque proviene de dividir xº entre xº y 
como en el dividendo y divisor el exponente de x disminuye una unidad en cada tér- 
mino, en el cociente también disminvirá una unidad en cada término, luego el co- 
ciente es: 





2) División de dos polinomios homogéneos que contengan solamente 
dos letras. 


Ejemplo 


Dividir a? — 7atb + 2108b? — 37 a?bº + 38ab! — 24bº entre a? 
— 3ab + 4b? por coeficientes separados. 


Tendremos: 1-7+21-3+38-24 |1-3+4 








-1+3- 4 1-4+5-—6 
-4+17-37 
4—12+16 
5—-21+38 
— 5+15-20 
— 6+18—24 


6— 18 + 24 


El primer término del cociente tiene a* porque proviene de dividir aó entre a? 
Como el cociente es homogéneo y en el dividendo y divisor el exponente de a dis- 
minuye una unidad en cada término y el de b aumenta una unidad en cada término, 
el cociente será: 








os q mm mr 


ao tdo pio qa 
sem 


14. 
lô. 
16. 


17. 
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EJERCICIO 58 

Dividir por coeficientes separados: 

xº—xi+xº—-x entre xº—x2+x. 

xº-+xº—11xº4+3xº—13xº4+19x2-56 entre xº—-92x2—7. 
att+aib—Tatb2+-12a5b3-13a2bt+Tabi—bº entre a2-dab+b2, 
mº+2min?-Smêôn+20mn'— 1 9mênt—1Omn'—n* entre m'—-4mn?—ns, 
xº—2xº—50xº-+58x2—15 entre xº+6x2—5. 
a!*+Oato—Tall+28a8—520º-+429*-20a?2 entre aS—-4aº+3a!—2a?, 
3x15—20x12—T0xº-+-51xº-+46xº—-20 entre 3x8-8xº-+10. 

o3mº!— mA -+mº*-197mi8+1]87m!2-192m8+87m*—45 entre ml2-Tms+Imt—15. 
2x] —6xty—8x5y2-9Oxiy3-—D4x8yi— 18x2y5—4y7 entre 2x2-+4y2. 
6a*—12Za'+2aº-—36aº+6ai— 1 6a?+384?—44a+ 14 entre a!-2aº-+a—T. 

nto 6Gn'+on'+13nº—-23nº—8nº-+44nº—1]2nº—32n-+16 entre nº-Gnt+-5n3—Bn-+d. 
dx dxty—oxºye+20x ty 13xºyi5xyt—y7 entre xº—Bxy2+39º. 

q Adele Oçiiyi| 21410904 08x8y8— 23x09104 Ox4y12403x2y14— 6916 entre 

x9— dx ty" xy 

ar+e- dart san -odav- -D5ar- entre q*—S. 

lar +5- 95x +iLBals+3—TBg2+2—5g2s+1I— 4992*—T7a2=-1 entre a*HBartIHTar+3, 
Guri A Dat + Lp DA Opa bd entre 

SE ii 5 indo e! oo Sol 


Bat +3— DI 5x + 2.1 Pp +I- Id gr DI girl 154? * entre q*tt*— q*— 3a** + 1 Sgêxa, 


COCIENTE MIXTO 


En todos los casos de división estudiados hasta ahora el dividendo era 
divisible exactamente por el divisor. Cuando el dividendo no es divisible 
exactamente por el divisor, la división no es exacta, nos da un residuo y 
esto origina los cocientes mixtos, asi llamados porque constan de entero y 
quebrado. 

Cuando la división no es exacta debemos detenerla cuando el primer 
término del residuo es de grado inferior al primer término del divisor con 
relación a una misma letra, o sea, cuando el exponente de una letra en e! 
residuo es menor que el exponente de la misma letra en el divisor y suma- 
mos al cociente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el re- 
siduo y por denominador el divisor. 








Ejemplos 


VALOR NUMERICO GO 93 


x—-— x— 6 | x+3 








— xº — 3x 4a 6 R 
e ——— x — É a 
ie — 4x— 6 x+3 
(1) Dividir xX—x— 6 entre x+3. 4x + 12 
6 


El resíduo no tiene x, así que es de grado cero con relación a la x y el divisor 
es de primer grado con relación a la x, luego aqui detenemos la división 
porque el residuo es de grado inferior al divisor. Ahora anadimos al co- 


6 | 
ciente x— 4 el quebrado ES! de modo semejante a como procedemos en 
x 


Aritmética cuando nos sobra un residvo. 





(2) Dividir 6m! — 4m3n? — 3m2n! + 4mnf — nº entre 2m? — nº 
om! — 4m3n2 — 3m2n!* + 4mnf — nº | Qml— nt. 4 
— 6mº + 3m?n' : 2mnº — nº 
cd SS SD an — Zig? + —em—, R, 
— Amin? + 4mnf 2mº — nº 
Amin? — 2mnf 
2mnº — n$ 
Hemos detenido la operación al ser el primer término del residuo 2mnº en el 
cual la m tiene de exponente | mientras que en el primer término del divisor 
la m tiene de exponente 2 y hemos ahiadido al cociente el quebrado que se 
forma poniendo por numerador el residvo y por denominador el divisor. 
NOTA 


En el número 190, una vez conocidos los cambios de signos en las fracciones, 
se tratará esta materia más ampliamente. 


B- EJERCICIO 59 
Hallar el cociente mixto de: 
1. a2+b? entre a2. 8. x2º-6xy+y? entre x+9. 
2. at+2 entre a?. 9. x!-x24+3x+2 entre xº-x+1. 
d. 9x3º+6x2+7 entre 3x2. 10. x8+yº entre x—y, 
4. 16at—-900ºb+8aºb2+7ab? entre 44º, 11. xº-+-y5 entre x—. 
O. xº+7x+10 entre x+6. 12. x3-4x2-5x+8 entre x2-2x+1. 
6. x2-5x+7 entre x—4. 13. Sa?-6a2b--5ab?—9b? entre 2a—3b, 
To mt-lm?+34 entre m?-8. 14. x5-9xº4+-9x2+7x—4 entre x2—-3x+2, 


(84) vaLor NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
CON EXPONENTES ENTEROS PARA VALORES 


POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negati- 
vas, así como las reglas de los signos en la multiplicación y división, pode- 
mos hallar el valor de expresiones algebraicas para cualesquiera valores de 


las letras, teniendo presente lo siguiente: 
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POTENCIAS DE CANTIDADES NEGATIVAS 
1) “Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva, porque 
equivale a un producto en que entra un número par de factores negativos. 
Asi, (—-2)2=+ 4 porque (-22=(—-2) x(—-2) =+4, 
(—2)t=+ 16 porque (—-2)t=(-22x(-22=(+ 9x(+4)=+ 16. 
(—2)º=+ 64 porque (—2)8=(—-2)*x(—-22=(+16)x(+4)=+ 64. 
(—2)=+ 256 porque (—-28=(—2)x(—-2)2=(+64)x (+4) =+ 256. 
y asi sucesivamente. 
En general, sendo N un número entero se tiene: (— a)" = q?” 


2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque 
equivale a un producto en que entra un número impar de factores ne- 


gativos. 
Asi, (-al=- 2. 
(—-2)=— 8 porque (—-28=(-2x(-D=(+ )x(—-2)=— = 
(-25=-— 32 porque (—-25=(-21x(-29)=(+16)x(-2)=-— 
(—- 2)" =— 128 porque (—- 2)" =(—- 2º x(— 2)= (+ 64) x (— e A 
y asi sucesivamente. 
En general,se tiene: (— a)2"+1 = — q2YA, 


Ejemplos (1) Valor numérico de x*— 3x2 +2x— 4 para x=— 2. 
Sustituyendo x por — 2, tenemos: 


([-28-3(-28+2(—-2) —4 
—8-3(4)+2(—2)—4 


=-8-12=-4=4 
=—28. R. 
+ Ja*b Sab” 
(2) Valor numérico a TU Sai é para a=-2, b=-3. 
aá 2 
Tendremos: ER ad E 
| 6 3 
—2)* 3(-2)(—-3 5(— 2) —3) 
PE a o PR e 
4 6 3 
ló 34)(—3) 0 5S4—2)(9) 
= — — — ef —— ms [me F7 
4 6 3 


4 (E) + (+ 


=4—(—6)+(-30)+27 


=4+6-380+27=7. R 
NOTA 
Para ejercicios de valor numérico de expresiones algebraicas con exponentes 
cero, negativos o fraccionarios, véase Teoria de los Exponentes, pág. 407. 


q pm o 


voo ay 
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EJERCICIO 60 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 


1 
a=-l, b=9, fe o 


a?-2ab+-b>. 6. (b+a)-(b-c))—-(a-c), 
3a*—da?b+Bab?—b3. 7, ab pg a 
at—3aº+2ac—3bc. R c b a 


aº—Batc+16a%c?—2002c*+40act—c*. (a+t-b+c)*—(a—b—c)2+c. 
(a—b)2-+(b—c)?—(a—c)?. 9. 32a+b)-da(b+c)-2c(a—b). 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 





a=2, b=5 x=-2, y=-1 m=93, n=5: 
x xy Buy? 

JO). ——— — 998, 
Sa a; * 


11. (a-x2+(x—-y2+(xº—-99)(m + x — n). 
12. —-(x-y)+(e62+9)(x—-y—m)+3b(x+y+n). 


13. (3x—2y) (2n— 4m) + 4x2y? — =. 





| 8 
14. rn +(=—> x+xt—m, 
dy 2+yº n 
15. xx y+m)-(x—9) (x2+492—n) + (2x+9)8 (m2 — 2). 
Sa ón m 
e = atá + — — — po Q(x08 — y2 + 4). 
x m vn 


EJERCICIO 61 


MISCELANEA 
SOBRE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION 


A las 7 am. el termómetro marca +5º y de las 7 a las 10 am. baja 
a razón de 3º por hora. Expresar la temperatura a las 8 a.m., 9 a.m. 
y 10 a.m. 


Tomando como escala 1 cm=10 m, representar gráficamente que un 
punto B está situado a +40 m de 4 y otro punto C está situado a —35 m 
de B. 


Sumar xº-3xy con 3xy—y? y el resultado restarlo de x?. 


Qué expresión hay que aiiadir a 3x?-5x+6 para que la suma sea 8x? 
Restar —24º+84-5 de 3 y sumar el resultado con Ba+5. 


- Simplificar —3x2—) —[4x2+5x—(x2—x+6)] |. 


Simplificar (x+y)(x—y)—(x+y)2. = 
Valor numérico de 3(a+b)-4(c—b)++ Pá: para a=2, b=3, c=. 
=a 


Restar xº-3xy+y2 de 3x?-5y2 y sumar la diferencia con el resultado 
de restar 5xy+x? de 2xº+5xy+6y2. 





10. 
11. 


12. 
13. 


14. 
15. 
16. 
17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


23. 


24. 


25. 


26. 


28. 


30. 
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Multiplicar Sa? — ab +=b? por —a?+ cab — 2b2. 

Dividir la suma de xº-x!4+-5xº, —2x!+2xº-10x, 6xº-6x+30 entre 
Km De 6, ; ; k 
Restar el cociente de =as — ab? + =b8 entre —a +» de —a* + ab Gde ci 
Restar la suma de —3ab?—b* y 20ºb+3ab?—b? de aS-a?b+b* y la dife- 
rencia multiplicarla por a*=ab+b>, 


Restar la suma de xº-5x2+4x, —6x?—-6x+3, —8xº+8x—3 de 2xº—-16xº? 
+5x+12 y dividir esta diferencia entre x2º-x+3. 


Probar que (2+x)(1+xº)—(x2—2) (xº+x—3)=xº(3x+10) +2(3x—1). 
Hallar el valor numérico de (x+y)*(x—y)"+2(x+y)(x—y) para x=—2, y=1. 


«Qué expresión hay que sumar a la suma de x+4, x—6 y xº+2x+8 para 
obtener 5xº—4x+3? 


Restar —/3a+(—b-+a)-2(a+b)| de —2[(a+b)—(a—b)). 
Aquitephcar dx+[—(3x—x—y)] por DME SRT 
Restar el cociente de a + 5a? + xy? + 9? entre a — E O de 
2x+[—5x—(x—)]. 
Probar que [xº-(3x+2)] [xº+(—x+3)]=xº(xº—4x+4)—(7x+6). 
“Qué expresión hay que sumar al producto de 
[x(x+y)—x(x—y)] [2(x2+92)—-3(x2—y2)] para obtener 2x%y+3xyº%? 
Restar —x?º-3xy+y* de cero y multiplicar la diferencia por el cociente 
de dividir xº—-y3 entre x—y. 
Simplificar (x—y) (xº+xy+y)— (x +47) (x2— xy +92). 

)b c 
Hallar el valor numérico de a 2(b — a) doer d(c — b) ie 
para 0=4, b=9, c=25. É a” b 
ePor cuál expresión hay que dividir el cociente de xº+3x?-4x—12 entre 
x+3 para obtener x—2? 
Simplificar 4x2—-l3x—(xº—-4 +x)l+[x2—1x+(—3)H] y hallar su valor 
para x=—2. 
De cuál expresión hay que restar —18xº+14x2+84x—d45 para que la 
diferencia dividida entre xº+7x—5 dé como cociente x?—92 
Probar que (aº+b2)(a+b)(a—b)=a!'—[3a+2(a+2)—4(0+4+1)—a+-b1]. 
Restar —xº—-5xº+6 de 3 y sumar la diferencia con la suma de xº—-x+2 
y —[xº+(—3x+4)—(—x+3)). 


EUCLIDES (365- 2715 A. €.) Uno de los más grandes 
matemáticos griegos, Fue el primero que estableció 
un método riguroso de demostración geométrica. La 
Geometria construida por Euclides se mantuvo incó- 
lume hasta el siglo XIX, La piedra angular de su geo- 





metria es el Postulado: “Por un punto exterior a una 
recta sólo puede trazarse una perpendicular a la mis- 
ma y sólo una”. El libro en que recoge sus investiga- 
ciones lo tituló “Elementos”, es conocido en todos 
los âmbitos y ha sido traducido a los idiomas cultos. 


caprmuto NF 
PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


|. PRODUCTOS NOTABLES 


Se lama productos notables a ciertos productos que cumplen reglas 
fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple inspección, es decir, 
sin verificar la multiplicación. 


(87) cuaraDO DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES 


Elevar al cuadrado a + b- equivale a multi- 
plicar este binomio por sí mismo y tendremos: 


(a+b)=(a+ b)(a+b). 


a+b 
Efectuando este pro- a+b 
ducto, tenemos: e q” + ab 
ab+b? o sea (a+b)*=aº + 2ab+ bº 


a? + 2ab + b? 
luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la 
S 8 
primera cantidad más el duplo de la primera cantidad por la segunda más 
el cuadrado de la segunda cantidad. 


917 


ALGCANA MAL ISEÇHE 
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k (1) Desarrollar (x + 4)2. 
| Ejemplos Cundrado de! primero =: Za Sesque aca ya genes x? 
= Duplo del primero por el segundo 2x X 4= 8x 


Cuadradoó del Segundo cesar eee espessesenea Tó 
Luego (x+4)=x+Bx+16. R. 
Estas operaciones deben hacerse mentalmente y el producto escribirse direc- 


tamente. 


Cuadrado de un monomio. Pora elevar un 

monomio al cuadrado se eleva su coeficiente al RD RS 
cuadrado y se multiplica el exponente de cada Pino 
letra por 2. Sea el monomio 4ab?. Decimos que —' 





En efecto: (4ab?)º = 4ab? x 4ab? = 1602b*. 
Del propio modo: [5x3ytz5)2 = 25x9y8z10, 
Coqdrado dell” ques semp au [40)º = 1602. 
(2) Desarrollar (4a + 5b?)2.  — Duplo del 1º por el 2º.... 2x 4a X 5b* = 400b*. 
Cuadrado del. Desses cora ves Sb P=25b 
Luego (4a + 5b?)º = 1602 + 400b? + 25b*. R. 


Las operaciones, que se han detallado para mayor facilidad, no deben escribirse 
sino verificarse mentalmente. 
(3) Desarrollar (3º + 5xº)º. 
[302 + 5x?)2 = 9a? + 3002xº + 25xº. R. 
(4) Efectuar (7ax* + 9y5)[7ax* + 9yº). 
[7ax* + 9y5)(7ax* + 9yº) = (7ax* + 9yº)? = 4902xº + 1260xºy" + Bly'º. R. 


m»- EJERCICIO 62 

Escribir, por simple inspección, el resultado de: 
1. (m+3). 6. (xy). 11. (4mb+5nº)?. 16. tla”a";, 
2 (5+x)2. 7. (+32. 12. (Talbst+5xt)2. 17 (abri, 
5. (6a+b)2. 8. (2x+3y)2. 13. (4ab2+5xyº)2. 18. (xr+1+y-232, 
+. (9+4m)2. 9. (axt+by?).. 14. (8x*y+9m?)*. 
5. (Tx+11)2. 10. (808+8b%)2. 15. (x10+10y122, 


REPRESENTACION GRAFICA DEL CUADRADO 
DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES 


El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse geo- 
métricamente cuando los valores son positivos. Véanse los siguientes pasos: 
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Construimos un cuadrado de a 
unidades de lado, es decir, de lado a: 


Cn] 


bh bh Construimos un cuadrado de b 
unidades de lado, es decir, de lado b: 


h : =. | FIGURA ds | 


Construimos dos rec- 


tângulos de largo a y ancho 
bh: ———s 











FIGURA 12 


ct 


Uniendo-estas cuatro figuras como se indica en la figura 13, formaremos 
un cuadrado de (a + b) unidades de lado. El área de este cuadrado es 
(a+b) (a + b) = (a + bj), y como puede verse en la figura 13, esta área está 
formada por un cuadrado de área a, un cuadrado de área b” v dos rectán- 
gulos de área ab cada uno o sea 2ab). Luego: 


(a + bf = a + Zab + br. 


[= 
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(88) CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES 


F panda E LAND. HT 

(o “— o li — | e 

t(a-bP=(a— 
dd E |, 





Elevar (a— b) al cuadrado equivale a | 
multiplicar esta diferencia por sí misma; luego: 4 


a —b 





do =” Ea, 
Pia A ARES E A 
E | N NH a a FÊ IS 
ESA cas mai ai 


Efectuando este producto, 
HEPÓTCIROS:: dl 





luego, el cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado 
de la primera cantidad menos el duplo de la primera cantidad por la se- 
gunda más el cuadrado de la segunda cantidad, 


Ejemplos 


m- EJERCICIO 63 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(1) Desarrollar [x — 5J2, 
(x— 5P=xº— 10x+25. R. 
(2) Efectuar (40º — 3b*)*. 
[402 — 3bº)2 = 166! — 240ºb3 + 9bº. R. 





1. (a-3)2. d. (4ax—1)2, 9. (xº—Say?)2. 13. (ur=9u8, 

2. (x—7), 6. (aº—b3)2. 10. (ab, 14. (ar. 

3 D-a2, 7. (3at-5b). 11. (Qm-3n)2. 15. (xotiBya-mya, 
4. (24-35)2. 6. (xl). 12. (10x5—9xyº)*. 


PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA 
DE DOS CANTIDADES 


Sea el producto (a + b)(a— b). 








ab 
a-—-b 
= Efectuando esta mul- E dh 
uplicación, tenemos: Bim DA 
a” E b* 


luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al 
cuadrado del minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo. 





Ejemplos (1) Efectuar (a + x)fa — x) 
e (o+x)ja— M=0"—xº. R. 
(2) Efectuar (2a + 3b)(20 — 3b) 
(29 + 3b)(2o — 3b) = (20)? — (3b)? = 40º — 9b?, R. 





E vo GO dO fé 


1 po 69 |O fi 
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(3) EfectuarlSa”* + 3a” ) (3a — SaP+1), 


Como el orden de los sumandos no altera la suma, 5a"+! + 3a” es lo mismo 
que 3a” + Sa"tl, pero téngase presente que 3a” — Sa"! no es lo mismo 
que Sao"tl — 3a, Por eso hay que fijarse en la diferencia y escribir 


el cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo. 
Tendremos: (5a"*-+3a” 43a» — Sar+1) = (30)? — (San+1)2 = 992m — 25g2n+2 p 
EJERCICIO 64 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(x-+y)(x—9y). 6. (n-1)(n+1). 11. (1-8xy)(8xy+1). 
(m—n)(m-+n). 7. (1-3ax)(3ax+1). 12. (6xº-mêx)(6x2-em?x). 
(a—x)(x-+a). 8. (2m+9)((2m—9). 13. - (ar+b")(ar—b»). 
(x2+a?)(x2—a?). 9. (aº—-b(aº+b?). 14. (3xº—5y") (5yP+3x3). 
(Za-I(1+2a). 10. (9º—3y)(92+39). 16. (art1i-2b"1)(2b=1par+1), 


(4) Efectuar (a+b+clla +b—c). 


Este producto puede conver- (a+b+cla + b— c)= — ae + b)+ c] La + b) — e] 
tirse en la suma de dos can- = b)º — e? 

tidades multiplicada por su = a : Z2ob+ b"— ce. R. 
diferencia, de este modo: 4 


donde hemos desarrollado (a + b)? por la regla del ler. caso. 


Efectuar (a +b+c)la —- b—c). 


Introduciendo los dos últimos términos del primet trinomio en un paréntesis 
precedido del signo +, lo cual no hace variar los signos, y los dos últimos 
términos del segundo trinomio en un paréntesis precedido del signo —, para 
lo cual hay que cambiar los signos, tendremos: 


(a+b+c)la—-b-—c)= [a+(b+c)][a—(b+c)] 
=o*—(b+c) 
= q? — (b? + 2bc + c2) 
== be -—c, R 


Di 


(5 


(6) Efectuar (2x + 3y — 4z)(2x — 3y + 4z). 


(2x + 3y — 4z)(2x — 3y + 42) = [2x + (3y — 47)] [2x — (3y — 4z)] 
= (2x)? — (3y — 4z)º 
= 4x2 — (9y? — 24yz + 162º) 
=4xº—-9y? + 24yz — 1672. R. 


EJERCICIO 65 
Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(x++2)(x+y—2). 6. (x+y—2)(x—y+2). 11. (2x+y—z)(2x—y+2). 
(x—y+z)(x+y—z). 7. (nº+2n+1)(n2-2n—1). 12. (x2-5x+6)(x2+0x—6). 
(x+y+z)(x—y—z). 8. (a2-2a+3)(02420+8). 13. (a?-ab+b?)(a2+b2-+ab). 


(m+n+(m-+n—l). 9. (m-m-Dmem—l). 14. (xº-x2-x)(xº+x2+x). 
(m—n-—D(m—n+1). 10. (2a—-b—c)(2a—b+c). 
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REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE LA SUMA 
POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES 


El producto de la suma por la diferencia de dos cantidades puede 
representarse geométricamente cuando los valores de dichas cantidades son 
positivos. Véanse los siguientes pasos: 

Sea 











(a+b)(a— b)=a2—b? 


Construimos un cuadrado de a 
unidades de lado, es decir, de lado a: 


FIGURA 14 


Construimos un cuadrado de b b 
unidades de lado, es decir, de lado b: 


FIGURA 15 


Al cuadrado de lado a le quitamos el cuadrado de la- 
do b (figura 16), v trazando la línea de puntos obtenemos 
el rectángulo c, cuyos lados son b y (a — b). Si ahora trasla- 
damos el rectángulo c en la forma indiçada por la flecha en 
la figura 17, obtenemos el rectángulo ABCD, cuyos lados 
son (a + b) v (a—b), v cuva área (figura 18) será: 

(atb)(a—b)=a—b 


(a+b)(a—-b)=a?— b? 
(10 + 6) (10 — 6) = (10)? —(6)º 
16 x 4 = 100 — 36 h 
=0é R. a dE, 


a-b 
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CUBO DE UN BINOMIO 


1) Elevemos a+b al cubo. 


Tendremos: (a+b)?=(a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)(a+ b)= (a2+2ab + b?)(a+ b). 





a? + 2ab + b? 
Efectuando esta a +b 
multiplicación, a* + 2a2b + ab? o sea (a+b) 
tenemos: / a2b + 2ab2 + b3 Ea 
a + 3a2b + 3ab?2 + 63 


lo que nos dice que el cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo 
de la primera cantidad más el triplo del cuadrado de la primera por la 
segunda, más el triplo de la primera por el cuadrado de la segunda, más 
el cubo de la segunda. 


2) Elevemos a—b al 
cubo. "Tendremos: (a— b3=(a—b)a— b) = (a? — 2ab + b?)(a — b). 
Efectuando esta multiplicación, tenemos: 
a? — 2ab + b? 
a —h 
a: — 202b + ab? o sea (a-b)=a'—3a 
Ls a2b Ly 2ab? av b3 Da (2 add Dune SADO É A 


a* — 3a2b + sab? — b? 





lo que nos dice que el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al 
cubo de la primera cantidad, menos el triplo del cuadrado de la primera 
por la segunda, más el triplo de la primera por el cuadrado de la segunda, 
menos el cubo de la segunda cantidad. 


Ejemplos (1) Desarrollar (a + 1)3. 
la + 1 =08 + 302(1) + 3a(12) + 18=08 + 302 +30 +1. R 


É 


(2) Desarrollar (x — 2)3. 
(x—28=x*-3x2(2])+3x(22)-2) =x) — 6x2 + 12x — B. R. 
(3) Desarrollar (4x + 535. 
(4x + 5) = (4x) + 3(4x)2(5) + 3(4x)(52)+5º = 64x? + 240x? + 300x + 125. R. 
(4) Desarrollar (x? — 3y)º. 
(x2— 3y)3 = (x2P — 3(x2)2(3y) + 3x2(3y)2 — (3y)º =x0— 9x%y + 27x2y? — 2773. R. 
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Dm» EJERCICIO 66 


Desarrollar: 
1 (a+2). 4. (n—4)8. Te (2+9º). 10. (a2-2b), 
3 (4-1). 5. (2x+1)8. 8. (1-2n)º. 11. (2x+39)º. 
3. (m+3). 6. (1-3y). 9. (4n+3). 12. (1-a?)?. 


(91) PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (x+a) (x+b) 
La multiplicación nos da: 











x +2 2 = X m x +6 
x +83 x —4 x +5 x —4 
x? + 9x xº— 3x x? — 2x x? + 6x 
“" 8x+ 6 — 4x + 12 +5x— 10 — 4x — 24 
x + 5x+ 6 x2— Tx + 12 x? + 3x — 10 xº + 2x — 24 


En los cuatro ejemplos expuestos se cumplen las siguientes reglas: 


1) El primer término del producto es el producto de los primeros tér- 
minos de los binomios. 

2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma alge- 
braica de los segundos términos de los binomios y en este término la x está 
elevada a un exponente que es la mitad del que tiene esta letra en el pri- 
mer término del producto. 

3) El tercer término del producto es el producto de los segundos tér- 
minos de los binomios. 


PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (mx + a) (nx + b). 

El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos 
en x tienen distintos coeficientes, puede hallarse fácilmente siguiendo los 
pasos que se indican en el siguiente esquema. 

Sea, hallar el producto de (3x + 5) (4x + 6): 


AME 





FIGURA 19 | 


Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x? +38x +30 R. 


So» EM o 69 RO ts 
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' (1) Multiplicar (x + 7)(x — 2). 
Ejemplos Coeficiente del segundo término .......... 7 —2=5 
Leresr SÉEMINO: «Sica atas rt er sisd 7 x(-2)=-—14 


luego (x+7]lx—2])=x2+5x— 4, R 
(2) Efectuar (x —7)(x — 6). 


Coeficiente del 2º término ........ [—Z)+i—6)=—13 
Tercer término ........icccscsec. I=7)x|—6)= +42 


lvego (x—7)lx—6)=x2?—-13x +42. R. 


Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse directamente 
sin escribir las operaciones intermedias. 


Efectuar (a— N)(a+ 9). 
(a—W)(a+9)=a?—20—99. R. 
Efectuar (x? + 7)(x2 + 3). 
(x +7)(x2+3)=x*+10x]+21. R. 


Obsérvese que como el exponente de x en el primer término del producto 
es 4, el exponente de x en el segundo término es la mitad de 4, o sea x? 


(5) Efectuar (xº— 12)(xº — 3). 
(x*— 12)(x* —3)=xº— 15x) +36. R. 


(3 


— 


(4 


— 
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Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(a+1)(a+2). T. (x—3)(x—1). 13. (n2-1)(n2+20). 19. (ab+5)(ab—6). 
(x+2)(x+4). 8. (x—5)(x+4). 14. (n3+3)(nº—6). 20. (xyº—-9(xyº+12). 
(x+5)(x—2). 9. (a-1)(a+10). 15. (x3+7)(xº—6). 21. (a2b2-D(a?b?+7). 
(m—6)(m—5). 10. (n—19)(n+10). 16. (a!+8)(at—1). 22. (xºy3—6)(xºy3+8). 
(x+T)(x—3). 11. (a2+5)(a2—9). 17. (a5—-2)(0º+7). 23. (0*-B(a+8). 
(x+2)(x—1). 12. (x2—1)(xº—7). 18. (as+T)(at—9). 24. (a*+1-G)(as+1—5), 


»- EJERCICIO 68 


MISCELANEA 
Escribir, por simple inspección, el resultado de: 
- (x+2)2. 14. (x+y+1)(x—y—1). 27. (208-5bº). 
2. (x+2)(x+3). 15. (I-a)(a+1). 28. (aº+12)(0º—15). 
3. (x+1)(x—1). 16. (m-8)(m+12). 29. (mê-m-+n)(ntm+tm?). 
à. (xl)? 17. (x2—1)(x2+3). 30. (xt+7)(xº—11). 
5. (n+3)(n+5). 18. (x3+6)(xº—8). 31. (11-ab)?. 
5. (m-3(m+3). 19. (5xº+6m?)2. 32. (x2y3—-8)(xºyº-+6). 
T (a+b=Ia+b+1). 20 (14-9P(x445) 33. (a+b)a-b)(a2—b?) 
8. (1+b)3. 21. (1-a+b)(b—a—1). Sé. (x+)(x—1)(xº—2). 
9. (a2+4)(a?—4), 22. (a*+br)(a*—br). 35. (a+3)(aº+9)(a—3). 
10. (3ab—5x2)2. 23. (xº+1-8)(x8+149), 36. (x+5)(x—5)(x2+1). 
11. (ab+3)(3—ab). 24. (a2b2+c?)(aºb?—c?). 37. la+1)(a-D(a+2)(a—2). 
12. (1-4ax)2. 25. (2a+x)3. 38. (a+2)(a—3)(a-2)/(a-+3). 


13. (a2+8)(a2—7). 26. (x2-11Xx2—9). 
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|l. COCIENTES NOTABLES 


Se lama -“cocientes notables a ciertos cocientes que obedecen a reglas 
fijas y que pueden ser escritos por simple inspección. 


COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS 
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA O LA 
DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 


a? — h2 
1) Sea el cociente 


a? — b? ra+b 


— ab — b? 


ab + b? 





Efectuando la división, tenemos: 





2 
2) Sea el cociente E Efectuando la división, tenemos: 





a? -b2 |a—b 

da O 
ab — b? 
—ab + b? | 


Lo anterior nos dice que: 


1) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la 
suma de las cantidades es igual a la diferencia de las cantidades. 


2) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la 
diferencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades. 


. (1) Dividir 9x2 — y? entre 3x + y. 
| | Ejemplos | hein 








4 =3e—y R 
3x +y 
(2) Dividir 1 -x *ontre 1 — x2. 
Es 
D=1+»2 R 
|I— x? 
(3) Dividir (a+b)2 — c2 entre (a +b)+. 
2 — 
RE E adiar, E 
(a+b) +c 
(4) Dividir 1I— (a +n)? entre 1— (a + n). 
= 2 
Ai o PR DT R. 


| — (an) 


COCIENTES NOTABLES 


m- EJERCICIO 69 


Hallar, por simple inspección, el cociente de: 




















==] xº—4 4x2—-9m?nº 
+. x+2 2x+3mn? e 
1 =x2 Dat 36m?—49n?x4 
1-=x a 3—x2' 6m—Tnx2 nú 
x? —y2 aº—4b? 81aº—10058 
Ê Te —es, o == 15. 
x+y a+2b 9a3-+10b+ 
y2— x2 25—36xº* a4b8—4x8yl0 
e “o 2 miar 


DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA 
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 





b3 
1) Sea el cociente aÊEs 





as +b* | a+b5. 
— 4º — qb a — ab + b? * 
— qºb 
a2b + ab? 
ab? + b3 
—ab2— bs 
a: — h3 
2) Sea el cociente — p” 
as — b' | a—b 
— q: + a2b a2 + ab + b? 
a2b 
— a2b + ab? 
ab? — b3 
— ab? + bº 


Lo anterior nos dice que: 


2 mnj 
xnyn : 
a2=+2—100 





a*+ 110 i 


1-9xem +4 


14+3x" +42" 


(x+)2—2? 


(x+y)—z 
(94) COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS 


e 107 


17. 
18. 
19. 


20. 


Ffectuando la división, tenemos: 


Efectuando la división, tenemos: 


1—(a+b)2 


1+(a+b) - 


4—(m+n)? 


2+(m+m) 


mca) 


x+(x—9) 
(a+x)?—9 


(atx)+3 





1) La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la suma de 
las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el pro- 
ducto de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segunda can- 


tidad. 


2) La diferencia de los cubos de dos cantidades dividida por la dife- 
rencia de las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, más 
el producto de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segunda 


cantidad. 
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E E I (1) Dividir 8xº + yº? entre 2x + y. 

emptos 

os E =p mp+yi=se-2y+y: R. 
x EY 


(2) Dividir 27xº + 125yº entre 3x2 + 5y3. 


27xº + 125yº 
SR = (3x2)º — 3x2(5y3) + (5yºP = 9x! — 15x2y3 + 25yº. 


3x2 + 5y3 
(3) Dividir 1 — 640º entre 1 — 4a. 
| — 640º 
— =] +40 + 160º. R. 
I—4a 
(4) Dividir 8x!2 — 729yº entre 2x* — 9y2. 
8x12 — 729y8 
OUT = 44º +8xiy2 + 8BIyt. R 
2x! — 9y? | 
Los pasos intermedios deben suprimirse y escribir directamente el resultado 
final. 


m- EJERCICIO 70 


Hallar, por simple inspección, el cociente de: 




















Ia? A 8x3-+27y3 1+asb8 . x8—927y3 ii G4a3+bº 
I+a  Qx+9% ab CR 4a] 
1-a? 27m3—125nº 729-512b3 Ba9+yº as—b8 
a 6. COMA" 10. as" 14. Days 18. apa 
xº-+y8 64a3-+343 a3x3-+b3 1-x12 125—-343x15 
e “a ão 7 WE 
8aº—1 6 216—125yº sé nº -m3x3 é 27xº-+1 ao nº+1 

Za— o 6-5 nm | Ba no 


(95) COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS 
IGUALES DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA 
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 


La división nos da; 





at — bs 
=a'+a2b +ab? + b3 
a-b a! — bs 
l. albica 28 II, uh O O Fab =D. 





ee * =at+asb + ab? + ab' + bi. 
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at + bt ai 
— no es exacta la división 
a + Ds a+b 
HI -———=at-asb-+a?b?— ab' + bi. IV. 
a + b as + b+ ds 
Ea no es exacta la división 
4 —— 


Lo anterior nos dice que: 
1) La diferencia de potencias iguales, ya sean pares o impares, es 
siempre divisible por la diferencia de las bases. 


2) La diferencia de potencias iguales pares es siempre divisible por 
la suma de las bases. 


3) La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la 
suma de las bases. 


4) La suma de potencias iguales pares nunca es divisible por la suma 
ni por la diferencia de las bases. 


Los resultados anteriores pueden expresarse abreviadamente de este 
modo: 


1) a"—b" es siempre divisible por a — b, siendo n cualquier número 
entero, ya sea par o impar. 

2) a" — b" es divisible por a +b siendo n un número entero par. 

3) a" +b" es divisible por a+b siendo n un número entero impar. 

4) a” +b" nunca es divisible por a+b ni por a—b siendo n un nú- 
mero entero par. 

NOTA 


La prueba de estas propiedades, fundada en el Teorema del Residuo, 
en el número 102. 


(96) LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES 


Los resultados de 1, II y III del número anterior, que pueden ser com- 
probados cada uno de ellos en otros casos del mismo tipo, nos permiten 
establecer inductivamente las siguientes leyes: 


1) El cociente tiene tantos términos como unidades tiene el exponen- 
te de las letras en el dividendo. 


2) El primer término del cociente se obtiene dividiendo el primer 
término del dividendo entre el primer término del divisor y el exponen- 
te de a disminuye 1 en cada término, 

3) El exponente de b en el segundo término del cociente es 1, y este 
exponente aumenta 1 en cada término posterior a éste. 


4) Cuando el divisor es a—b todos los signos del cociente son + y 
cuando el divisor es a + b los signos del cociente son alternativamente + y —. 
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Ejemplos (1) Hallar el cociente de x) — y” entre x—y. 


Aplicando las leyes anteriores, tenemos: 


x —y? 





= +xy+xty ty xyttxy+y*. R 
x =y 


Como el divisor es x — y, todos los signos del cociente son +. 





(2) Hallar el cociente de mº — nº entre m + n. 
A m? — mên + mn? — mtnº + min! — m?n8 + mnº — nº. R. 
m +n 


Como el divisor es m +n los signos del cociente alternan. 


(3) Hallar el cociente de xº + 32 entre x + 2. 

Como 32 = 2º, tendremos: 
+32 +25 
x+2 0 x+2 








xt — 2x3 +922xº — 28x 4+2!=x! — 2x3 + 4xº-—Bx+16. R. 


(4) Hallar el cociente de 640º — 729b8 entre 2a + 3b. 
Como 640º = (2a)º y 729bº = (3b)º, tendremos: 
64º — 729bº (2a) — (3b)* 
Za +3b 20 +3 
= (24) — (29)%3b) + (20)º(3b )2 — (20)*(3b)* + (20)(3b)! — (3b)º 
= 320º — 48aºb + 720ºb? — 10802b? + 162ab* — 243b”. R. 
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Hallar, por simple inspección, el cociente de: 














4-4 T—m” t-nº 7— 1928 594995 
o tãS, já o e: RR RR 
Xx—y a=m I—n %—2 x+3y 
mº-+nº5 as—b8 —aº a*-+243 16at—81b4 
- 8. : 14. a : 20. Í 26. ————— 
mn a+-b l-a a+3 2a—3b 
ad— ns x10— 10 7 6— 4m8—799n8 
Ned 4 id E ii e 
a—n X—y l-+a X—3 am-+3n 
3.158 9 9 48 —ws DA 10 
Eai al 10. mº-+n | 16. 1 dic 29. 625 id 98. 1024x a 
x+9 m+n l+m x+5 2x—1 
e—b6 9—n9 4 8.95 19091 69 
ms Ad cos EC É, a E vaga E 
a—b m—n x—2 m—? 2a-+b 
KT + 7 GO — ão 6 10. 6.7 
) 19. 18 xº— 64 | 2a. x l 30. aº—T29 
x+y a+x x-+2 H=1 a—3 





















































to 
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(>) Hallar el cociente de a!º + b1º entre a? + b2, 


En los casos estudiados hasta ahora los exponentes del divisor han sido siem- 
pre 1. Cuando los exponentes del divisor sean 2, 3, 4, 5, etc., sucederá que 
el exponente de a disminvirá en cada término 2, 3, 4, 5, etc.; la b aparece 
en el segundo término del cociente elevada a un exponente igual al que tiene 
en el divisor, y este exponente en cada término posterior, aumentará 2, 3, 


4, 5, etc. 
alo + bl10 
a? + b? 


donde vemos que el exponente de a disminvye 2 en cada término y el de b 
aumenta 2 en cada término. 


Así, en este caso, tendremos: = q* — ab? + atbt — ab! + bº. R. 


(9) Hallar el cociente de x!5 — y15 entre xº — y3, 


es 













































EJERCICIO 72 
Escribir, por simple inspección, el cociente de: 
x 9º 4 al2— biz mi2+1 10. 2030 mn) dO | 13. ai b2s | 
x3-+-5)2 as b3 mi+1 x5+y5 a b5 
as—b8 qi 2 11. ml +nºl 14. q30 — 30 | 
at+b? qê—8 mt=n* mê-+-nº a8—mº 
aiii eai. A 9. at 12. x24—1 
m?-—n? xº+y3 as+b3 xº—1 
EJERCICIO 73 
MISCELANEA 
Escribir el cociente sin efectuar la división: 
ma ! 5 A) 1 
x*- 1 7. l+a | 13. 32xº-+243y 19. 1+a 
1+x2 I-+a 2x+8) x+1 
cla di 8. TOME) Som 14. a5-(a+ 1)" 20 die 104 
Im+-n? 4xy2+5m3 5+(a+1) áRE 
Pa, 10 
1-—aº 9, op 15" 15. de 91. 9—36x 
e x3 +93 l—x4 3+6xº 
6—9T43 97 Ln27 694999 xº— 256 
Edi: 8 jo, E já RS 22. 
xº-—3y aº+y9 4x2-—Ty3 x—2 
| E 6 44h48. 6 18... h18 
o ses — Mpaniiação 
x3+7y3 a2b2+ 8x3 a3+b3 
= —a2b4e8 2-2 
als di 19. 1 Ee. 18. (a+x)2—» | 
a2—b? l-ab2ct (a+x)—y 





SIRACUSA 





: | <a. AU 


ARQUIMEDES (287-212 A. €.) El más genial de los 
matemáticos de la Antigiedad. Fue el primero en 
aplicar metódicamente las ciencias a los problemas de 
la vida real. Por espacio de tres afios defendió a Si- 
racusa, su ciudad natal, contra el ataque de los ro- 


manos. Fue autor de innumerables inventos mecânicos, 
entre los que están el tornillo sinfin, la rueda dentada, 
etc. Fue asesinado por un soldado enemigo mientras 
resolvia un problema matemático, Fundó la Hidros- 
tática al descubrir el principio que lleva su nombre. 


CAPITULO 
TEOREMA DEL RESIDUO VII 


POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL 


Un polinomio como xº + 5x? — 3x + 4 es entero porque ninguno de sus 
términos tiene letras en el denominador y es racional porque ninguno de 
sus términos tiene raiz inexacta. Este es un polinomio entero y racional en 
x y su grado es 3. 


El polinomio a*+Gat— 3aº + 5a? +8a+3 es un polinomio entero y 
racional en a y su grado es 5. 


RESIDUO DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO Y 
RACIONAL EN x POR UN BINÔMIO DE LA FORMA x—a 


1) Vamos a hallar el residuo de la división de xº— 7xº+ 17x — 6 en- 


tre x=—3. 
Efectuemos la división: qt ut = O [y=a 
—x3+ 3x x2—4x+5 
 —4x2+ Tx 
4xº — 12x 
= 6 
— dx + 15 


) 
La división no es exacta y el residuo es 9. 
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Si ahora, en el dividendo xº — 7x? + 17x — 6 sustituimos la x por 3, ten- 
dremos: 38-18) +17(3)-6=27-63+51-6=9 
y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x — 3 se obtiene 
sustituyendo en el polinomio dado la x por + 3. 


2) Vamos a hallar cl residuo de la división de 3xº—- 2x? — 18x — 1 en- 
tre x+ 2. 


Efectuemos la división: 8x —2xº — 18x — 1, | mt 2 
— 3xº — 6x? 3x2 — 8x — 2 
— 8x? — 18x 
8x? + 16x 
e 9 ma 
2x + 4 
3 


Si ahora, en el dividendo 3xº — 2x? — 18x — 1 sustituimos la x por —2, 
tendremos: q ms g-ap-Igi-D-1==24-8486-1=8 
y vemos que el residuo de dividir el polinomro dado entre x + 2 se obtiene 


sustituyendo en el polinomio dado la x por —2. 
Lo expuesto anteriormente se prueba en el 


TEOREMA DEL RESIDUO 


El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x por un bi- 


nomio de la forma x—a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la 
x por a. 


Sea el polinomio 4x" + Bxn-l+CxM A css +Mx+N. 


Dividamos este polinomio por x —a y continuemos la operación hasta 
que el residuo R sea independiente de x. Sea Q el cociente de esta división. 

Como en toda división inexacta el dividendo es igual al producto del 
divisor por el cociente más el residuo, tendremos: 


AND Dn CR desses +Mx+N=(x-—-a)Q+R. 
Esta igualdad es cierta para todos los valores de x. Sustituyamos la x 
porá ptendremos pus Bray Qui Sos +Ma+N=(a-a)Q+R. 
Pero (a-a)=0 y (a—-a)Q=0xQ =0; luego, la igualdad anterior se 
convierte en qm + Bami + Cam2+....... +Ma+N=R, 


igualdad que prueba el teorema, pues nos dice que R, el residuo de la di- 
visión, es igual a lo que se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la 
x por a, que era lo que queriamos demostrar. 
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NOTA 


Un polinomio ordenado en x suele expresarse abreviadamente por la 
notación P(x) y el resultado de sustituir en este polinomio la x por a se 
escribe P(a). 

Si el divisor es x+a, como x+a=x—(—a), el residuo de la división 
del polinomio ordenado en x entre x +a se obtiene sustituyendo en el po- 
linomio dado la x por —a. 

En los casos anteriores el coeficiente de x en x—-a y x+a es 1. Estos 
binomios pueden escribirse Ix—a y Ix+a. 

Sabemos que el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre 
x—a 6 Ix—a se obtiene sustitayendo la x por a, o sea, por ba y el residuo 
de dividirlo entre xt+a ó Ix+a se obtiene sustituyendo la x por —a, o 
sea por —— 


Por tanto, cuando el divisor sea la forma bx —a, donde b, que es el 
coeticiente de x, es distinto de 1, el residuo de la división se obtiene sus- 


é . Ê u Sal 
tituyendo en el polinomio dado la x por a) cuando el divisor sea de 1. 
forma bx +a el residuo se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x 


por — É 


En general, el residuo de dividir un polinomio ordenado en x por un 
binomio de la forma bx —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado 
la x por el quebrado que resulta de dividir el segundo término del bino- 
mio con el signo cambiado entre el coeficiente del primer término del 
binomio. 


(1) Hallar, sin efectuar la división, el residuo de dividir 
Ejemplos x — 7x +6 entre x— 4, 


Sustituyendo la x por 4, tendremos: 
4-—7(4)+6=16-28+6=-—6. R 
(2) Hallar, por inspección, el residuo de dividir a + 5a? +a— 1 entre a + 5. 
Sustituyendo la a por — 5, tendremos: 
|—5P+5(—-5P+(-5)-1=—-125+125-5—-1=-—-6. R 
(3) Hallar, por inspección, el residuo de 2x! + 6x2— 12x + 1 entre 2x +11. 


: 1 
Sustituyendo la x por — Pe tendremos: 


2(—P+H6(—-I-]+I=—I++6+1=5. R 


4 
(4) Hallar, por inspección, el residuo de at — 9a? — 3a + 2 entre 3a — 2. 


2 
Sustituyendo la a por ei tendremos: 


2 2,» 2 8 4— E 
Gr-otip-ai)+2=5-4—2+2=- R 
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EJERCICIO 74 


Hallar, sin efectuar la división, el residuo de dividir: 


xº-2x+3 entre x—l. 7. a'-Za3+2a—-4 entre a—s. 
xº—3x2+2x—2 entre x+l1. 8. 6xº+x2+3x+5 entre 2x+1. 
xt—xº+5 entre x—2. 9. 12x)-21x+90 entre 3x—3. 
at—Sa!+2a2—6 entre a+3. 10. 15xº—-11x2+10x+18 entre 3x+2. 
mt-t-m'-—m?-+5 entre m—4. 11. 5xt-12xº+9x2º—-29x191 entre 5x—2. 
xº-+3xt—2x3-+-4x2º-9x+2 entre x+3. 12. aftta'-Ba?+4a+1 entre Za+3. 


DIVISION SINTETICA. 
REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COCIENTE Y EL RESIDUO DE 


LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO EN x POR x — a. 
xº — 5x2 + 3x + 14 Ed 3 


(2) onpgpu RP 





1) Dividamos xº — 5x2 + 3x + 14 pn = 
entre x—3. TRRR dA 
i 2x2 — 6x 
— 3x +14 
3x — 9 
5 


Aquí vemos que el cociente x2—-2x—3 es un polinomio en x cuyo 
grado es 1 menos que el grado del dividendo; que el coeficiente del primer 
término del cociente es igual al coeficiente del primer término del divi- 
dendo y que el residuo es 5. 

Sin efectuar la división, el cociente y el residuo pueden hallarse por 
la siguiente regla práctica llamada división sintética: 

1) El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el 
grado del dividendo. 

2) El coeficiente del primer término del cociente es igual al coefi- 
ciente del primer término del dividendo. 

3) El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene 
multiplicando el coeficiente del término anterior por el segundo término 
del binomio divisor cambiado de signo y sumando este producto con el 
coeficiente del término que ocupa el mismo lugar en el dividendo. 

4) El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del último tér- 
mino del cociente por el segundo término del divisor cambiado de signo y 
sumando este producto con el término independiente del dividendo: 

Apliquemos esta regla a la división anterior. Para ello escribimos so- 
lamente los coeficientes del dividendo y se procede de este modo: 


Dividendo.... xº — 5x + 3x + 14 Divisor x 3 


Coeficientes... 1 5 + 3 +14 [+ gm PR térmi- 
1x3= 3 (-2x3=-6 (-3)x8=-:9 Ea gs o 
1 = E + 5 cambiado). 
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E] cociente será un polinomio en x de 2º grado, porque el dividendo 
es de 3er. grado. 

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el 
dividendo. 

El coeficiente del segundo término del cociente es — 2, que se ha ob- 
tenido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia- 
do +3, por el coeficiente del primer término del cociente y sumando este 
producto, 1x 3=3, con el coeficiente del término que ocupa en el dividen- 
do el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el segundo 
del dividendo — 5 y tenemos —5+3 =— 2, 

El coeficiente del tercer término del cociente es —3, que se ha obte- 
nido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia- 
do +3, por el coeficiente del segundo término del cociente — 2 y sumando 
este producto: (— 2) x 3=— 6, con el coeficiente del término que ocupa en 
el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el 
tercero del dividendo +3Y tenemos + 3 —6 = —3, 

El residuo es 5, que se obtiene multiplicando el coeficiente del último 
término del cociente — 3, por el segundo término del divisor cambiado de 
“signo +3 y sumando este producto: (— 3) x 3=— 9, con el término indepen- 
diente del dividendo +14 y tenemos + 14 —9 = +.5, 

Por lo tanto, el cociente 
de la división es 


que son el cociente y el residuo que se obtuvieron efectuando la división. 





Con este método, en realidad, lo que se hace es sustituir en el poli- 
nomio dado la x por +3. 


2) Hallar, por división sintética, E es 
el cociente y el resto de las divisiones | 2x! — 5xº + 6x2 — 4x — 105 entre x +2, 


Coeficientes (20. término del divisor 
del dividendo con el signo cambiado) 
2 — O + 6 — 4 = 105 |—-2 << 






ax(-2)=-4 (-9x(-2D= 18 24x(-- 2D=—-48 (-52)x (- 2)= 104 
2 =. 9 + 24 — 52 — 1 


(residuo) 


Como el dividendo es de 4º grado, el cociente es de. 3ºr. grado. 





Los coeficientes del cociente 
son 2, —9, +24 y —52; luego, el 
cociente es so 


Con este método, hemos sustituido en el polinomio dado la x por —2. 
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3) MHallar, por división sintéfica, 
el cociente y el residuo de dividir 
Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos en 


x* y en x2, al escribir los coeficientes ponemos 0 en los lugares que debían 
ocupar los coeficientes de estos términos. 





Tendremos: 
1 + O -= 16 +0 = 202 + ” t- 
, 4 16 0 | 808 
1 + 4 0 0 — 202 -721 
(residuo) 


Como el dividendo es de 5º grado, el cociente es de 4º grado. 


Los coeficientes del cociente 
son 1, +4, 0, O y — 202; luego, el 
COCHNTE ÉS dana 








$=18—6 entre 2x+1. 


4) Hallar por división sintética el cociente . 
y el resto de la división de--— 4 


Pongamos el divisor en la forma x+a dividiendo sus dos términos 


2x - Su” 
por 2 y tendremos TS =x+4%. Ahora bien, como el divisor lo hemos 


dividido entre 2, el cociente quedará multiplicado por 2; luego, los coefi- 
cientes que encontremos para el cociente tendremos que dividirlos entre 2 
para destruir esta operación: 


2 =8 +0 e =: 

el +2 ge 4 

2 -4 +2 -8 "2 

(residuo) 

2,—4, +2 y —8 son los coeficientes del cociente multipli- 

cados por 2; luego, para destruir esta operación hay que 

dividirlos entre 2 y tendremos 1, —2, +1 y —4. Como el 
cociente es de tercer grado, el cociente será: 


y el residuo es — 2 porque al residuo no le afecta la división del divisor 
entre 2. 
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BD» EJERCICIO 75 


Hallar, por división sintética, el cociente y el resto de las divisiones 
siguientes: 


1. x2-7Tx+5 entre x—8. &. x3-9x2+x—9 entre x—2. 
2. a?-Ba+l entre a+2. 5. a3-2a2—6 entre a+3. 
3. x3-x2+92x—2 entre x+1. 6. nt--Bn3+4n—48 entre n+2. 


oo ad 
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x*-3x+5 entre g—l. 11. xº-3x5+4x!—-3xº—-x2+2 entre x+3. 
xºtxt—12xº—x2—4x—2 entre x+4. 12. 2xº-3x2+'7x—S entre 2x—1. 
aº—3aº--4a—b entre a—2. 13. 3aº-4a?+5a-+6 entre 3a+2. 
xº—208x2+2076 entre x—5. 14. 3x!-4x3+4x2—-10x+8 entre 3x—1. 


15. x0—x4p Tx px2—] entre 2x+3. 


COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO 


DIVISIBILIDAD POR x—a 


Un polinomio entero en x que se anula para x =a, o sea sustituyendo 
en él la x por a, es divisible por x —a. 


Sea el polinomio entero P(x), que suponemos se anula para x=a, es 
decir, sustituyendo la x por a. Decimos que P(x) es divisible por x — a. 

En efecto: Según lo demostrado en el Teorema del Residuo, el resi- 
duo de dividir un polinomio entero en x por x—a se obtiene sustituyendo 
en el polinomio dado la x por a; pero por hipótesis P(x) sé anula al susti- 
tuir la x por a, o'sea P(a)=0; luego, el residuo de la división de P(x) en- 
tre x—a es cero; luego, P(x) es divisible por x —a. 

Del propio modo, si P(x) se anula para x=-—a, P(x) es divisible por 


x—(—-a)=x-+a; si P(x) se anula para =, será divisible por ps o 


por bx—a; si P(x) se anula para n=—5 será divisible por x — (=) = 
a 
“+ o por bx-+a. 


Reciprocamente, si P(x) es divisible por x—a tiene que anularse para 
x=a, es decir, sustituyendo la x por a; si P(x) es divisible por x +a tiene 
que anularse para x=— a; si P(x) es divisible por bx —a tiene que anularse 

q E u 
para =" y 81.8 divisible por bx +a tiene que anularse para x = — —. 


: (1) Hallar, sin efectuar la división, si xº — 4x? + 7x — 6 es divisible 
Ejemplos por x—2. 


Este polinomio será divisible por x—2 si se anula para x=+2. 


Sustituyendo la x por 2, tendremos: 
2º-4/2)*47(2]—-6=8—-16+14-6=0 
luego es divisible por x — 2. 


(2) Hallar, por inspección, si xº — 2x? + 3 es divisible por x + 1. 
Este polinomio será divisible por x + 1 si se anula para x=— 1. 
Sustituyendo la x por — 1, tendremos: 

(-18-2(-1P+3=-1-2+3=0 
luego es divisible por x + 1. 
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(3) Hallar, por inspección, si x!+ 2x) — 2x2+ x — 6 es divisible por x+3 y en- 
contrar el cociente de la división. 
Aplicaremosla división sintéticadel número 100 con la cual hallamos simul- 
táneamente el cociente y el residuo, si lo hay. 


Tendremos: ] + 2 = + 7 — 6 “a 
—3 3 2 + 6 ça 
l add + 2 6) 


(residuo) 


Lo anterior nos dice que el polinomio se anula al sustituir la x por — 3; luego 
es divisible por x + 3. 
El cociente es de tercer grado y sus coeficientes son 1, — 1, + 1 y —2, luego 
el cociente es 

x$—-x +x—2. 


Por tanto, si el dividendo es x! + 2x) — 2x? + x — 6, el divisor x+3 y el co- 





CONDICION NECESARIA PARA LA DIVISIBILIDAD DE UN POLINOMIO 
EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA x — a. 


Es condición necesaria para que un polinomio en x sea divisible por 
un binomio de la forma x—a, que el término independiente del poli- 
nomio sea múltiplo del término a del binomio, sin tener en cuenta los 


sIgNOS. Así, el polinomio 3x!+ 2xº — 6x2 + 8x +7 no es divisible 
por el binomio x —3, porque el término independiente del polinomio 7, 
no es divisible por el término numérico del binomio, que es 3. 

Esta condición no es suficiente, es decir, que aun cuando el tér- 
mino independiente del polinomio sea divisible por el término a del 
binomio, no podemos afirmar que el polinomio en x sea divisible por 
el binomio x—a. 

»» EJERCICIO 76 


Hallar, sin efectuar la división, si son exactas las divisiones siguientes: 


1. x2-x—6 entre x—3. 4. xbtxt-5xº—-Tx+8 entre x+3. 
2 x34+4x2-x—10 entre x+2. D. 4x3-8x2+11Ix—4 entre 2x—1. 
3 2xt-5x34+7x2-9x+3 entre x—l. 6. 6x5+9x!-9x3-x2+3x+3 entre 8x+1. 


Sin efectuar la división, probar que: 


ft. a41 es factor de at-2a2+9a-+5. 

5. x—5 divide a »5—6x4+6x3—5x2+9x—10. 

9. 4x—3 divide a 4x4-7x3+7x2—Tx+8, 

10. 3n+2 no es factor de 3nº+2n!—-3n3—9n2+6n+T. 
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Sin efectuar la división, hallar si las divisiones siguientes son o no exactas 
y determinar el cociente en cada caso y el residuo, si lo hay: 
11. 29º-292—-4a-+16 entre a+2. 
12. at-a?+92a+2 entre a+l. 
13. xtt+5x—6 entre x—1. 
14. xº-39x!+26xº—52x2+29x—30 entre x—6. 
15. af-40º-a!t+da'+a?-Ba+25 entre a—4. 
16. 16x!-24xº+37x2-24x+4 entre 4x—1., 
17. 15nº+25nº—18nº—-18nº+17n—11 entre 3n+5. 


En los ejemplos siguientes, hallar el valor de la constante K (término 
independiente del polinomio) para que: 


18. 7xº-5x+K sea divisible por x—5. 

19. xº-8x2+4x+K sea divisible por x—2. 

20. 2at+25a+K sea divisible por a+8. 

21. 20x)-7x2+29x+K sea divisible por 4x+1 


DIVISIBILIDAD DE a" +b" y a"—b" POR atb y a—b 
Vamos a aplicar el Teorema del Residuo a la demostración de las re- 
glas establecidas en el número 95. 


Siendo n un número entero y positivo, se verifica: 


1) a"—b" es siempre divisible por a—b, ya sea n par o impar. 

En efecto: De acuerdo con el Teorema del Residuo, a” — b” será divi- 
sible por a—b, si se anula sustituyendo a por +». 

Sustituyendo a por +b en a" — br, Ce =br=br-br=0, 
tenemos: 


Se anula; luego, a” — b" es siempre divisible por a—b. 


2) a? +b" es divisible por a+b si n es impar. 
Siendo n impar, a" +b" será divisible por a+b si se anula al susti- 
tuir a por —b. 


Sustituyendo a por — b en a” + br", 
tenemos: 





Se anula; luego, a” +b" es divisible por a+b siendo n impar. 
(- b)'=-—b" porque n es impar y toda cantidad negativa elevada a un ex- 
ponente impar da una cantidad negativa. 


5) a"—b" es divisible por a+b si n es par. 


Siendo n par, a" — b" será divisible por a+b si se anula al sustituir 
la a por —»b. 
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Sustituyendo la a por —b en a” — br”, ae —br=(—-b)r—-br=b"r—-br=0. 
tenemos: ch e é 

Se anula; luego, a” — b" es divisible por a + b siendo n par. (— br =b” 
porque n es par y toda cantidad negativa elevada a un exponente par da 
una cantidad positiva. 





4) a? +b" no es divisible por a+b si n es par. 

Siendo n par, para que a” + b" sea divisible por a + b es necesario que 
se anule al sustituir la a por —»b. 

Sustituyendo la a por —b, arbr=(-bp+br=bº+br=2bn, 
tenemos: die: | 

No se anula; luego, a” + b" no es divisible por a + b cuando n es par. 








5) a” + b" nunca es divisible por a—b, ya sea n par o impar. 
Siendo n par o impar, para que a" + b" sea divisible por a— b es nece- 
sario que se anule al sustituir la a por +». 
Sustituyendo, erbabrrbr=9ba, 
tenemos: E 
No se anula; luego, a” + b" nunca es divisible por a—b 


m- EJERCICIO 77 
Diga, por simple inspección, si son exactas las divisiones siguientes y en 
caso negativo, diga cuál es el residuo: 
































xº+1 x8—1 ' as+b8 ; xº—8 o a'+392 "1 16a*—-81b% 
x— é x2+1 ab? * — x+27 ar — VPa+3b 
444 np t— 1 1—198 a3x8-+b9 
u i são, ts nEle tl. 
a+b a—1 x—1 x+2 -x+2 ax2+b3 
a” + b” 
DIVISIBILIDAD DE 
atb 
1 - bp” a + b' , 
TRE siempre es divisible. ay. es divisible sin es impar. 
a—b ab 
a” — by" a" «bo ( 


nunca es divisible. 





es divisible sin espar. 4) 
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CLAUDIO PTOLOMEO (1000-175 D. €.) El más so- 
bresaliente de los astrónomos de la época helanística. 
Nacido en Egipto, confluencia de dos culturas, Orien- 
te y Occidente, influyó igualmente sobre ambas. Su 
sistema geocéntrico dominó la Astronomía durante 





ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO 


CON UNA INCOGNITA 
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catorce siglos hasta la aparición de Copérnico. Aunque 
es más conocido por estos trabajos, fue uno de los 
fundadores de la Trigonometria. Su obra principal, el 
Almagesto, en que se abordan cuestiones científicas, 
se utilizó en las universidades hasta el siglo XVIII. 


CAPITULO VIII 


103) IGUALDAD es la expresión de que dos cantidades o expresiones al- 
; gebraicas tienen el mismo valor. 


Ejemplos | a=b+e. 3x = 4x + 15. 


ECUACION es una igualdad en la que hay una o varias cantidades 
desconocidas Ilamadas incógnitas y que sólo se verifica o es verdadera 
para determinados valores de las incógnitas. 
Las incógnitas se representan por las últimas letras del alfabeto: 
%s ) % UU. 
Así, ox + 2=17 
es una ecuación, porque es una igualdad en la 
que hay una incógnita, la x, y esta igualdad sólo 
se verifica, o sea que sólo es verdadera, para el 53)+2=17, o sea: 17=17. 


valor x=3. En efecto, si sustituimos la x por 3, 
tenemos: ” 


S1 damos a x un valor distinto de 3, la igualdad no se verifica o no es 
verdadera. 
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La igualdad yº— 5y=-—6 es una ecuación porque es 2º — 5(2) = — 
una igualdad que sólo se verifica para y=2 e y=3. En efec- 4 — 10 =— 
to, sustituyendo la y por 2, tenemos: — AS e. 4 =6 

Si hacemos y=38, tenemos: — 5(3)=— 

— 15 =— 
— 6 =—6 
Si damos a y un valor distinto de 2 ó 3, la igualdad no se verifica. 


IDENTIDAD es una igualdad que se verifica para cualesquiera valo- 
res de las letras que entran en ella. 
Así, (a—-b)?2=(a-—b)(a—b) 
a—-mê=(a+m)(a—-m) 
son identidades porque se verifican para cualesquiera valores de las letras 
ay b en el primer ejemplo y de las letras a y m del segundo io. | 


El signo de identidad es =, que se lee “idéntico a”. 
Así, la identidad de (x +)? con x? + 2xy + y? se escribe 


y se lee (x +y) idéntico a x? + 2xy + y? 





MIEMBROS 


Se llama primer miembro de una ecuación o de una identidad a la 
expresión que está a la izquierda del signo de igualdad o identidad, y se- 
gundo miembro, a la expresión que está a la derecha. 


Asi, en la ecuación spp Su au 


el primer miembro es 3x — 5 y el segundo miembro 2x —3. 


TERMINOS son cada una de las cantidades que están conectadas con 
otra por el signo + o —, o la cantidad que está sola en un miembro. 


Así, en la ecuación TAS ND o o: 
3x—-5=2x—83. 


los términos son 3x, —5, 2x y —3. 
No deben confundirse los miembros de una ecuación con los términos 
de la misma, error muy frecuente en los alumnos. 


Miembro y término son equivalentes sólo cuando en un miembro de 
una ecuación hay una sola cantidad. 


Asi, en la ecuación [ra 





tenemos que 3x es el primer miembro de la ecuación y también es un 
término de la ecuación. 
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CLASES DE ECUACIONES 


Una ecuación numérica es una ecuación 
que no tiene más letras que las incógnitas, como 


donde la única letra es la incógnita x. 





Una ecuación literal es una ecuación 
que además de las incógnitas tiene otras letras, 
que representan cantidades conocidas, como 





Una ecuación es entera cuando ninguno de sus términos tiene de- 
nominador como en los ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando al- 
gunos o todos sus términos tienen denominador, como” 


GRADO de una ecuación con una sola 
incógnita es el mayor exponente que 
tiene la incógnita en la ecuación. Así, 


son ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de x es 1. 








La ecuación 


es una ecuación de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2. 
Las ecuaciones de primer grado se llaman ecuaciones simples o lineales. 


RAICES O SOLUCIONES de una ecuación son los valores de las in- 
cógnitas que verifican o satisfacen la ecuación, es decir, que sustitui- 
dos en lugar de las incógnitas, convierten la ecuación en identidad. 





Así, en la ecuación A E 


la raíz es 7 porque haciendo x=7 se tiene 
(7) —-6=%K7)+8, o sea 29=29, 
donde vemos que 7 satisface la ecuación. 
Las ecuaciones de primer grado con una incógnita tienen una sola raíz. 


(mn) RESOLVER UNA ECUACION es hallar sus raíces, o sea el valor o los 
valores de las incógnitas que satisfacen la ecuación. 


(12) axioma FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES 


Si cen cantidades iguales se verifican operaciones iguales los resulta- 
dos serán iguales. 
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REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA 
1) Si a los dos miembros de una ecuación se suma una misma canti- 


dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


2) Si a los dos miembros de una ecuación se resta una misma canti- 
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


3) Si los dos miembros de una ecuación se multiplican por una mis- 
ma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


4) Si los dos miembros de una ecuación se dividen por una misma 
cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


5) Si los dos miembros de una ecuación se elevan a una misma po- 
tencia o si a los dos miembros se extrae una misma raíz, la igualdad subsiste. 


LA TRANSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar los térmi- 
nos de una ecuación de un miembro al otro. 


REGLA 


Cualquier término de una ecuación se puede pasar de un miembro a 
otro cambiándole el signo. 


En efecto: 


1) Sea la ecuación 5x=2a— b. 


Sumando b a los dos miembros de esta ecuación, la igualdad subsiste 


Regla 1), y tend os: 
Cega 4) Y tenÓremos: 


omo — b+b=0, queda 
x d 5x +b=2a 


donde vemos que — b, que estaba en el segundo miembro de ka ecuación 
dada, ha pasado al primer miembro con signo +. 
2) Sea la ecuación 3x + b = 2a. 


Restando b a los dos miembros de esta ecuación, la igualdad subsiste 
Regla 2), y tendremos: ! a 
dic Bx+b-b=2a-b 


b—b=0, d 
y como ) queda dai 


donde vemos que +b, que estaba en el primer miembro de la ecuación 
dada, ha pasado al segundo miembro con signo —. 
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Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una 
ecuación, pueden suprimirse. 


"Así, en la ecuación 





tenemos el término b con signo + en los dos miembros. Este término puede 


suprimirse, quedando Sd 


porque equivale a restar b a los dos miembros. 
En la ecuación ' é Ed 
0% — = 437 2º O 
tenemos el término x? con signo-x* en los dos miembros. 
Podemos suprimirlo, y queda 
ox = dx + 5, 


porque equivale a sumar x”? a los dos miembros. 


CAMBIO DE SIGNOS 


Los signos de todos los términos de una ecuación se pueden cambiar 
sin que la ecuación varíe, porque equivale a multiplicar los dos miembros 
de la ecuación por —1, con lo cual la igualdad no varia. (Regla 3). 


Asi, si en la ecuación Ta 





multiplicamos ambos miembros por —1, para lo cual hay que multi- 
plicar por —1 todos los términos de cada miembro, tendremos: 


2x +3=—- x+ 15, 


que es la ecuación dada con los signos de todos sus términos cambiados. 


RESOLUCION DE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCOGNITA 


REGLA GENERAL 


1) Se efectúan las operaciones indicadas, si las hay. 


2) Se hace la transposición de términos, reuniendo en un miembro 
todos los términos que contengan la incógnita y en el otro miembro todas 
las cantidades conocidas. 


3) Se reducen términos semejantes en cada miembro. 


4) Se despeja la incógnita dividiendo ambos miembros de la ecuación 
por el coeficiente de la incógnita. 


Ejemplos 
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(1) Resolver la ecuación 3Ix—5=x+3. 


Pasando x al primer miembro y — 5 al segundo, cam- 
biándoles los signos, tenemos, 3x — x=3+5. 


Reduciendo términos semejantes: 


Despejando x para lo cual dividimos los dos 
miembros de la ecuación por 2, tenemos: 


VERIFICACION 


(2 


Da 


2x=8 


A +. y simplificando x=4. R. 


La verificación es la prueba de que el valor obtenido para la incógnita es 


correcto. 


La verificación se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuación 
dada la incógnita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la ecuación 
dada se convertirá en identidad. 


Asi, en el caso anterior, haciendo x = 4 en la ecuación 


dada tenemos: 








El valor x = 4 satisface la ecuación. 


Resolver la ecuación: 35 — 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32. 
Pasando — 30x al primer miembro y 35 y 6 al segundo: 


— 22x — 18x + 30x = 14 +32 — 35 — 6. 





Reduciendo: — 10x = 5. 
Dividiendo por — 5: 2x =— 1. 
Despejando x para lo cual di- x=—t. R 
vidimos ambos miembros por 2: E 
VERIFICACION 
Haciendo x=— 4 en la ecuación dada, se tiene: > 20 SEA 


1 
2 
3. 
& 
5 
6 
7 


35—22(—-3)+6—-18(—-3)=14—-30(— 4) + 32 


EJERCICIO 78 


Resolver las ecuaciones: 


ox=8x—15. 
4x+1=2. 
y—5=3y—25. 
ox+6=10x+5. 
9y—11=—10+129. 
21-6x=27—8x. 


1lIx+5x—1=65x—36. 


35+1+6+9=14+15+32 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 


61 = 61. 


Bx—4+3x=7x+x+ 14: 
8x+9—12x=4x—13—5x. 
5y+6y—81=7y+102+659. 
16+7x—5b+x=llx—3—x. 
3x+101-4x—33=108-16x—100. 
14—-12x+39x— 18x=256—-60x—657x. 
8x—15x—30x—51x=53x+31x— 172. 
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON SIGNOS DE AGRUPACION 


i —(9x— 1=7x—(3— A 
Ejemplos (1) Resolver 3x— (2x— 1]=7x—[3— 5x) +[— x +24) 


Suprimiendo los signos de agrupación: 
dx—Qx+ti=7x—3+H5x—x+ 24. 


! 


-f- H--I0 +. 
Transponiendo: e -— Dm 1% — Se + a -— 3 | 24 — 1. 
'“Reduciendo: — 10x = 20 
x=-2=-2. R 


10 


(2) Resolver 5x+ | —2x+[-x+6) |=18— | —[7x+ 6) — [3x — 24) | 


4 


Suprimiendo los paréntesis interiores: 
x +(—2X —x+6 1=18—-:—7x—6—-Ikx+24 > 
Suprimiendo las llaves: 


Sx— 2x— x+6=18+7x+6+3Ix— 24 
5x—2x— x—7x— 3Ix=18+6—-24—6 


— Bx=—6. 
Multiplicando por — 1: 8x = 6. 
Dividiendo por 2: 4x = 3. 
x=2. R. 


»- EJERCICIO 79 
Resolver las siguientes ecuaciones: 


1. x—2x+1)=8—(3x+3). 

2. 15x—10=6x—(x+2)+(—x+3). 

3. (5-3x)—(—4x+6)=(8x+11)—(3x—6). 

4. 30x—(—x+6)+(—5x+4)= —(5x+6)+(—8+3x). 

5. 15x+(—6x+5)-2—(—x+3)= —(7x+23)—x+(3—2%). 
6. 3x+[—-5x—(x+3)]=8x+(—0x—9). 

7. 16x—[3x—(6—9x)]=30x+[—(3x+2)—(x+3)]. 

8. x—[5+3x—(5x—(6+x) |]=—3. 

D. 9x—(5x+1)—/24+8x—(7x— 5) |-+9x=0 

10. +[-5x+(—2x+3)]=25—[—(3x+4)—(4x+3)]. 

11. —]3x+8-[-15+6%4—(—3x+2)—(5x+4)]-29|=—5. 
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(117) RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON PRODUCTOS INDICADOS 


R (1) Resolver la ecuación 
Ejemplos 10x—9)—9(5—6]=2(4x— 1) +5(1+ 2%). 
Efectuando los productos indicados: 


10x — 90 — 45 + 54x = 8x — 2 + 5 + 10x. 


—90—45+54x=8x—2+5 


Suprimiendo 10x en ambos Ric Are = 245400445 


miembros por ser cantidades 


iguales con signos iguales en 46x = 138 
distintos miembros, queda: = =9"p 
46 
VERIFICACION 
10(3—9)— 915 — 18) =2/12—- W) + 5(1 + 6) 
Haciendo x=3 en la 10(— 6)-9(—- 13) =2(11)+5(7) 
ecuación dada, se tiene: — — 60+ 117 =22+35 


(2) 


(3 


ça 


57 = 57, 
x=3 satisface la ecuación. 


Resolver 4x — [2x + 3) [3x — 5]=49 — [6x — 1] [x — 2). 


—S|=62=—x— 1 
Efectuando los productos indicados: — pa ê E r E, a Mm po a Téo e 


El signo — delante de los productos indicados en cada miembro de la ecua- 
ción nos dice que hay que efectuar los productos y cormbiar el signo a cada 
uno de sus términos; luego una vez efectuados los productos los introducimos 
en paréntesis precedidos del signo — y tendremos que la ecuación dada se 
convierte en: 


4x— (6x2 — x— 15)=49 — (6x2 — 13x + 2) 
dx— 6x] + x+ 15 =49 — 6x2 + 13x —2 
4xtx—13:.=49-2—15 
— Bx = 32 
x=—4, R. 


Suprimiendo los paréntesis: — 


Resolver [x+1llx—2])— (4x— 1) 3x + 5)—-6=8x— Wlx—3)lx+7). 

Efectuando los productos indicados: 
x2-—-x—2—-(122+17x—5)-6=8x— WN(xº+ 4x—21) 

Suprimiendo los paréntesis: 
x2—-x—2—-12x2—-1/x+5—6=8x— 1x? — 44x + 231. 


En el primer miembro tene- -=x-2-1/x+5—6 =8x—44x+ 23] 
mos x? y — 12x? que reduci- —x—lx—8Bx+44x =23]+2—-5+6 
dos dan — 11x”, y como en el 18x = 234 

segundo miembro hay otro 284 

— 1x2, los suprimimos y f=m=d R 


queda: 


ALUNA HALOORN q 
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(4) Resolver (3x— 1P—3(2x+3P+42=2x|-x—5)— (x— 1P. 
Desarrollando los cuadrados de los binomios: 
9x — 6x +1—3(4xX2 + 12x +9)+42=2x]—-x—5)—-(xº—-2x+1) 
Suprimiendo los paréntesis: 


9x* 


-— bx+th1l—1]2xX—-36x—2 +42=-2X— 10x—- x + 2x—1 
— bx — 36x + 10x — 2x=—-1]—1+27— 42 
— 34x =— 17 
34x = 17 
7.1 
Na O R. 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


x+3(x—1)=6—4(2x+3). 
d(x—1)+16(2x+3)=3(2x—7)—x. 

2 3x+3)—4(Dx—3)=x(x—3)—x(x+5). 
184—7(2x+5)=301+6(x—1)—6. 
T(18—-x)—6(3—-5x)=—(7x+9)—3(2x+5)—12. 
Sx(x—3)+5(x+TD)—x(x+1)—2(x2+7)+4=0. 
—(2x+7)+(—5x+6)—8(1—2x)—(x—3)=0. 
(3%X—4)(4x—3)=(6x—4)(2x—5). 
(4—-5x)(4x—5)=(10x—3)(7—2x). 
(x+1)(2x+5)=(2x+ 3)(x —4)+5. 
(x—2)2—(3—x)2=1. 

14—-(5x— 1)(2x+3)=17—(10x+1)(x—6). 

(x— 2) +x(x—3)=3(x+4)(x—3)—(x+2)(x— 1)+2. 
(3x— 1 —S(x—2)—(2x+3)2—(5x +) (x—1)=0. 
2(x—3)2—3(x+1)2+(x—5)(x—3)+ 4(x2—5x+1)=4x2—12, 
d(x—2)2—5(x+3)2+(2x—1)(5x+2)—10x2=0. 
xº—Bx+lô=x(x—3)—14-+5(x—20)+93(13—2x). 
3(5x—6)(3x+2)— 6(3x+8)(x—1)—3(9x+1)(x—2)=0. 
T(x—4)2—3(x+5)*=4(x+1)(x—1)—2. 
5(1—-x)2—6(x2—-3x— T)=x(x—3)— 2x(x+5)—2. 
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MISCELANEA 
Resolver las siguientes ecuaciones: 


ps 


O 00 O Pr ço po 


l4x—(3x—2)—[5x+2—(x—1)]=0. 
(3x—7)2—5(2x+1)(x—2)=—x2—[—(3x+1)). 
6x—(2x+1)= —| —5x+[—(—2x—1)] +. 
2x+3(—x2—1)=—43x2+2(x—1)—3(x+2) >. 
x2—(3x+[x(x+1) +4(x2—1)— 4x2] ,=0. 
3(2x+1)(—x+3)—(2x+5)*=—[—4 —3(x+5) ++10x2]. 
(x+1)(x+2)(x—3)=(x—2)(x+1)(x+1). 
(x+2)(x+3)(x— D=(x+4)(x+4)(x—4)+7. 
(x+1)8—(x — 1)8=6x(x—3). 
S(x—2)2(x+5)=3(x+1)(x—1D)+3. 
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capruto DX 
ROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS DE 


PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA 


La suma de las edades de A y Bes 84 anos, y B tiene 8 anos menos 


menos que 4: 


luego, tenemos la ecuación: 


que A. Hallar ambas edades. 
Sea x=edad de 4. 


q - » eu PESO sto E TES RS A Trim DD 
Como B tiene 8 anos | x-8=edad. 1 


RE tac pá 





La suma de ambas edades es 84 anos: é a—8=84. 
da | 
Resolviendo: x+x=84+8 

2x = 92 


92 


x=-—=46 anos, edad de A. R. 


La edad de Bserá: x-8=46-8=98 anos. R. 
La verificación en los problemas consiste en ver si los resultados obte- 
midos satisfacen las condiciones del problema. 


Ast, en este caso, hemos obtenido que la edad de B es 38 afios y la 
de À 46 anos; luego, se cumple la condición dada en el problema de que 
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B tiene 8 afios menos que A y ambas edades suman 46 +38 =84 aiios, que 
es la otra condición dada en el problema, 
Luego los resultados obtenidos satisfacen las condiciones del problema. 


(19) Pagué $87 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero cos- 

tó $5 más que el libro y $20 menos que el traje. ;Cuánto pagué por 
cada cosa? 

Sea x = precio del libro. 

Como el sombrero costó $5 X+5 = prec o del sombrero 
más que é Hibçõi e SA 

El sombrero costó $20 menos que 


el traje; luego el traje costó $20 más x+5+20=x+25= precio del traje. | 
ASSAR rs o 


que el sombrero: 





Como todo costó $87, la suma de los precios 
del libro, traje y sombrero tiene que ser igual 


a $87; luego, tenemos la ecuación: f 





Resolviendo: 3x + 380 = 87 
3x=87—30 
3% = 07 


x == $19, precio del libro. R. 
x+5 =19+5 =$24, precio del sombrero. R. 
x + 25 = 19 + 25= $44, precio del traje. R. 


(120) La suma de tres números enteros consecutivos es 156. Hallar los nú- 
meros. 
Sea x = número menor 
x + 1 = número intermedio 
x +2=número mayor. 


Como la suma de los tres números x+x+l+x+2=156. 


es 156, se tiene la ecuación a. 
Resolviendo: 3x + 3 = 156 
3x =156—3 
3x = 153 
x= À = 51, número menor. R. 


3 
x+1=51+1=52, número intermedio. R. 


x+2=51+2=53, número mayor. R. 
NOTA 
Si designamos por x el número mayor, el número intermedio sería 
x—1 y el menor x—2. 


Si designamos por x el número intermedio, el mayor sería x+1 y el 
menor x—1. 


“" 


15. 
16. 
17. 


18. 


es doble que lx de-B, tendremo: =. LE! 


é qe ae 
prova pp wn 
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EJERCICIO 82 


La suma de dos números es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar 
los números. 


La suma de dos números es 540 y su diferencia 32. Hallar los números. 


Entre 4 y B tienen 1154 bolivares y B tiene 506 menos que 4. ;Cuánto 
tiene cada uno? 


Dividir el número 106 en dos partes tales que la mayor exceda a la me- 
nor en 24. 


A tiene 14 afios menos que B y ambas edades suman 56 afios. «Qué edad 
tiene cada uno? 


Repartir 1080 soles entre 4 y B de modo que A reciba 1014 más que B. 
Hallar dos números enteros consecutivos cuya suma sea 103. 

Tres números enteros consecutivos suman 204. Hallar los números. 
Hallar cuatro números enteros consecutivos cuya suma sea 74. 

Hallar dos números enteros pares consecutivos cuya suma sea 194, 
Hallar tres números enteros consecutivos cuya suma sea 186. 


Pagué $325 por un caballo, un coche y sus arreos. El caballo costó $80 
más que el coche y los arreos $25 menos que el coche. Hallar los precios 
respectivos. 

La suma de tres números es 200. El mayor excede al del medio en 32 
y al menor en 65. Hallar los números. 


Tres cestos contienen 575 manzanas. El primer cesto tiene 10) manzanas 
más que el segundo y 15 más que el tercero. «Cuántas manzanas hay en 
cada cesto? 


Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor 
que la del medio y 70 unidades menor que la mayor. 


Repartir 310 sucres entre tres personas de modo que la segunda reciba 20 
menos que la primera y 40) más que la tercera. 


La suma de las edades de tres personas es 88 afios. La mayor tiene 20 
anos más que la menor y la del medio 18 afios menos que la mayor. 
Hallar las edades respectivas. 


Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36. 


La edad de A es doble que la de B, y ambas edades suman 36 anos. 
Hallar ambas edades. 


Sea x = edad de B. 


Como, según las condiciones, la edad de A 


Como la suma de ambas edades es 36 anos, 





se tene la ecuación: 


Resolviendo: 3x = 36 
x=12 afios, edad de B. R. 
2x =24 afios, edad de 4. R. 
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Se ha comprado un coche, un caballo y sus arreos por $350. El coche 
costó el triplo de los arreos, y el caballo, el doble de lo que costó el 
coche. Hallar el costo de los arreos, del coche y del caballo. 


Sea x=costo de los arreos. 
Como el coche costó el triplo de los arreos: 3x =costo del coche. 
Como el caballo costó el doble del coche: 6x = costo del caballo. 


Como los arreos, el coche y el abalo 
costaron $350, se tiene la ecuación: 


Resolviendo: 10x = 350 
4 = e. =$ 35, costo de los arreos. R. 


3x = 3 x835 = $105, costo del coche. R. 
6x = 6 x$35 = $210, costo del caballo. R. 


Repartir 180 bolívares entre A, B y € de modo que la parte de A sea 

la mitad de la de B y un tercio de la de €C. 

Si la parte de 4 es la mitad de la de B, la parte de B es doble que 
la de 4; y si la parte de 4 es un tercio de la de €C, la parte de € es el tri- 
plo de la de 4. Entonces, sea: 


x = parte de 4. 
2x = partezde B. 
3x = parte de €. 


Como la cantidad repartida es bs. 180, la suma |. 
de las partes de cada uno tiene que ser igual a D+ + tas O, 
bs. 180; luego, tendremos la ecuación:. j 


Resolviendo:  6x=180 





x =— =bs. 30, parte de 4. R. 
2x =bs. 60, parte de B. R. 
dx =bs. 90, parte de C. R. 
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1. La edad de Pedro es el triplo de la de Juan y ambas edades suman 40 
anios. Hallar ambas edades. 

2. Se ha comprado un caballo y sus arreos por $600. Si el caballo costó 
4 veces los arreos, ecuánto costó el caballo y cuánto los arreos? 

3. En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo 


piso son la mitad de las del primero, «cuántas habitaciones hay en cada 
piso? 


4. Repartir 300 colones entre 4, B y C de modo que la parte de B sea 
doble que la de 4 y la de € el triplo de la de 4. 


5. Repartir 133 sucres entre 4, B y C de modo que la parte de A sea la 
aitad de la de B y la de € doble de la de B. 
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6. El mayor de dos números es 6 veces el menor y ambos números suman 
147. Hallar los números. 


7. Repartir 140 quetzales entre 4, B y € de modo que la parte de B sea la 
mitad de la de 4 y un cuarto de la de C. 


8. Dividir el número 850 en tres partes de modo que la primera sea el 
cuarto de la segunda y el quinto de la tercera. 


9. El duplo de un número equivale al número aumentado en 111. Hallar el 
número. 


10. La edad de Maria es el triplo de la de Rosa más quince afios y ambas 
edades suman 59 anos. Hallar ambas edades. 


11. Si un número se multiplica por 8 el resultado es el número aumentado 
en 21. Hallar el número. 


12. Stal triplo de mi edad afiado 7 afios, tendria 100 anos. «Qué edad tengo? 


13. Dividir 96 en tres partes tales que la primera sea el triplo de la segunda 
y la tercera igual a la suma de. la primera y la segunda. 


14. La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan el triplo 
de la de Enrique y la de Eugenio el doble de la de Juan. Si las cuatro 
edades suman 132 anios, «qué edad tiene cada uno? 


124 La suma de las edades de A, By C es 69 afios. La edad de A es doble 
que la de B y 6 afios mayor que la de C. MHallar las edades. 
Sea x=edad de B. 
2x = edad de 4. 


S1 la edad de 4 es 6 afios mayor que la de C, la edad de C es 6 afios 
menor que la de 4; luego, 2x — 6= edad de C. 


Como las tres edades suman 69 afios, 











tendremos la ecuación god tai Abs sig 
Resolviendo: 5x — 6= 69 
5x =69+6 
ox =75 


x=2=15 anos, edad de B. R. 


2x =30 anos, edad de 4. R. 
2x —-6=24 anos, edad de CC. R. 


BD» EJERCICIO 84 


!. Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triplo de la primera 
y 40 unidades mayor que la tercera. 


2 Entre A, By C tienen 130 balboas. C tiene el doble de lo que tiene 4 y 
15 balboas menos que B. «Cuánto tiene cada uno? 


3 La suma de tres números es 238. El primero excede al duplo del segundo 
en & v al tercero en 18. Hallar los números. 
4. Se ha comprado un traje, un bastón y un sombrero por $259. El traje 


costó 8 veces lo que el sombrero y el bastón $30 menos que el traje. 
Hallar los precios respectivos. 


5. La suma de tres números es 72. El segundo es 4 del tercero y el primero 
excede al tercero en 6. Hallar los números. 

6. Entre 4 y B tienen 99 bolívares. La parte de B excede al triplo de la 
de 4 en 19. Hallar la parte de cada uno. 

7. Una varilla de 74 cm de longitud se ha pintado de azul y blanco. 
La parte pintada de azul excede en 14 cm al duplo de la parte pintada 
de blanco. Hallar la longitud de la parte pintada de cada color. 

8. Repartir $152 entre 4, B y € de modo que la parte de B sea $8 menos 
que el duplo de la de 4 y $32 más que la de €. 

9. El exceso de un número sobre 80 equivale al exceso de 220 sobre el 
duplo del número. Hallar el número. 

10. Si me pagaran 60 sucres tendría el doble de lo que tengo ahora más 10 
sucres. «Cuánto tengo? 

11. El asta de una bandera de 9.10 m de altura se ha partido en dos. La 
parte separada tiene 80) cm menos que la otra parte. Hallar la longitud 
de ambas partes del asta. 

12. Las edades de un padre y su hijo suman 83 afios, La edad del padre 
excede en 3 afios al triplo de la edad del hijo. Hallar ambas edades. 

13. En una elección en que había 3 candidatos A, B y € se emitieron 9000 
votos. B obtuvo 500 votos menos que 4 y 800 votos más, que €. «Cuántos 
votos obtuvo el candidato triunfante? 

14. El exceso de 8 veces un número sobre 60 equivale al exceso de 60 sobre 
7 veces el número. Hallar el número. 

15. Preguntado un hombre por su edad, Fespecde: Si al doble de mi edad 
se quitan 17 afios se tendríia lo que me falta para tener 100 anos. «Qué 
edad tiene el hombre? 


Dividir 85 en dos partes tales que el triplo de la parte menor equi- 
valga al duplo de la mayor. 


Sea x=la parte menor. 
Tendremos: 85—-x=la parte mayor. 
El problema me dice que el triplo de la parte 


menor, 3x, equivale al duplo de la parte mayor, Bx=Y85- 2). 
ARRAES 


2(89 — x); luego, tenemos la ecuación 


Resolviendo: 3x = 170 — 2x 
3x + 2x = 170 
dx = 170 
= e cg 34, parte menor. R. 





89—-x=85-—-34=5], parte mayor. R. 


(126) Entre A y B tienen $81. Si A pierde $36, el duplo de lo que le que- 
da equivale al triplo de lo que tiene B ahora. ;Cuánto tiene cada uno? 


Sea x =número de pesos que tiene A. 
81 —- x = número de pesos que tiene B. 
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31 4 pierde $36, se queda con &(x — 36) y el duplo 
de esta cantidad 2(x — 36) equivale al triplo de lo que “Me-s0=3(81-»).. 
tiene B ahora, o sea, al triplo de 81 — x; luego, tenemos 
EE, 


la ecuación: 


Resolviendo: 9x — 72 =243 — 3x 
2x + 3x = 243 + 72 
o% = 315 


Xx= =. = $63, lo que tiene 4. R. 


81-x=81-—63 =$18, lo que tiene B. R. 
m  EJERCICIO 85 


1. La suma de dos números es 100 y el duplo del mayor equivale al triplo 
del menor. Hallar los números. 


2. Las edades de un padre y su hijo suman 60) anos. Si la edad del padre 
se disminuyera en 15 afios se tendria el doble de la edad del hijo. Hallar 
ambas edades. 


3. Dividir 1080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equi- 
valga a la menor aumentada en 100. 


4. Entre 4 y B tienen 150 soles. Si 4 pierde 46, lo que le queda equivale 
a lo que tiene B. «Cuánto tiene cada uno? 


5. Dos ángulos suman 180º y el duplo del menor excede en 45º al mayor, 
Hallar los ángulos. 


6. La suma de dos números es 540 y el mayor excede al triplo del menor 
en 88. Hallar los números. 


7. La diferencia de dos números es 36. Si el mayor se disminuye en 12 
se tiene el cuádruplo del menor. Hallar los números. 


8. Un perro y su collar han costado $54, y el perro costó 8 veces lo que 
el collar. iCuánto costó el perro y cuánto el collar? 


9. Entre 4 y B tienen $84. Si 4 pierde $16 y B gana $20, ambos tienen lo 
mismo. «Cuánto tiene cada uno? 


10. En una clase hay 60 alumnos entre jóvenes y semoritas. El número de 
semoritas excede en 15 al duplo de los jóvenes. cCuántos jóvenes hay en 
la clase y cuântas senoritas? 


11. Dividir 160 en dos partes tales que el triplo de la parte menor disminuido 
en la parte mayor equivalga a 16. 


12. La suma de dos números es 506 y el triplo del menor excede en 50 al 
mayor aumentado en 100. Hallar los números. 


13. Unaestilográfica y un lapicero han costado 18 bolívares. Si la estilográfica 
hubiera costado 6 bolívares menos y el lapicero 4 bolívares más, habrran 


costado lo mismo. ;Cuánto costó cada uno? 

14. Una varilla de 84 cm de longitud está pintada de rojo y negro. La 
parte roja es 4 cm menor que la parte pintada de negro. Hallar la 
longitud de cada parte. 
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La edad de A es doble que la de B y hace 15 anos la edad de A era 
el triplo de la de B. Hallar las edades actuales. 


Sea x = número de anos que tiene B ahora. 

2x = número de afios que tiene A ahora. 
Hace 15 anos, la edad de 4 era 2x— 15 anos v la 
edad de B era(x — 15)aiios y como el problema me dice 


que la edad de A hace 15 afios,(2x — 15,)era igual al 2x—15=3(x— 15). 
triplo de la edad de B hace 15 anos o sea el triplo 


de x— 15, tendremos la ecuación: a. 
Resolviendo: 9x — 15=3x— 45 
2x — 3x =— 45 + 15 
-x=—30 


x=30 anos, edad actual de B. R. 
2x = 60 anos, edad actual de 4. R. 


128 La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 arios será el doble. 
Hallar las edades actuales. 


Sea x=número de anos que tiene B ahora. 
3x = número de afios que tiene À ahora. 


Dentro de 20 anos, la edad de A será(3x + 20) anos 
y la de B será(x + 20)Janos. El problema me dice que la 
edad de 4 dentro de 20 anos, 3x +20, será igual al doble 3x- 
de la edad de B dentro de 20 anos, o sea, igual al doble 
de x+ 20; luego, tendremos la ecuación 


Resolviendo: 3x + 20 = 2x + 40 
3x — 2x=40-90 bo 
x=20 anos, edad actual de B. R. 
3x =60 afios, edad actual de 4. R. 
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1. La edad actual de 4 es doblequela de B, y hace 10 anos la edad de A 
era el triplo de la de B. Hallar las edades actuales. 


2. La edad de 4 es triple que la de B y dentro de 5 anos será el doble. 
Hallar las edades actuales. 


3. A tiene doble dinero que B. Si 4 pierde $10 y B pierde $5, Atendrá$20 
más que B. iCuánto tiene cada uno? 

4. A tiene la mitad de lo que ticne B. Si 4 gana 66 colones y B pierde 90, 
A tendrá el doble de lo que le quede a B. iCuánto tiene cada uno? 

5. En una clase el número de semoritas es | del número de varones. Si 
ingresaran 20 senoritas y dejaran de asistir 10) varones, habria 6 sefioritas 
más que varones. «Cuúntos varones hay y cuántas senoritas? 
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6. La edad de un padre es el triplo de la edad de su hijo. La edad que 
tenía el padre hace 5 anios era el duplo de la edad que tendrá su hijo 
dentro de 10 afios. Hallar las edades actuales. 


7. La suma de dos números es 85 y el número menor aumentado en 36 
equivale al doble del mayor disminuido en 20. Hallar los números. 


8. Enrique tiene 5 veces lo que tiene su hermano. Si Enrique le diera a 
su hermano 50 cts., ambos tendríian lo mismo. iCuánto tiene cada uno? 


9. Un colono tiene 1400 sucres en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene más 
dinero saca 200 y los pone en la otra bolsa, ambas tendrían igual cantidad 
de dinero. «Cuánto tiene cada bolsa? 


10. El número de dias que ha trabajado Pedro es 4 veces el número de 
dias que ha trabajado Enrique. Si Pedro hubiera trabajado 15 días menos 
y Enrique 21 días más, ambos habrian trabajado igual número de dias. 
eCuántos dias trabajó cada uno? 


11. Hace 14 anos la edad de un padre era el triplo de la edad de su hijo 
y ahora es el doble. Hallar las edades respectivas hace 14 anos. 


12. Dentro de 22 anos la edad de Juan será el doble de la de su hijo y actual- 
mente es el triplo. Hallar las edades actuales. 


13. Entre 4 y B tienen $84. Si 4 gana $80 y B gana $4, 4 tendrá el triplo 
de lo que tenga B. «Cuánto tiene cada uno? 


129) Un hacêndado ha comprado doble número de vacas que de bueyes. 
Por cada vaca pagó 870 y por cada buey $85. Si el importe de la com- 
pra fue de $2700, icuántas vacas compró y cuántos bueyes? 


Sea x =número de bueyes. 
2x = número de vacas. 


Si se han comprado x bueyes y cada buey costó $85, 
los x bueyes costaron $85x y si se han comprado 2x vacas 
y cada vaca costó $70, las 2x vacas costaron S70 x 2x =$140x. 
Como el importe total de la compra ha sido $2700, ten- 


dremos la ecuación: 1 f 
Resolviendo: 225x = 2700. 
x= = =12, número de bueyes. R. 
2x=2x12=24, número de vacas. R. 


130) Se han comprado 96 aves entre gallinas y palomas. Cada gallina cos- 
tó 80 cts. y cada paloma 65 cts. Si el importe de la compra ha sido 
$69.30, «cuántas gallinas y cuántas palomas se han comprado? 


Sea x = número de gallinas. 
96 — x = número de palomas. 


Si se han comprado x gallinas vy cada gallina costó 80 cts., las x galli- 
nas costaron 80x cts. 
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S1 se han comprado 96 — x palomas y cada paloma costó 65 cts., las 
96 — x palomas costaron 65(96 — x) cts. 





Como el importe total de la compra fue 
$69.30, o sea 6930 cts., tendremos la ecuación: 4 


Resolviendo: 80x + 6240 — 65x = 6980 
80x — 65x = 6930 — 6240 


lóx = 690 
690 ' : 
x= —s =46, número de gallinas. R. 


96 — x =96 — 46 = 50, número de palomas. R, 
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1. Compré doble número de sombreros que de trajes por 702 balboas. Cada 
sombrero costó 2 y cada traje 50. «Cuántos sombreros y cuántos trajes 
compré? 


2. Un hacendado compró caballos y vacas por 40000 bolívares. Por cada ca- 
ballo pagó 600 y por cada vaca 800. Si compró 6 vacas menos que caballos, 
ecuántas vacas y cuántos caballos compró? 


3. Un padre pone 16 problemas a su hijo con la condición de que por cada 
problema que resuelva el muchacho recibirá 12 cts. y por cada problema 
que no resuelva perderá 5 cts. Después de trabajar en los 16 problemas 
el muchacho recibe 73 cts. «Cuántos problemas resolvió y cuántos no 
resolvió? 


4. Un capataz contrata un obrero por 50 días pagándole $3 por cada día 
de trabajo con la condición de que por cada día que el obrero deje de 
asistir al trabajo perderá $2. Al cabo de los 50 días el obrero recibe 890. 
iCuántos días trabajó y cuántos no trabajó? 


5. Un comerciante compró 35 trajes de a 30 quetzales y de a 25 quetzales, 
pagando por todos Q. 1015. cCuántos trajes de cada precio compró? 


6. Un comerciante compró trajes de dos calidades por 1624 balboas. De la 
calidad mejor compró 32 trajes y de la calidad inferior 18. Si cada traje 
de la mejor calidad le costó 7 balboas más que cada traje de la calidad 
inferior, ecuál era el precio de un traje de cada calidad? 


f. Un muchacho compró triple número de lápices que de cuadernos. Cada 
lápiz le costó a 5 cts. y cada cuaderno 6 cts. Si por todo pagó $1.47, «cuántos 
lápices y cuántos cuadernos compró? 


8. Pagué $582 por cierto número de sacos de azúcar y de frijoles. Por cada 
saco de azúcar pagué $5 y por cada saco de frijoles $6. Si el número de 
sacos de frijoles es el triplo del múmero de sacos de azúcar más 5, ecuántos 
sacos de azúcar y cuántos de frijoles compré? 


9. Se han comprado 80 pies cúbicos de madera por $68.40. La madera com- 
prada es cedro y caoba. Cada pie cúbico de cedro costó 75 cts. y cada 
pie cúbico de caoba 90 cts. «Cuántos pies cúbicos he comprado de cedro 
y cuántos de caoba? 


10. Dividir el número 1050 en dos partes tales que el triplo de la parte mayor 
disminuido en el duplo de la parte menor equivalga a 1825. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14 


15. 


16. 


17. 
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EJERCICIO 88 
MISCELANEA 


Dividir 196 en tres partes tales que la segunda sea el duplo de la primera 
y la suma de las dos primeras exceda a la tercera en 20. 


La edad de 4 es pr que la de B y hace 5 afios era el cuádruplo de la 
de B. Hallar las edades actuales. 


Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por 16000 soles. 
Cada traje costó el doble de lo que costó cada par de zapatos más 50 soles. 
Hallar el precio de un traje y de un par de zapatos, 


6 personas iban a comprar una casa contribuyendo por partes iguales 
pero dos de ellas desistieron del negocio y entonces cada una de las 
restantes tuvo que poner 2000 bolívares más. «Cuál era el valor de la 
casa? 


La suma de dos números es 108 y el doble del mayor excede al triplo del 
menor en 156. Hallar los números. 


El largo de un buque, que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el 
ancho, Hallar el ancho. 


Teníia $85. Gasté cierta suma y lo que me queda es el cuádruplo de lo 
que gasté. «Cuánto gasté? 


Hace 12 anos la edad de 4 era el doble de la de B y dentro de 12 anos, 
la edad de 4 será 68 anos menos que el triplo de la de B. Hallar las 
edades actuales. 


Tengo $1.85 en monedas de 10 y 5 centavos. Si en total tengo 22 monedas, 
ecuântas son de J() centavos y cuántas de 5 centavos? 


Si a un número se resta 24 y la diferencia se multiplica por 12, el resu!- 
tado es el mismo que si al número se resta 27 y la diferencia se multiplica 
por 24. Hallar el número. 


Un hacendado compró 35 caballos. Si hubiera comprado 5 caballos más 
por el mismo precio, cada caballo le habrá costado $10 menos. ;Cuánio 
le costó cada caballo? 


El exceso del triplo de un número sobre 55 equivale al exceso de 233 
sobre el número. Hallar el número. 


Hallar tres números enteros consecutivos, tales que el duplo del menor 
más el triplo del mediano más el cuádruplo del mayor equivalga a 740. 


Un hombre ha recorrido 150 kilómetros. En auto recorrió una distancia 
triple que a caballo y a pie, 20 kilómetros menos que a caballo. ;Cuántos 
kilómetros recorrió de cada modo? 


Un hombre deja una herencia de 16500 colones para repartir entre 3 
hijos y 2 hijas, y manda que cada hija reciba 2000 más que cada hijo. 
Hallar la parte de cada hijo y de cada hija. 


La diferencia de los cuadrados de dos números enteros consecutivos es 31. 
Hallar los números. 


La edad de 4 es el triplo de la de B, y la de B 5 veces la de C. B tiene 
12 afios más que C. «Qué edad tiene cada uno? 
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18. 


19. 


20. 


21. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Dentro de 5 aiios la edad de A será el triplo de la de B, y 15 anos des- 
pués la edad de 4 será el duplo de la de B. Hallar las edades actuales. 


El martes gané el doble de lo que gané el lunes; el miércoles el doble 
de lo que gané el martes; el jueves el doble de lo que gané el miércoles; 
el viernes $30 menos que el jueves y el sábado $10 más que el viernes. 
Si en los 6 días he ganado $911, e«cuánto gané cada dia? 


Hallar dos números cuya diferencia es 18 y cuya suma es el triplo de 
su diferencia. 


Entre 4 y B tienen $36. Si 4 perdiera $16, lo que tiene B sería el triplo 
de lo que le quedaria a 4. «Cuánto tiene cada uno? 


A tiene el triplo de lo que tiene B, y B el doble de lo de €. Si 4 pierde 
$1 y B pierde $3, la diferencia de lo que les queda a 4 y a B es el doble 
de lo que tendria C si ganara $20. e«Cuánto tiene cada uno? 


5 personas han comprado una tienda contribuyendo por partes iguales. 
Si hubiera habido 2 socios más, cada uno hubiera pagado 800 bolívares 
menos. «Cuánto costó la tienda? 


Un colono compró dos caballos, pagando por ambos $120. Si el caballo 
peor hubiera costado $15 más, el mejor habria costado doble que él. 
eCuánto costó cada caballo? 


A y B empiezan a jugar con 80 quetzales cada uno. iCuánto ha perdido À 
si B tiene ahora el triplo de lo que tiene A? 


A y B empiezan a jugar teniendo À doble dinero que B. A pierde 8400 
y entonces B tiene el doble de lo que tiene 4. «Con cuánto empezó a 
jugar cada uno? 

Compré cuádruple número de caballos que de vacas. Si hubiera com- 
prado 5 caballos más y 5 vacas más tendria triple número de caballos 
que de vacas. (Cuántos caballos y cuántas vacas compré? 


En cada dia, de lunes a jueves, gané $6 más que lo que gané el dia 
anterior. Si el jueves gané el cuádruplo de lo que gané el lunes, ecuánto 
gané cada dia? 


Tenia cierta suma de dinero. Ahorré una suma igual a lo que tenia y 
gasté 50 soles; luego ahorré una suma igual al doble de lo que me 
quedaba y gasté 390 soles. Si ahora no tengo nada, ecuánto tenia al 
principio? 

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 6 m 


y el ancho se aumenta en 4 m, la superficie de la sala no varia. Hallar 
las dimensiones de la sala. 


Hace 5 anos la edad de un padre era tres veces la de su hijo y dentro 
de 5 anos será el doble. ;Qué edades tienen ahora el padre y el hijo? 


Dentro de 4 anos la edad de A será el triplo de la de B, y hace 2 afios 
era el quintuplo. Hallar las edades actuales. 





HYPATIA (370-415 D. €C.) Una excepcional mujer 
griega, hija del filósofo y matemático Teón. Se hizo 
célebre por su saber, por su elocuencia y por su be- 
lleza. Nacida en Alejandria, viaja a Atenas donde 
realiza estudios; al regresar a Alejandria funda una 


escuela donde ensefia las doctrinas de Platón y Aris- 
tóteles y se pone al frente del pensamiento neopla- 


tónico. Hypatia es uno de los últimos matemáticos 
griegos. Se distinguió por los comentarios a las obras 
de Apolonio y Diofanto. Murió asesinada bárbaramente. 


capmuto X 


FACTORES 

Se Ilama factores o divisores de una expresión algebraica a las expre- 
siones algebraicas que multiplicadas entre si dan como producto la prime- 
ra expresión. 

Así, multiplicando a por a+b tenemos: 
aya+b, que multiplicadas entre sí a como producto a? + ab, son 
factores o divisores de a” + ab, 





Del propio modo. 
(x+2)(x+3)=x2+5x+6 
luego, x+2 y x+3 sonfactores de x2+5x+6. 


(132) DESCOMPONER EN FACTORES O FACTORAR una expresión alge 
braica es convertirla en el producto indicado de sus factores. 


FACTORAR UN MONOMIO 


Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspección. 
Asi, los factores de 15ab son 3,5,4 y 0. Por tanto: 


l5a b = 
143 


3.54 bd. 
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(134) FACTORAR UN POLINOMIO 

No todo polinomio se puede descomponer en dos o más factores distin- 
tos de 1, pues del mismo modo que, en Aritmética, hay números primos que 
sólo son divisibles por ellos mismos y por 1, hay expresiones algebraicas que 
sólo son divisibles por ellas mismas y por 1, y que, por tanto, no son el pro- 
ducto de otras expresiones algebraicas. Así a + b no puede descomponerse en 
dos factores distintos de 1 porque sólo es divisible por a + b y por 1. 


En este capítulo estudiaremos la manera de descomponer polinomios en 
dos o más factores distintos de 1. 


CASO | 
CUANDO TODOS LOS TERMINOS DE UN POLINOMIO 
TIENEN UN FACTOR COMUN 
a) Factor común monomio 


1. Descomponer en factores a? + 2a. 


a y 2a contienen el factor común a. Escribimos 
el factor común a como coeficiente de un parêntesis; gi 
dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividir * "SM 
a+-a=a y 22+a=2, y tendreemos 4 

2. Descomponer 10b — 30ab?., 

Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores comunes 2, 5 y 10. To- 
mamos 10 porque siempre se saca el mayor factor común. De las letras, el 


único factor común es b porque está en los dos términos de la expresión 
dada y la tomamos con su menor exponente b. 


El factor común es 10b. Lo escribimos 
como coeficiente de un paréntesis y dentro 
ponemos los cocientes de dividir 10b10b=1 “54 | 
y —304b?>-10b=—3ab y tendremos:. 4 

3. Descomponer 104? — 5a + 154º. 

El factor común es 5a. Tendremos: 

100º — 5a + 154º =5a(2a —1+34?). R. 
4. Descomponer 18mxy? — 54m?xºy? + 36my?. 
El factor común es 18 my?. Tendremos: 
18mxyº — 54m?x?yº + 36my? = 18my”(x — ômx? + 2). R. 

d. Factorar 6xyº — 9nx2y3 + 12nxºyº — 3n2x4yº, 

Factor común 3xyº. 

6xyº — 9nx2y8 + 12nx3y3 — 3nºx4y3 = 3xy%(2 — 3nx + 4nx? — nºxº). R. 
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PRUEBA GENERAL DE LOS FACTORES 


En cualquiera de los diez casos que estudiaremos, la prueba consiste en 
multiplicar los factores que se obtienen, v su producto tiene que ser igual a 
la expresión que se factoró. 


m- EJERCICIO 89 


Factorar o descomponer en dos factores: 


b) Factor común polinomio 


1. Descomponer x(a + b) + m(a + b). 


1. a2+ab. 16. asta?-+a. 29. aº-3a!+Baº—da?, 
2. b+b2, 17. 4x2-Bx+2. 30. 25x'—10xº+15xº—5x2. 
3. x2+x. 18. 15y3+20y2—59. dd. 1818497040, 
4. Jas—a?, 19. a!-aix+áx?. 32. 9aº—-12ab+150ºb?—24ab3. 
5. xº—dx1. 20. 2a2x+2axº—3ax. 33. 16xº%y2—-B8xºy—24x%y? 
6. 5mº+15mº. 21. x34x5—x?, —40x2y3, 
7. ab—be. 22. 14xºy2-28x3-+56x1. 34. 12mn+24mên?-36min* 
8. x2y-+x2z. 23. ddax?+5la?y—68ay2. +48môni. 
9. Qalx+bax2. 24. 96-48mnº+1d4nº, 35. 1000ºb%c—150ab2c2+50ab3cs 
10. 8m?-12mn. 25. a?bic?—a?cêx2fa?cêy?, —200abc?. 
11. 9a3x2-18axº. 26. Somên'x+110m?nºx? so xt —çãr, 
12. 15c'dº+60c2dº. —220m?y3. 37. uº—20º+3a!—4aº +68. 
13. 35mên'—-7TQm3. 27. 93a8x?y—62a2x3y? 38. 3a2b+6ab—5a?b?+Ba2bx 
14. abc+abe?. —l124aºx. +4ab?m. 
lo. 24aºxy2—-36x2y1. 28. x—x2º4x3º—x*. SO. a alttalt—g!-pa!=g2, 


Los dos términos de esta expresión tienen de factor común el bino- 


mio (a + b). 


Escribo (a + b) como coeficiente de un paréntesis y dentro del parén- 
tesis escribo los cocientes de dividir los dos términos de la expresión dada 
entre el factor común (a + b), o sea: 


x(a + b) o 


(a+b) * 


m(a + b) 
(a + b) 


x(a+b)+m(a+b)=(a+b)(x+m). 


2. Descomponer 2x(a —1) —- ya — 1). 


Factor común (a—1). 


=m Yy tendremos: 


R. 


Dividiendo los dos términos de la expresión 
“dada entre el factor común (a — 1), tenemos: 


2x(a— 1) — — y(a—1) ” 
(a=1) (0-1) 


Tendremos: 2x(a-1)— y(a—1)=(a— 1)(2x — 3). 


R. 
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3. Descomponer mix+2)+x+2. 
Esta expresión podemos escribirla: m(x+29+(x+2)=m(x+2)+1(x+2). 
Factor común (x +2). Tendremos: 

m(x+D)+I(x+2)=(x+2)(m+1). R. 


4. Descomponer aix+1)—-x—1. 


Introduciendo los dos últimos términos en un paréntesis precedido 
del signo — se tiene: 


aix+1)-x—-l=a(x+D)—(x+1D=a(x+1)-I(x+1)=(x+1)(a-1). R. 
d. Factorar 2x(x+y+z)—-x—y—z. | 
Tendremos: 
ox(xty+z—x—y—z=2x(x+ty+z7)—-(xty+o)=(x+y+z)(2x—1).. R. 


6. Factorar (x—a)(y+2)+bly+ 2). 
Factor común (y+2). Dividiendo los dos términos de la expresión 
dada entre (y + 2) tenemos: 


(x—a)(p+2) b(y + 2) 


0+9) CO To q+ 
(x—a)(y+)+b(y+B)=(y+2)(x—a+b). R. 


=b; luego: 


f. Descomponer (x +2)(x—1)—-(x— 1)ix—3), 
Dividiendo entre el factor común (x — 1) tenemos: 


(x + 2)(x— 1) =x —3) a 
=) 418 =) 4d 
Por tanto: 


(x+2)(x—1)—(x—1)(x—3)=(x—1)[(x+2)-(*—8)] 
=(x-l)(x+2-x+3)=(x—-1(5)=5(x-1). R. 
8. Factorar x(a-1)+yla—-1)-a+1. 
x(a—-D)+y(a-l)-a+l=x(a-D)-+ya-l)—-(a-l)=(a-l(x+y-—1). R. 
Bm» EJERCICIO 90 


Factorar o descomponer en dos factores: 


1 a(x+D)+b(x+1). T. x(a+1l)-a-l. 13. aMa-b+)-b2(a—-b+1). 

2. x(a+1l)-3(a+1). 3. a4Hl—b(a2+1). 14. 4m(a?-+x—D+3n(x—l1-+a?). 
3. 2x—D+y(x—1). 9. Jx(x—D)—2y(x—2). ld. x(2a+b+0)-2a—b-c. 

4. m(a-b)+(a—b)n. 10. 1-x+2a(1—»). 18. (x+y)(n+1)-3(n+1). 

5. 2x(n—-D-3y(n—1). 11. d4x(m—n)+n—-m. 17. (x+1)(x—2)+3y(x—2). 

6. 


a(n+2)+n+2. 12. -m—-n+x(m+n). 18. (a+3)(a+1)—4(a+1). 
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19. (xº+(m—n)+2(m—n). 27. (at+b—c)(x=3)—(b—c—a)(x—3). 
20. :a(x—1)—(a+2)(x—1). 28. 3x(x—1D)—2y(x—1)+z(x—1). 

21. ox(a2+D+(x+1)(a2+-1). 29. a(n+tD-b(n+lD)-n—1. 

22. (at+b)(a—b)—(a—b)(a—b). 30. x(a+2)-a—2+3(0+2). 

23. (m+n)(a-D+(m—n)(a—2). 31. (1+3a)(x+1)—20(x +) +3(x+1), 
24. (x+m)(x+D—(x+1)(x—n). 32. (3x+2)(x+y—2)—(3x+2) 

25. (x—-3(x—4)+(x—3)(x+4). —(x+y—1)(3x+2). 


26. (ar+b—)(a2+1)-a2—1. 


CASO HH 
FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TERMINOS 


Ejemplos 
(1) Descomponer ax + bx + ay + by. 


Los dos primeros términos tienen 

el factor común x y los dos últi- 

mos el factor común y. Ágrupa- 

mos los dos primeros términos en ax + bx + ay + by ='[ax + bx) + lay + by] 
un paréntesis y los dos últimos =x(a+b)+y la Es 
en otro precedido del signo + =lad bla ty) R 
porque el tercer término tiene el 

signo + y tendremos: ai 


La agrupación puede hacerse generalmente de más de un modo con tal que 
los dos términos que se agrupan tengan algún factor común, y siempre que 
las cantidades que quedan dentro de los paréntesis después de sacar el factor 
común en cada grupo, sean exactamente iguales. Si esto no es posible lo- 
grarlo la expresión dada no se puede descomponer por este método. 


Asi en el ejemplo anterior podemos 





agrupar el 1º y 3er. términos que ax+ bx + ay + by = (ax + ay) + (bx + by) 
tienen el factor común a y el 2º y 4º =o(x+y)+ b(x+y) 
que tienen el factor común b y ten- =|x+ylla+b). R 
dremos: / 





resultado idéntico al anterior, ya que el orden de los factores es indiferente. 


(2) Factorar 3m? — 6mn + 4m — 8n. 
Los dos primeros términos tie- 3m? — 6mn + 4m — 8n = (3m? — 6mn]) + (4m — 8n) 
nen el factor común 3m y los a =3m(m — 2n) + 4(m — 2n) 
dos últimos el factor común =(m—2n)(3m+ 4). R 


A 


4. Agrupando, tenemos: 


(3) Descomponer 2x? — 3xy — 4x + 6y. 


Los dos primeros términos tienen el 

factor común x y los dos últimos 

el factor común 2, luego los agru- 

pamos pero introducimos los dos 2x2 — 3xy — 4x + 6y = (2xº — 3xy) — [4x — 6y) 
últimos términos en un paréntesis = x(2x— 3y)— 2(2x — 3y) 
precedido del signo — porque el =(2x— 3y]ix— 2). R. 
signo del 3er. término es —, para 

lo cual hay que cambiarles el sig- 

no y tendremos: 
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También podíamos haber 


agrupado el 1º y 3º que tie- 2xº — 3xy — 4x + 6y = (2x2 — 4x) — (3xy — 6y) 
nen el factor común 2x, y el =2x(x—2)—-3y(x—2) 
2º y 4º que tienen el factor = |x—2)(2x—3y). R. 


común 3y y tendremos: 


6) Eiasuicsass x + z? — 20x — 2azº = (x + 2º) — (20x + 20272) 
pr = (x+22)—20(x +22) 
pes e =(x+z2))(1—-20). R 


x + z2 — 20x — 2az? = (x — 20x) + (22 — 20z?) 
= x(1-20)+ 2z*(1 — 20) 
=(1-20)(x+z*). R. 


Agrupando 
1 y3º,2º y 4º, tenemos: —— 


Jax — 3x + 4y — 4ay = (3Jax — 3x) + (4y — 4ay) 
= 3x(a— 1) + 4y(1 —a]) 
= 3x(a—1)— 4y(a —1) 
= (0o-1i3x—4y). R. 


(5) Factorar 3ax — 3x + 4y — 4ay. — 


Obsérvese que en la segunda linea del ejemplo anterior los binomios (a — 1) 
y |] — a) tienen los signos distintos; para hacerlos iguales cambiamos los 
signosal binomio (1 — a) convirtiêndolo en (a — 1), pero para que el pro- 
ducto 4y(1] — a) no variara de signo le cambiamos el signo al otro factor 4y 
convirtiêndolo en — 4y. De este modo, como hemos cambiadolos signo a un 
número par de factores, el signo del producto no varia. 


En el ejemplo anterior, agru- 3Jax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 4ay) — (3x — 4y) 
pando 1º y 4 y 2 y 3, =a(3x—4y)— (3x — 4y) 
Nasmsssd o Ã =(3Ix—4y)(a—1). R 

(6) Factorar ox—-ay+taztx—-y+z=(0x—-ay+az)+tix—y+z) 
ox— ay + az A =olx—y+z)+(x—y+z) 
TX VIE =(x—y+z)(a+1). R. 


(7) Descomponer a?x — ax? — 2a?y + 2axy + xº — 2x2y. 
Agrupando 1º y 3º,2º y 4º,5º y 6º, tenemos: 
a2x — ax? — 20?y + 20xy + xº — 2x?y = (a?x — 202y) — (ax? — 2axy) + (xº — 2x2y) 
=olx—2y)—ax(x—2y) + x?(x — 2y) 
=(x—2y)(0o2—-ax+ x). R. 
Agrupando de otro modo: 
a?x — ax? — 20?y + 2axy + x? — 2x2y = (0?x — ax? + x?) — (202y — 2axy + 2x?y) 
= x(0º—- ax + x2)— 2y(a? — ax + x2) 
=(0º-ox+xº)(x—2y). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


a*-+ab+ax+-bx. 7. 4a8-]—a?-+4a, 13. 3xº-9ax2—-x+3a. 

am—bm-+an—bn. 8. x+xº—-xy2?—y2, 14. 2a?x—5aºy+15by—6bx. 
ax—2bx—2Zay+-4b9. OD. Jabx?—2y*—-9x2+3aby?. 15. 2xy+2x22+9222+xy3— 
a?x2-3bx2-+aºy2-—3by2. 10. 3a—b2+2b?x—bGax. 16. 6m-—In+2Inx—lémxb 
gm—2n—2nx*+3mx*. 11. 4aix—4a2b+3bm—3amx. 17. n?x—da?y?-n?y2+S5a2x. 


x2—-a2+-x—aix. 12. 6ax+3a+l+2x. 18. 1+a+3ab+3b. 
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19. 4am'-12amn—-m?+3n, 25. dax—2by—2bx—ba+3ay+4b., - 

20. 2Oax—Dbx—2by+Bay. 26. a*rata+l+x2+a?x2. 

21. 3-x2+2abx?—6ab. 27. 3aº-Ba:b+9ab?—-a?-prab—3b2. 

22. atta?ta+l. 28. 2xº-nxº+92x72—nz2- 3ny2+6xyº. 

23. 392-Tbêx+3ax—Tab?. 29. 3xº+2axy+2ayº—3xy2—20xº—3x29. 

Z4. 2am—2Zan+2a—-m+n—l. 30. ab3—-nt+a2bix?—n'x?—Ja?b'x+Inix. 
CASO III 


FRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


136) Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra can- 

tidad, o sea, cuando es el producto de dos factores iguales. 

Así, 4a? es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de 2a. 

En efecto: (2a)2=2a x 2a=4a? y 2a, que multiplicada por si misma 
da 4a*, es la raíz cuadrada de da”. 

Obsérvese que (—2a)2?=(— 2a) x (— 2a) = 44º; luego, — 2a es también 
la raíz cuadrada de 44º. 

Lo anterior nos dice que la raíz cuadrada deuna cantidad positiva tiene 
dos signos, +y —. 

En este capítulo nos referimos sólo a la raiz positiva. 


(137) RAIZ CUADRADA DE UN MONOMIO 


Para extraer la raíz cuadrada de un monomio se extrae la raíz cuadra- 
da de su coeficiente y se divide el exponente de cada letra por 2. 

Así, la raíz cuadrada de 9a2b* es 3ab* porque (3ab?)? = 3ab* x 3ab? 
= 9aºb1+. 

La raiz cuadrada de 36xºy* es 6x%y*, 


138 Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un bino- 
mio, o sea, el producto de dos binomios iguales. 
Asi, a* + 2ab + b? es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de a + b. 


ai ana (a+b)?=(a+b)(a+b)=a?+2ab + b2, 


Del propio modo, (2x + 3y)?= 4x? + 12xy + 9y? luego 4x? + 12xy+ 9yº 
es un trinomio cuadrado perfecto. 


139) REGLA PARA CONOCER Si UN TRINOMIO 

ES CUADRADO PERFECTO 

Un trinomio ordenado con relación a una letra es cuadrado perfecto 
cuando el primero y tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen raiz 
cuadrada exacta) y positivos. y el segundo término es el doble producto de 
sus raíces cuadradas, 
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Así, a? — 4aly + 4b* es cuadrado perfecto porque: 


Raiz cuadrada de dO sisissa mo us 7 
Raíz cuadrada de 4Dº. .......... 2 


Doble producto de estas raíces: 2x a x 2b =4ab, segundo término. 


36xº — 18xy* + 4y* no es cuadrado perfecto porque: 


Raiz cuadrada de 36KXº susana vi bx 
Raiz cuadrada de 4 ,. 4a se, e da 


Doble producto de estas raíces: 2x 6x x 2y!=214xy!, que no es el 
2º término, 


(140) reGLA PARA FACTORAR UN TRINOMIO 
CUADRADO PERFECTO 


Se extrae la raíz cuadrada al primero y tercer términos del trinomio 
v se separan estas raíces por el signo del segundo término. El binomio así 
tórmado, que es la raíz cuadrada del trinomio, se multiplica por si mismo 
o se eleva al cuadrado. 


o 2 
Ejemplos (1) Factorar m* + 2m +. 
m+2m+l=|m+WMm+H1ij=im+ 1" R 


m | 


(2) Descomponer 4x* + 25y? — 20xy. 
Ordenando el trinomio, tenemos: 
4x? — 20xy + 25yº = (2x — 5y)|2x — Sy)= (2x — 5y)*. R. 
lr 5y 
IMPORTANTE 
Cualquiera de las dos roíces puede ponerse de minvendo. Asi, en el ejem- 
plo anterior se tendrá también: 


4x2 — 20xy + 25y2 = (5y — 2x)[5y — 2x) = (5y — 2º 
2x 5y 


porque desarrollando este binomio se tiene: 
(5y — 2x)? = 25yº — 20xy + 4x* 
expresión idéntica o 4x? — 20xy + 25yº ya que tiene las mismas cantidades 
con los mismos signos. 
(3) Descomponer 1 — l60x* + 640*x*. 
1— lóoxº + 640ºx! = (1 — Bax2)* = [80x] — 1)". R. 


a 
| Box= 


ph fed pus fot pus 
po 02 bo + O €D 00 —3 O) OM 4 63 dO pa 
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b2 
(4) Factorar x? + bx + PE 


Este trinomio es cuadrado perfecto porque: Raiz cuadrada de x? =x; raiz 
2 


b b 
cuadrada de r ne y el doble producto de estas raíces: 2XxxX dr bx, 
b? b 
| : 2 — best Na 
vego x o dedo (tir) R. 


1 b b? 
(5) Factorar -— — + —, 
4 3 9 


qu 
Es cuadrado perfecto porque: Raiz cuadrada de aa raiz cuadrada de 
b* b io ] sz b b | 
Dr DO 


cms +-— = caio INES Jem ds ci 


Tb cida b bens 
4 D"W E Ed 


CASO ESPECIAL 
(6) Descomponer a? + 2a (a — b) + (a — bj. 


La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primero o tercer término 
del trinomio o ambos son expresiones compuestas. 
Asi, en este caso se tiene: 


et+2a(a— b)+(a—-b?=[a+(a—-b)P=(a+o-—bP=(22-—-b)P. R 
U jo — b) 
(7) Factorar (x + yP— 2(x+ y)la + x) + [a + x)2. 


(x+y2-—2(x+y)la+x)+(a +xP=[Ix+y)—(a + x)P 
[x + y] jo + =] =(x+Hy—a—x)P 
=ly-o?=(ao-y). R. 


m- EJERCICIO 92 


Factorar o descomponer en dos factores: 





9 2 1 25x* x? 
a?—2ab+-b2, 15. 1+1dx?y+49x%y2, 26. —+ — —, 
a2+2ab+-b2, 16. 1+alt—9as, do 6 3. 
x2—Ix+1. 17. 49mf—-TQamên?+25a2nº. — RR 
yi+I1+9p2, 18. 100x10—60aix5y8-+9atyi2e 27. 16xt—2xiyit 
a2—100-+95. 19. 121+198xº+81x22. nº 
9— 6x +x2. 20. a?—-24amêx?+144mixi, 28. E +2mn+9Im?. 
16+40x2+925xº4. 21. 16—-104x2+169xº. 29. a? 

a -— a2+2a(a+b)+(a+b)2. 

1+4902—-1407 22. 400x10+40% +1. dd mo E ú a 
36+12m?-+mtr 93. ecabydo 31. 4m-4m(n>m)tin—m)2. 

aa ri a 4 me ga 32. (m-nP+6(m—n)+9. 
a'+18a*+81: 33. (a+x))-2a+x)(x+y) +(x+9)2. 
a8—2a8b8-+D8. da. + 3 fá 9. 34. (m+tn)-2(a-m)(m+n)+(a—-m). 
4x2—12xy+9y2 bs 35. 4(I+a2-4(-+a)(b—-D+(b—1)2. 


gbe-30ntb+ at, 26. atmatbep— 36. Nx) H2(x—y) (e) +49? 
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CASO IV 
DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS 


(141) En los productos notables (89) se vio que la 
suma de dos cantidades multiplicadas por su di- 
ferencia es igual al cuadrado del minuzndo menos el 
cuadrado del sustraendo, o sea, (a + b) fa — b) = atbe=(a+b)(a-b). 
= q — b'; luego, reciprocamente, dá 


Podemos, pués, enunciar la siguiente: 


(az)pista PARA FACTORAR UNA DIFERENCIA 
DE CUADRADOS 
Se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica 
la suma de estas raíces cuadradas por la diferencia entre la raiz del minuendo 


y la del sustraendo. 
(1) Factorar 1 — o2. 
La raiz cuadrada de 1 es 1; la raiz cuadrada de o* es a. Multiplico la suma 
de estas raíces (1 + a) por la diferencia (1 — a) y tendremos: 
I-et=(1+al)(l—-a). R. 
(2) Descomponer 16x? — 25y*. 
La raiz cuadrada de 16x? es 4x; la raiz cuadrada de 25y! es 5y*. 
Multiplico la suma de estas raíces (4x + 5y2) por su diferencia (4x — 5y?) y 
tendremos: 
lóx?— 25y! = (4x + 5y2)(4x — 5y2). R. 
(3) Factorar 49x2y8z710 — ql2, 
49x2y8710 — ql2 =[7xy3z5 + af)(7xy3z' — 08), R. 
o? bb? 


(4) Decomponer — — —, 
4 9 


& á 4 2 
La raiz cuadrada de 4 es E y la raiz cuadrada de a es a Tendremos: 


a? am b? 
= (5) (6-5) 
(5) Factorar a2" — 9bém 
o — 9btm=(o"+3b?m)/a” — 3bm). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


j. xS=40. o I-yá 16. aN—49012, 

à 0-1. O. da—). 16. 25xy*—121. 

3. at—d. 10. 25-36xº. 17. 100mên*—169y8. 
4 9—b2. 11. 1-49a*b2. 18. a?mtnº—l44. 

5. 1-4m?. 12. 4$*-8y*. 19. 196xºy*—2252]2. 
6. 16-—nº. 13. atbê—e. 20. 256a12—-289bim)º. 
T. a?—25. 14. 100—x2y8. 21. 1-9a?btctds. 
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22. 361xM-—1. PES Juni 32. at — 295b1. 
100 81 
1 xº 4alo y"* 
— — 9a2, RR =, 33. 16xtm — —., 
49 121 49 
ço 1 34. 49a10n — 2 
— —., . nt — — 48, » 490"P = 
25 29. 100mên 16 x q 81 
98 1 4x: do 95. arnpin 1 
' 16 49" o QqM— é . GQ 25 
2 6 
26. icadafãs Rá 31. 4x0 — à 36. Em — x20, 
56 25 9 100 


CASO ESPECIAL 


1. Factorar (a + b)? — c2, 


La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las dife- 
rencias de cuadrados en que uno o ambos cuadrados son expresiones 
compuestas. 


Asít, en este caso, tenemos: 


La raíz cuadrada de (a+b)? es (a +). 
La raíz cuadrada de cº es c. 


Multiplico la suma de estas raíces (a+b)?-—-c=[(a+b)+cll(a+b)—c] 
(a+b)+c por la diferencia (a+b)—c =(a+b+c)a+b-c). R. 
8 A DT 


2. Descomponer 4x? — (x + y)2. 


La raíz cuadrada de 4x? es 2x. 
La raíz cuadrada de (x +y) es (x +93). 


Multiplico la suma de estas raí- 4x2 — (x + y)é = [2x + (x +9)] [2x — (x + 9)] 
ces 2x+(x+y) por la diferencia =(2x+x+9y)(2x—x—9) 
2x — (x +) y tenemos: E =(8x+y)(x—y). R. 


3. Factorar (a + x)? — (x + 2)2. 


La raíz cuadrada de (a+x)? es (a+x). 
La raíz cuadrada de (x +2)? es (x +2). 


Multiplico la suma (a+x)—(x+2)2=[(a+x)+(x+2)][(a + x) — (x + 2)] 
de estas raíces (a+x)+ =(atxtx+9(a+x—x=2) 
(x+2) por la diferencia =(a+2x+2)(0-2) R. 
(a+x)—(x+2) y tengo: 
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Descomponer en dos factores y simplificar, si es posible: 


1. (x+y)*—a?. 13. (a-2b)2—(x+y)2. 25. (2a+b-c)?—(a+b)2. 
2. 4-—(a+1)2. 14. (2a-c)2—(a+c)?. 26. 100—(x—y+2)*. 
3. 9—-(m+n)2. 15. (x+1)2—-4x2. 27. x*—(y—x)2. 
4. (m—-n)—16. 16. 36xº—(a+3x)2. 28. (2x+3)º—(5x—1)2. 
5. (x—y)2—dz2, 17. af-(a—1)2. 29. (x—y+2)2—(y—2z+2%)*. 
6. (a+2b)—1. 18. (a-1)?—(m—232. 30. (2x+1)2—(x+4)". 
T. 1-(x—2)º. 19. (2x—-3)2—(x—5)2. 31. (at2x+1)2—(x+a—1)2. 
8. (x+2a)*—4x>. 20. 1—(ba+2x)*. 32. 4(x+a)— 4992, 
9. (atb)2—-(c+d)2. 21. (ix+y)—8l. 33. 2o(x—y)2—d(x+y)*. 
10. (a-b)2—(c—d)2. 22. mº-(m?-1)2. 34. 36(m+n)—-121(m—n)2. 
11. (x+1—l6%. 23. 16a/0º-(20º+3)2. 
12. 64m?-(m—2n)2. 24. (x—y)2—(c+d)2. 


CASOS ESPECIALES 
COMBINACION DE LOS CASOS Ill Y IV 


Estudiamos a continuación la descomposición de expresiones com- 
puestas en las cuales mediante un arreglo conveniente de sus términos 

se obtiene uno o dos trinomios cuadrados perfectos y descomponiendo estos 

trinomios (Caso III) se obtiene una diferencia de cuadrados (Caso IV). 


1. Factorar a2+2ab + b?—1. 
Aquí tenemos que a*+2ab +b? es un trinomio cuadrado perfecto; 
ma a2+2ab+b2-1=(a2+2ab+b?)—1 
(factorando el trinomio)=(a+b)?—1 
(factorando la diferencia de cuadrados)=la+b+1la+b-—1). R. 
2. Descomponer a? + m? — 4h? — 2am. 
Ordenando esta expresión, podemos escribirla: a? — 2am + m? — 4b2, y 
vemos que a* — 2am + mº es un trinomio cuadrado perfecto; luego: 
a? — 2am + m? — 4b? = (4º — 2am + m?) — 4b? 
(factorando el trinomio)=(a —-m)? — 4b? 
(factorando la diferencia de cuadrados)=(a—-m+2b)ta-m-—2b). R. 
3. Factorar 94? —- x?+2x—1. 
Introduciendo los tres últimos términos en un paréntesis precedido 
del signo — para que x” y 1 se hagan positivos, tendremos: 
9a? —- xº+2x— 1=902—(xº—-2x+1) 
(factorando el trinomio) = 9a? — (x — 1)? 


(factorando la diferencia de cuadrados) = [3a + (x — 1)][3a — (x — 1)] 
=(38a+x-—1)(3a-x+1). R. 
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4. Descomponer 4x2 — q2 +? — 4xy + 2ab — b2, 


El término 4xy nos sugiere que es el segundo término de un trinomio 
cuadrado perfecto cuyo primer término tiene x? y cuyo tercer término tie- 
ne y* y el término 2ab nos sugiere que es el segundo término de un trino- 
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a? y cuyo tercer término 
tiene b?; pero como — a? y — b? son negativos, tenemos que introducir este 
último trinomio en un paréntesis precedido del signo — para hacerlos po- 
sitivos, y tendremos: 

4xº— a? + yº — 4xy + 2ab — Db? = (4xº — 4xy + 9º) — (a? — 2ab + b?) 
(factorando los trinomios) = (2x — y)? — (a — b)? 
(descomp. la diferencia de cuadrados) = [(2x — y) + (a — b)][(2x — y) — (a — b)] 
=(2x—-y+a-b)i2x—-y—a+b). R. 

5. Factorar a2— 9n? — Gmn + 10ab + 25b2 — m?, 

El término 10ab nos sugiere que es el segundo término de un trino- 
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a? y cuyo tercer término 
tiene b2, y G6mn nos sugiere que es el 2º término de un trinomio cuadrado 
perfecto cuyo primer término tiene m? y cuyo tercer término tiene nº; 
luego, tendremos: 


— 9n? — Gmn + 10ab + 25b2 — m? = (a2 + 10ab + 2562) — (m? + Gmn + 9n?) 
(descomponiendo los trinomios) = (a + 5b)? — (m + 3n) 
(descomp. la diferencia de cuadrados) = [(a + 5b) + (m + 3n)][(a + 5b) — (m + 3n)] 
=,a+5b +m+3nta+5b-m-—3n). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


1. a2+2ab+-b2—x?, 20. 25-x2-16y2+8xy. 

2 x2-2xy+y2—-m?. 21. 9x2-a?-4m?-+4am. 

3. m+Imn+n?—l, 22. 16x2y2+12ab—4a2—9b?. 

4. a2-Za+1—b2, 23. —a?+95m?—]—2a. 

5. nºt6n+9-c2, 24. 49xt-25x2-9924+30x9. 

6. a2tx2+2ax—4. 25. a?-Zab+-b?-c?-Icd—d?. 

Tt. a24+4-4a—9b2, 26. x2+2xy+y2—-m?+mn—n?, 

6. x24+4y2-4xy—1. 27. a2?+4b2+4ab—x?-2ax—a?. 

9 a2-Gay+9y2—4x2, 28. x2+4a2-4ax—y2—9b2+6by. 

10. 4x2+95y2-36+20x9. 29. m?-x2+9n2+6mn—dax—da?, 
11. 9x2-1+1602-24ax. 30. 9x24+4y2—a2—12xy—25b?—10ab. 
12. 1+6442b?—-xt—16ab. 31. Jam—x?-9+al+m?-—6x. 

13. a2-b2-9bc—c?. 32. x2-Gat+6a2b+1+2x—b?. 

14. 1-a2+2ax—x?, dd. 1602-1—-10m+9x2—-24ax—25m?, 
15. mê-x2-9xy—y2. 34. 9m?—a?+2acd—cêd2+100—60m. 
16. cê-a2+99-1. 35. da?-9x2+49b2-30xy—2572-—28ab. 
17. 9-n2-925-10n. 36. 22542-169b2+1+304+26bc—c?. 
18. 4a2—-x2+4x—4, ST. x2-y2-4+4x—1—29. 


19. 1-a2-9n?—gan. 38. a2-16-x2+36+120—8x. 
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CASO V 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION 
Y SUSTRACCION 


1. Factorar x! + x2y? + yº. 

Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raíz cuadrada de x! 
es x?; la raíz cuadrada de y* es y? y el doble producto de estas raíces es 
2x*yº; luego, este trinomio no es cuadrado perfecto. 

Para que sea cuadrado pertecto hay que lograr que el 2º término x2yº 
se convierta en 2x?y2?, lo cual se consigue sumándole x?y2?, pero para que el 
trinomio no varíe hay que restarle la misma cantidad que se suma, x?y2, y 
tendremos: 

x + xy? +y! 
+ g6j* sa x2y? 
x* + 2xºy? + yá ae x2y? — (x* + 2x2y? + y*) anió serao 
(factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x? + y2)2 — x2y? 
(factorando la diferencia de cuadrados) = (x2 + y2 + xy)(x2 + y? — xy) 
(ordenando) = (x? + xy + y?)(xº—- xy + 9%). R. 





2. Descomponer 4a* + 8a?b? + 9b*. 

La raíz cuadrada de 4a* es 2a?; la raíz cuadrada de 9b* es 3b? y el do- 
ble producto de estas raíces es 2 x 2a? x 3b? = 12aºb?; luego, este trinomio 
no es cuadrado perfecto porque su 2º término es 8a2b? y para que sea cua- 
drado perfecto debe ser 12a?bº. 

Para que 8a*b? se convierta en 12a2b? le sumamos 44?b? y para que el 
trinomio no varie le restamos 44?b? y tendremos: 


da! + Ba2b? + 9bt 
+ 4a2b? — 4a2b? 
4a! + 12a2b? + 9b* — 4a2b? = (4a! + 1242b2 + 9bº) — 4a2b? 
(fact. el trinomio cuadrado perfecto) = (2a? + 3b?)? — 4a2b? 
(fact. la diferencia de cuadrados) = (2a? + 3b? + 2ab) (2a? + 3b2 — 2ab) 
(ordenando) = (242 + 2ab + 3b?)(2aº — 2ab + 3b?). R. 


3. Descomponer a“ — 16a2b? + 36bº. 

La raíz cuadrada de a* es a?; la de 36b* es 6b?. Para que este trinomio 
fuera cuadrado perfecto, su 2º término debia ser —2xa?x 6h? =— 12aºb? 
y es — 16a?b*; pero — 16a2b? se convierte en — 124ºb? sumándole 4aºb?, pues 


fnd 
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tendremos: — 164?b2 + 4a?b? = — 12aºb?, y para que no varie le restamos 
4a?b?, igual que en los casos anteriores y tendremos: 


a* — 16a2b? + 36b* 
+ 4a2b? — 4a2b? 
at — 12a2b? + 36b! — 4a2b? = (a! — 1242b2 + 36b4) — 4a2b? 
= (a? — 6b2)? — 492b? 
=(a? — 6b? + 2ab)( a? — 6bº — 2ab) 
=(aº+2ab — 6b?)(a2?— 2ab — 6b%. R. 


4, Factorar 49m* — 15Im?nº* + 81nº. 


La raíz cuadrada de 49m* es 7m?; la de 81nº es 9n!. El 2º término 


debíia ser —2x Im? x 9nt=-— 126m?n* y es —15Im?2n*, pero — 15Im?nº se 
convierte en — 126mnº sumándole 25m?nº, pues se tiene: — 15Imên'* + 
2omên'* = — 126m?n*, y para que no varíe le restamos 25m*n* y tendremos: 


49m* — 15Im?n* + 81nº 
+ 2ômên'º — 2ômên'º 
49m* — 126m2n* + 81nº — 25m?n* = (49m* — 126m2nº + 81nº) — 25m2n! 
= (Im? — 9n!)* — 25m?nº 
=(7m* — 9n* + ômn?) (Tmº — 9n* — ôimn?) 
=(Im'+ômn? —-9n!;(Tm"—-omn?—-9n%), R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


a*+a2+1. 11. 250º+54a2b2-+49b+. 21. 1444+23nº+9nl2, 
m*-+mên?-+nº. 12. 36x*—-109x2y2+49y4. 23. 16-9c'+e. 

xº+3x1+4. 13. 8Im'+êm'+1. 23. 64a!—-169a2b*+81b8. 
a*+2aº2-+-9. 14. ct-45c2+4+100. 24. 225+5m+m'*. 
at—3a?b2+bº. 15. 4a8-53a!b!+49D8. 25. 1-12642b!-+169atb8. 

x! 6x2+1. 16. 49+76n2+64nº. 26. xiyt+91x2y2+19]. 
4a*+3a2b2 +91. 17. 25x*—-139x2+819*. 27.  4908+Tocimên?+196min'. 
4xº—29xº+25. 18. 49xº+76x4y*+1009º. 28. Blatb8—292a2b'x8+256x18. 
x3-+4x4y1-+16)8. 19. 4-108x2+121xº. 


16m*—25m?n?+9nº. 20. 121x*-133x2y*+369yº. 
CASO ESPECIAL 


FACTORAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS 


En general una suma de dos cuadrados no tiene descomposición en 

factores racionales, es decir, factores en que no haya raíz, pero hay su- 
mas de cuadrados que, sumándoles y restândoles una misma cantidad, pue- 
den llevarse al caso anterior y descomponerse, 
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Ejemplos 


(1) Factorar af + 4b*. 


La raiz cuadrada de af es a?; la de 4b! es 2b?. Para que esta expresión sea 
un trinomio cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea 


2xa2x2b”=40*b?. Entonces, igual que en los casos anteriores, a la 
expresión a? + 4b! le sumamos y restamos 40*b? y tendremos: 
aí + 4b! 
+ 4a" b” — 49" b” 


at + 402b? + 4bt — 4a2b? = (a! + 402b? + 4b!) — 402b” 

(a” + 2b?)* — 49ºb? 

(a? + 2b? + 2ab) [a? + 2bº — 20b) 

(a2 + 2ab + 2b?)la? — 2ab + 2b?). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


1. x*+649yº. 4. 4mi+8Inº. 7. I+4nº. 

2. 4x8+98, à. 4+625xº. 8. 64xº+y8, 

3. a!+3240º. 6. G4-+Hal?, 9. Slat+64b*. 
CASO VI 


TRINOMIO DE LA FORMA x" + bx + c 


Trinomios de la forma x* + bx + c son trinomios como 
x +bx+ 6, m'+ôm-l4 
a — 2a — 15, yº—8y +15 
que cumplen las condiciones siguientes: 
1. El coeficiente del primer término es 1. 
2. El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado. 


3. El segundo término tiene la misma letra que el primero con ex- 
ponente 1 y su coeficiente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa. 


4. El tercer término es independiente de la letra que aparece en el 
1º y 29 términos y es una cantidad cualquiera, positivá o negativa. 


(146) REGLA PRACTICA PARA FACTORAR UN TRINÔOMIO 
DE LA FORMA x" + bx +c 


1) El trinomio se descompone en dos factores binomios cuyo primer 
término es x, o sea la raíz cuadrada del primer término del trinomio. 
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2) En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo 
término del trinomio, y en el segundo factor, después de x se escribe el 
signo que resulta de multiplicar el signo del 2º término del trinomio por 
el signo del tercer término del trinomio. 


3) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se 
buscan dos números cuya suma sea el valor absoluto del segundo término 
del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término del 
trinomio. Estos números son los segundos términos de los binomios. 


4) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos distintos Se 
buscan dos números cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo tér- 
mino del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término 
del trinomio. El mavor de estos números es el segundo término del pri- 
mer binomio, y el menor, el segundo término del segundo binomio. 

Esta regla práctica, muy sencilla en su aplicación, se aclarará con los 
siguientes 


Ejemplos 


(1) Factorar xº + 5x + 6. 


El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es la raiz cua- 
drada de xº o sea x: 


x + 5x + 6 |x Hx ) 


En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo térmi- 
no del trinomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se 
escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de + 5x por el signo de 
+ 6 y se tiene que + por + da + o sea: 


x + 5x + 6 x+ J(x+ |) 


Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos números 
que cuya sumo sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos números son 2 y 3, luego: 


2 +5x+6=(x+2)ix+3). R. 
(2) Factorar x? — 7x + 12. 
Tendremos: 2 -Ix+12 |x— IJ(x— 


En el primer binomio se pone — porque — 7x tiene signo —. 

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de — 7x por 
el signo de + 12 se tiene que: — por + da —. 

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscamos dos números 
cuya suma sea 7 y cuyo producto sea 12. Estos números son 3 y 4, luego: 


2 -—-Ix+12=ix—3)lx—4) R 


I60 O 
(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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Factorar x? + 2x — 15. 
Tenemos: x2+2x—15 (x+ Jix— |) 


En el primer binomio se pone + porque + 2x tiene signo +. 

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de + 2x por 
el signo de — 15 se tiene que + por — da —. 

Ahora, como en los binomios tenemos signos distintos buscamos dos números 
cuya diferencia sea 2 y cuyo producto sea 15. 

Estos números son 5 y 3. El mayor 5, se escribe en el primer binomio, y 
tendremos: 


2 +2x— 15=(x+5)lx—3). R. 
Factorar xº— 5x — 14. 
Tenemos: x —5x—14 |x— Jix+ ) 


En el primer binomio se pone — porque — 5x tiene signo —. 
En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de — 5x por 
el signo de — 14 se tiene que — por — da +. 
Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos números 
cuya diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14, 
Estos números son 7 y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se 
tendrá: 

2 —5x—l4=(x—7)ix+2). R. 
Factorar a? — 13a + 40. 


a?— 13a+40=(0—-5)la—8B). R. 


Factorar m? — Tim — 12. 
mê— Vm-12=(m-12)tm+1). R. 


Factorar nº + 28n — 29. 
nº+28n—29=|n+29)in—1). R. 


Factorur x? + 6x — 216. 
xX+6x—216 ix+t Jix— 


Necesitamos dos números cuya diferencia sea 6 y cuyo producto sea 216. 


Estos 


números no se ven fácilmente. Para hallarlos, descomponemos en sus 


factores primos el tercer término: 


216 
108 
54 
27 
9 

3 

] 


2 Ahora, formamos con estos factores primos dos productos. 

2 Por tanteo, variando los factores de cada producto, obtendremos 

2 los dos números que buscamos. Asi: 

3 

3 DX =: 8 ICI RS 27 — 8= 19, no nos sirven 

3 9 SEDE DS = Q4 axs= 9 24— 9=h15, no nos sirven 
2xXx2x3=12 2xXx3x3=18 18— 12= 6, sirven. 


18 y 12 son los números que buscamos porque su diferencia es 6 y su producto 
necesariamente es 216 ya que para obtener estos números hemos empleado 
todos los factores que obtuvimos en la descomposición de 216. Por tanto: 


x +6x—216=/x+18]ix—12). R. 
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(2) Factorar a? — 66a + 1080. 
o? — 66a + 1080 (a— J(ao— ) 


Necesitamos dos números cuya suma sea 66 y cuyo producto sea 1080. 
Descomponiendo 1080, tendremos: 


1080 
540 
270 
135 

45 
15 
5 
] 


Los números que necesitamos son 30 y 36 porque su suma es 66 y su producto 
necesariamente es 1080 ya que para obtener estos números hemos empleado 
todos los factores que obtuvimos en la descomposición de 1080, luego: 


a? — 66a + 1080 = (a — 36)la — 30). R. 


2Xx2x2= 8 3x3xXx3x5=105 105+ 8=113, no sirven 
2X2X2xX3=24 3X3xX5= 45 45 +24= 69, no sirven 
2X3xXx5=30 2x2x3x3= 36 30 + 36 = 66, sirven 
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Factorar o descomponer en dos factores: 
1. x2+7x+10. 13. y2—-4y+83. 25. a2—-2a—835. 37. m?-2m-—168. 
2. x2—-5x+6. 14. 12-8n+-nº. 26. x2+14x+13. 38. c2+924c+135. 
3. x2+3x—10. 15. x2+10x+21. 27. a2+933—14a. 39. m?—-4Im-+-400. 
é. x2º+x—2. 16. a2+T7a—lB. 28. m+13m-—30. * 40. a2+a-380. 
5. a2+4a-+3. 17. m?-I2m+11. 29. c2—-13c—14. 41. x2+12x—364. 
6. m?t5m-—l4. 18. x2—7x—30. » 30. x2-+15x+56. 42. u2+42a+432. 
7. y2-94+20. 19. nº2+6n—16. 31. x2—-15x+54. 43. m?-30m—675. 
8. x2—-6—x. 20. 20-+a2-—91a. 32. a2+7a—60. 44. y2+50y+336. 
D. x2-9x+B. 21. y2+y—30. 33. x2—-17x—60. 45. x2-2x—528. 
10. c2+5c—94. 22. 28+a2—lla. 34. x2+8x— 180. 46. nº+43n+499. 
11. x2-3x+2. 23. n2—-gn—40. 35. m2-20m—300. 47. c2—-4c—320. 
12. a2+T7a+6. 24. x2-5x—36. 56. x2+-x—132. 48. m?-8m-—1008. 


CASOS ESPECIALES 


(147) Ei procedimiento anterior es aplicable a la factoración de trinomios 
que siendo de la forma x? + bx + c difieren algo de los estudiados an- 
teriormente. 


(1) Factorar x! — 5x2 — 50. 
E em los El primer término de cada factor binomio será la raiz 
J P cuadrada de x! o sea x*: 
xt — 5x2 — 50 (x2— Jx+ ). 


Buscamos dos números cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea 
5 y cuyo producto sea 50. Esos números son 10 y 5. Tendremos: 


x — 5x2 —50=|x2— 10)(x2+5). R. 
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(2) Factorar x? + 7x3 — 44, 


(3 


(4 


(5 


a 


) 


) 


(6) 


(7 


Ds 


El primer término de cada binomio será la raiz cuadrada de xº o sea x*, 
Aplicando las reglas tendremos: 


x$+7x)—-44=(43+11)lx3—4). R 


Factorar a?b? — ab — 42. 
El primer término de cada factor será la raiz cuadrada de a2b? o sea ab: 
ob? —-ab—42 lab— Jab+ ), 


Buscamos dos números cuya diferencia sea 1 (que es el coeficiente de ab) y 
cuyo producto sea 42. Esos números son 7 y 6. Tendremos: 


ob? —-ab—42=lab—7)ab+6) R. 
Factorar (5x)? — 9(5x) + 8. 


Llamamos la atención sobre este ejemplo porque usaremos esta descomposi- 
ción en el caso siguiente. 
El primer término de cada binomio será la raiz cuadrada de (5x)? o sea 5x: 


(5x)? — 9(5x) + 8 (5x— J5x— ) 


Dos números cuya suma (signos iguales en los binomios) es 9 y cuyo producto 
es 8 son 8 y 1. Tendremos: 


(5x2 — 9(5x) +8= |5x—8ll5x—1) R. 


Factorar x? — 5ax — 3602. 
xº — 5ax — 360? lx— Jx+ ) 


El coeficiente de x en el segundo término es 5a. Buscamos dos cantidades 
cuya diferencia sea 5a (que es el coeficiente de x en el segundo término) 
y cuyo producto sea 360º. Esas cantidades son 9a y 4a. Tendremos: 


x? — Sax — 360º = |x— 9a lix + 40). R. 
Factorar (a + b)?— 12(a + b) + 20. 


El primer término de cada binomio será la raiz cuadrada de (a + b)* que es 
(a + b). 
(a+b)2?— 12/a + b) + 20 la+bl— JIla+bl- ] 


Buscamos dos números cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 20. Esos nú- 
meros son 10 y 2. Tendremos: 


(o+bP—12(a+b)+20= [la+b)—10]lla+bl—2] 
=lag+b-—lO0lla+b-2). R. 


Factorar 28 + 3x — x2, 
Ordenando en orden descendente respecto de x, tenemos: 
— g* + 3x + 28. 


Para eliminar el signo — de — x? introducimos el trinomio en un paréntesis 
precedido del signo —:; 


— (x? — 3x — 28) 


a 
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Factorando x? — 3x — 28 = (x — 7)(x + 4), pero como el trinomio está prece- 
dido de — su descomposición también debe ir precedida de — y tendremos: 


(e TUR) 


Para que desaparezca el signo — del producto — (x — 7)(x + 4) o sea, para 


convertirlo en + basta cambiarle el signo a un factor, por ejemplo, a 


y quedará: 


(8) Factorar 30 + y? — y*. 


28+3x— xº=(7—x)(x+4). R. 


He) 


30 +y—-yi=—(y*—-y2—-30)=—(yº—6)(y2 +5)=(6—y%)y2 +5). R 
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Factorar: 


- X'+3x2+4. 


x Gays, 

RS — 28 BO, 
xºy2t-xy—12. 
(4x)*—2(4x)—15. 


- (0x)2+13(0x)+42. 


xº+2ax— 1542. 
a"—d4ab—927b2. 


- (x—y)2+2(x—y)—94. 
 DtHdáx—x?, 

- XxHty5—90, 
-m'tmn-d6n?2. 


CASO VII 
TRINOMIO DE LA FORMA ax” + bx + c 


- x*+Tax?—60a2. 
- (2x)2—4(2x)+3. 
- (m—n)-+5(m—n)—24, 


x8+x*—240. 


- 1D+2y=y2, 

c atb*-Da2b2—99, 
« cCHlcd+28d2. 
. 20xº—5(5x)—84. 


aº-91ab+98b2. 


 xtyirxy2— 139. 


48+92x2—x4. 


 (c+d2—IB(c+d)+65. 


Son trinomios de esta forma: 2x2+ llx +5 


3aº + Ta —6 
10nº— n —? 
im? — 23m + 6 


- 0º+2axy—440x2y2. 
 mênS—-2]mn3+104. 
- J4+5n-nº?. 

- x8+x3—930. 

. (4x2)2—8(4x)— 105. 
—xt+Hjabx?—36a2b?, 
- a!—a2b?—156b4. 


21a2+4ax—x2, 
xºy8—150xºy*— 10042. 


. (a—-1)*+3(a—1)—108. 
“-mtabem—5b6a?b2c2, 
 (Tx2)2+24(7x2)+198. 


que se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que 


el primer término tiene un coeficiente distinto de 1. 


DESCOMPOSICION EN FACTORES DE UN TRINOMIO 


DE LA FORMA ax? + bx + c 


Ejemplos 


E 


(1) Factorar 6x2? — 7x — 3. 
Multipliquemos el trinomio por el coeficiente de x? que es 
6 y dejando indicado el producto de 6 por 7x se tiene: 


36x? — 67x) — 18. 
Pero 36x? = (6x)? y 6(7x)=7(6x) luego podemos escribir: (6x)? — 7(6x) — 18. 
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Descomponiendo este trinomio según se vio en el caso anterior, el ler. término 
de cada factor será la raiz cuadrada de (6x)? o sea 6x: (6x — J(6x+ |). 


Dos números cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18 son 9 y 2. Ten- 
dremos: (6x—9) (6x + 2). 


Como al principio multiplicamos el trinomio dado por 6, ahora tenemos que 
(6x — 9) [6x + 2) 


é 


pero como ninguno de los binomios es divisible por 6, descomponemos 6 en 
2x3 y dividiendo (6x — 9) entre 3 y (6x + 2) entre 2 se tendrá: 


(6x — 9) (6x + 2) 
2x3 
Luego: 6x — 7x —3=(2x—-3)(3x+1) R. 


dividir por 6, para no alterar el trinomio, y tendremos: 


=(2x—3)(3x+ 1) 


(2) Factorar 20x2 + 7x — 6. 
Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: 20x)" + 7(20x) — 120. 
Descomponiendo este trinomio, tenemos: (20x + 15) (20x — 8). 


Para cancelar la multiplicación por 20, tenemos que dividir por 20, pero como 
ninguno de los dos binomios es divisible por 20, descomponemos el 20 en 
5 x 4 y dividiendo el factor (20x + 15) entre 5 y (20x — 8) entre 4 tendremos: 


(20x + 15) (20x — 8) 
5x4 
Luego 20xº +7x— 6= (4x +3)6bx—2) R. 


= (4x + 3)(5x—2) 


(3) Factorar 180? — 12a — 5. 
Multiplicando por 18: (184)? — 13(18a) —90. 
Factorando este trinomio: (18a — 18)(1Ba + 5). 
Dividiendo por 18, para lo cual, como el primer binomio 18a — 18 es divisi- 
ble por 18 basta dividir este factor entre 18, tendremos: 


(18a — 18) (180 + 5) = ig Tita 6) 


18 

Luego 180º —- 130 —5= [0-1 )](180 +51). R. 
EJERCICIO 100 
Factorar: 
2x24+3x—2. 10. 20yº+y—1. 19. m—6+lôm?. 
3x2— x —2. 11. 8a?-14a-—15. 20. 159º-8a—12. 
6x2+7x+2. 12. 7xº-44x—35. 21. 9x2º+37x+4. 
5x2+13x—6. 13. 16m+15mº-15. 22. 44n+20nº—15. 
6x2—6—Dx. 14. 2Da2º+5a+2. 23. 14mº-3Im-10. 
12x2—-x—6. 15. 12x2-7x—12. 24. 9x2+99x+90. 
4a? +15q+9. 16. 9a?+10a+1. 25. Ma?—-Ta—40. 
3+1Na+1002. 17. 20nº-9n—90. 26. 4nº+n—-33. 


12m?—-13m—35. 18. 21xº+1Ix—2. 27. 30x2+13x—10. 
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à. Factorar 15x* — 11x? — 12, 
Multiplicando por 15: (15x2)? — 11(15x?) — 180. 
Descomponiendo este trinomio, el primer término 





de cada factor será la raíz cuadrada de (15x2)2, o sea 15x2: 4 


(15x? — 20)(15x2 +9) — 


Dividiendo por 15: 
9X3 


(8x2—4)(5x2+3) R. 


2. Factorar 12x?yº + xy — 20. 
Multiplicando por 12: (12xy)? + 1(12xy) — 240. 
Factorando este trinomio: (12xy+ 16)(12xy — 15). 
(12xy + 16)(12xy — 15) 


Dividi 12: 
ividiendo por POR: 


= (dxy+4)(4xy— 5) R. 


3. Factorar 6x? — 1lax — 1042, 
Multiplicando por 6: (6x)? — 1la(6x) — 604º, 
Factorando este trinomio: (6x — 154) (6x + 4a). 


(6x — 154) (6x + 4a) 
—= (2x — da)(3x + 2a) R. 





Dividiendo por 6; 


8x. 
4. Factorar 20 — 3x — 9x2. 
Ordenando el trinomio en orden descendente respecto de x: —9x2—8x +90. 
Introduciéndolo en un parêntesis precedido del signo —: — (9x2 + 3x — 20), 


Multiplicando por 9: — [(9x)? + 3(9x) — 180]. 
Factorando este trinomio: — (9x + 15) (9x — 12), 
— (9x + 15) (9x — 12). * 


Dividiendo por 9: VE SR (3x + 5) (3x — 4), 


Para que desaparezca el signo — de este 


producto, o sea para convertirlo en +, hay 


que cambiar el signo a un factor, por ejem- 





plo, a (3x—4), que se convertirá en (4-—-3x), 
y tendremos: 
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Factorar: 

6x*+5x2—6. 9. 6m?-13am—lõa?, 17. 180º+174y—1592. 
dxº+4xº— 12. 10. ldxt—l5x*—14. 18. 15+2x2—-8x*. 
10x5+29x1+10. 11. 300º—-13ab—3b2. 19. 6—-25xº+5x1. 
Ga:xº+-5ax—21. 12. 7xº-33xº—10. 20. 30x/º—-91xº—30. 
20xºyº+9xy—20. 13. 30+13a—3a2. 21. 30m*+1Tam—2las. 
l5xº—-ax—2a». 14. d+ix'—6x". 92. 16a—-4—15a2. 
12—-7x—10x2. 15. 6aº-ax—l5x?. 93. 11xy—6yº—4x*, 


21xº—29xy— 7292. 16. 4xº+imnx—]ômênº. 24. 27ab—9b2—20aº. 


166 O | ALGEBRA 


CASO VIII 
CUBO PERFECTO DE BINOMIOS 


(a+b)* =aº + 3a2b + 3ab? + b$ 


150 En los productos notables (90) se vio que (a-b)3=a? —3a2b + 3ab? — bê, 


Lo anterior nos dice que para que una expresión algebraica orde- 
nada con respecto a una letra sea el cubo de un binomio, tiene que 
cumplir las siguientes condiciones: 


1. Tener cuatro términos. 
2. Que el primero y el último términos sean cubos perfectos. 


3. Que el 2º término sea más o menos el triplo del cuadrado de la 
raíz cúbica del primer término multiplicado por la raíz cúbica del último 
término. 


4, Que el 3er. término sea más el triplo de la raíz cúbica del primer 
término por el cuadrado de la raíz cúbica del último. 

Si todos los términos de la expresión son positivos, la expresión dada 
es el cubo de la suma de las raíces cúbicas de su primero y último término, 
y si los términos son alternativamente positivos y negativos la expresión 
dada es el cubo de la diferencia de dichas raíces. 


RAIZ CUBICA DE UN MONOMIO 

La raíz cúbica de un monomio se obtiene extrayendo la raíz cúbica 
de su coeficiente y dividiendo el exponente de cada letra entre 3. 

Así, la raíz cúbica de Ra*bº es 2ab?. En efecto: 





(52) HALLAR SI UNA EXPRESSION DADA ES EL CUBO 
DE UN BINOMIO 


E : (1) Hallar si 8x) + 12x? + 6x + 1 es el cubo de un binomio. 
jemp los Veamos si cumple las condiciones expuestas antes. 
| La expresión tiene cuatro términos. 


La raiz cúbica de 8xº* es 2x. 
La raíz cúbica de 1 es 1. 


3(2x)2(1) = 12x?, segundo término, 
3(2x)(1)* = 6x, tercer término. 


Cumple las condiciones, y como todos sus términos son positivos, la expresión 
dada es el cubo de (2x + 1), o de otro modo, (2x + 1) es la raíz cúbica 
de la expresión. 
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(2) Hallar si 8x8 + 54x2y8 — 27yº — 36x4y3 es el cubo de un binomio. 
Ordenando la expresión, se tiene: Bxº — 36x%y? + 54x2yº — 27yº, 


La raíz cúbica de 8xº es 2x2. 

La raiz cúbica de 27yº es 3y3. 
3(2x2)2(3y3) = 36x*y8, segundo término 
3(2x2) (3y?)º = 54x2yº, tercer término 


La expresión tiene cuatro términos: 


y como los términos son alternativamente positivos y negativos, la expresión 
dada es el cubo de (2x? — 3yº). 


(159) FACTORAR UNA EXPRESION QUE ES EL CUBO 
DE UN BINOMIO 


(1) Factorar 1 + 12a + 480º + 6403. 


Ejemplos Aplicando el procedimiento anterior vemos que esta ex- 
presión es el cubo de (1 + 4a); luego: 
1 + 120 + 4802 + 640º = (| +40). R. 


(Z) Factorar a? — 18a$b? + 108a3blo — 216b)5. 
Aplicando el procedimiento anterior, vemos que esta expresión es el cubo de 
(aº — 6h? ); juego: 
a? — 180%bº + 108a3b!º — 216b15 = (a3 — 6b3)'. R. 
B- EJERCICIO 102 


Factorar por el método anterior, si es posible, las expresiones siguientes, 
ordenândolas previamente: 


1. att3a4+3a+1. 12. 8+436x+54x2+97x3. 

2. 27-27x+9x2—x8. 13. 8-12aº-Gat—as. 

3. m'+3mên+Imn?+n3. 14. at+3atbl+3a2be+bº. 

4. 1+342-3Ja-—a?. 1D. .xº—9x%yt 427488 —o7y!2, 

5. 8B+12a2+6at-+a?. 16. 64x3+240x2y+300xy2+1259º. 

6. 125xº+H1+7.5xº-+15x. 17. 216-756a2+882a!— 343º. 

7. Bas-36aºb+54ab?—97b3, 18. 125x124+600x%º+960x4y10+512915, 

8. 27m'+108mn+144mn?+64nº. 19. 3al2+1+308-+a!s, 

9. x3-3x24+3x+1. 20. mº-3amên+3amn?—a?n*. 
10. 1+1202b—-6ab—Ba3b3. 21. 1+1892b3+10844b8+2164º9bº. 
11. 1259º+15002b+600b2+8b8. 22. 64xº—125y12-240x8y1-+300x%8. 
CASO IX 


SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS 


3 3 ao 
(154) Sabemos (94) que: Es =q?-ab+b? y Co =a+ab+ be 








y como en toda división exacta el dividendo es igual al producto del divi- 
sor por el cociente, tendremos: 

a. bº=-(a+b)(a?-ab+b?) (1) 

a*-b'=(a-b)(a” +ab+b?) (9) 
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La fórmula (1) nos dice que: 


REGLA 1 


La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: 


1º La suma de sus raíces cúbicas. 2º El cuadrado de la primera raíz, 
menos el producto de las dos raíces, más el cuadrado de la segunda raíz. 
La fórmula (2) nos dice que: 


REGLA 2 


La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: 


1º La diferencia de sus raíces cúbicas. 2º El cuadrado de la primera 
raíz, más el producto de las dos raíces, más el cuadrado de la segunda raíz. 


(155) FACTORAR UNA SUMA O UNA DIFERENCIA 
DE CUBOS PERFECTOS 


Ejemplos | 


Sr q po DO 


(2) Factorar a* — 8. 


(1) Factorar x +11. 


La raiz cúbica de xº es x; la raiz cúbica de 1 es 1. 


Según la Regla 1: 
ê+t+I=(x+)b=-x(1)+2]=|x+0x—x+1) 


La raíz cúbica de aê es a; la de 8 es 2. Segóún la Regla 2: 


o!—-B=(a—2)[a2+2(a)+22]=l0a—2)l02+ 20 + 4). 


(3) Factorar 27aº + bº. 


La raíz cúbica de 270º es 3a; la de bº es b2, 


R. 


Según la Regla 1 tendremos: 


2708 + bº = (3a + b2)[(3a)? — 3a (b2) + (b2)2] = 30 + b3)[ 902 — 3ab? + bi) 


(4) Factorar 8xº — 125. | 
La raíz cúbica de 8x) es 2x; la de 125 es 5. Según la Regla 2 tendremos: 
8x3 — 125 = (2x — 5)[(2x)2 + 5(2x) + 52]=/2x — 5) 4x2 + 10x + 25). R. 


(5) Factorar 27mº + 64nº. 
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Descomponer en 2 factores: 


1-+a3. 
l—a3. 
%8-+8, 
m3—n3, 
as—l1. 
yº+1. 


p=, 
Bx3—1, 
1—-8xº. 
xº—27. 
as+27. 
8xº-+98. 


13. 


15. 
16. 


18. 


97a'—b3, 
64-+aº. 
a3— 125. 


1-216m:º. 
Ba*+927bº8. 


xº—bº, 


27mº + 64nº =| 3m? + 4nº)| 9mt — 12m2nº + 16nº) 


19. 
20. 
21. 
22. 


24. 


8xº—2798. 
1+343nº3. 
64aº—7929. 
asb3—x8, 
512+27aº. 
28 —Byla, 
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25. 1+729xº. 99. aSbsxs+1. 93. x124+yl2, 97. 8xº-1925y328. 
26. 2Im'+64nº. 30. x?+9º. g4. 1-27.0ºb3. 38. 2Im*+343nº. 
97. 343xº-+5129º. 31. 1000x)—1. 35. 8xº+729. 39. 216-x12, 

98. x*y8-216yº. 32. a*+125b!2, 36. a*+8b!2, 


CASOS ESPECIALES 


1. Factorar (a + b)3+1, 
La raíz cúbica de (a+b)º es (a+b); la de 1 es 1. Tendremos: 
(a+b)3 +1=[(a+b)+2][(a+b)?— (a + b)(1) + 12] 
=(a+b+ly(a+2ab+b-a-b+1) R. 
2. Factorar 8-— (x — y)º. 
La raíz cúbica de 8 es 2; la de (x — y)º es (x — y). Tendremos: 
8 — (x — 9)º = [2— (x — 9)] [22 + 2x — 9) + (x — 932] 
=(A-x+y)(4+2x—2y+xº-2xy+9?). R. 
3. Factorar (x + 1)3 + (x — 233. 
(x+13+(x—2)3= [(x+1)+(x—2)][(x + 1)2— (x + 1)(x — 2) + (x — 232] 
=(x+ltx-D(x+a+rl-x+rx+2+x—4x+4) 
(reduciendo) = (2x — 1,(xº—-x+7) R. 
4, Factorar (a— b) — (a + b)º. 
(a—-b))-—(a+b3=[(a-b)-(a+b)]|(a—b)2+(a—b)(a+ b)+ (a + b)?] 
=(a-b-a-b)(a—-2ab+b?+a?—b?+a?+2ab + b?) 
(reduciendo) = — 2b (34º + b?, R. 


m- EJERCICIO 104 


Descomponer en dos factores: 


1+(x+y)3. 6. 1-(2a—b), 11. xº—(x+2)3. 16. (2x-y)P+(3x+9)8. 
1-(a+b)3. 7. 03+(a+1). 12. (a+1)+(a—3)º. 17. Ba+b)+(a—b). 
27+(m—n)3. 8. Bat-(a-1). 13. (x—1)P—(x+92)3. 18. 64m+n)—l125. 
(x—y)º—8. 9. 27xº-(x—9). 14. (x—y)!—(x+9)8. 

(x+2y)8+1. 10. (2a—-b)3—97. 15. (m-23+(m—3)3. 

CASO X 


SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES 


En el número (95) establecimos y aplicando e] Teorema del Residuo 
(102), probamos que: 
l. as—b» es divisible por q — | siendo , par o impar. 
HH. a+ br es divisible por q + | siendo ,; impar. 
HI. a — br es divisible por q » b cuando , es par. 
IV. ar + b: nunca es divisible por q — j 


y vimos el modo de hallar el cociente cuando la división era exacta. 
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FACTORAR UNA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS 
IMPARES IGUALES 


(1) Factorar mº + nº. 


0) ] emplos Dividiendo entre m + n (96, 4º) los signos del cocien- 


(2) 


(3) 


(4) 


te son alternativamente + y —: 
mº' +nº 
m +n 


luego m'+nº=(m+n)imt—mêin+mên?— mn +nº). R. 





mt — mên + m?n? — mn? + nº 


Factorar xº + 32. 
Esta expresión puede escribirse xº + 2º. Dividiendo por x + 2, tenemos: 








5 + 32 
- =xt— x3(2) + x2(22) — x(28) + 24 
x + 2 
5 + 32 
o sea : =xt— 2x3 + 4xº — Bx + 16 
x + 2 


lvego x)+32=(x+2)kxt—2x)+ 4x2 — 8x + 16). R. 


Factorar aé — bº, 
Dividiendo por a—b (96, 4º) los signos del cociente son todos +: 
=p 
a—b 
luego af—bi=(a—b)lat + ab + ab? +ab? + bt). R 





= at + aºb + a2b? + ab? + b? 


Factorar x* — 1. 


Esta expresión equivale a x? — 17. Dividiendo entre x— 1, se tiene: 








Ed 
E = xe) (02) des (18) + n2(14) + x (18) +16 
= 
x! —1 
o sea id 
Ze 


lvego x—-T=(x-]ixt++x+g+t+x+x+I. R 


NOTA 


Expresiones que corresponden al caso anterior x" + y" o x"—y" en que m 
es impar y múltiplo de 3, como x! + y3, xº — y3, x2º + yº, 2 — y9, x15 + yo, 
x15 — y15 pueden descomponerse por el método anteriormente expuesto o como 
suma o diferencia de cubos. Generalmente es más expedito esto último. 

Las expresiones de la forma x" — y” en que n es par, como x! — y?, xº — y8, 
xº — y8 son divisibles por x+ y o x—y, y pueden descomponerse por el mé- 
todo anterior, pero mucho más fácil es factorarlas como diferencia de cur 
drados. 
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MISCELANEA SOBRE LOS 10 CASOS DE DESCOMPOSICION 


B- EJERCICIO 105 
Factorar: 
1. aS+1. 5. mi—n', 
2. as—l. 6. as+243. 
3. 155. T. 32—-ms. 
4. abr, 8. 1+243x%5. 
B- EJERCICIO 106 
Descomponer en factores: 
5a2-+a. 40. 
m2+Imx+x2. 41. 
a?-ra—ab—b. 42. 
K2-—36. 43. 
9x2—6xy+y2. 44. 
x2—-3x—4. 45. 
6xº—x—2. 46. 
1+x3, 47. 
270º-—1. 48. 
K9=nito. 49. 
a*—-Sa2b+Bab?. 50. 
2xy—6y-+xz—3z. 61. 
1—-4b+4b2, 52. 
dxi+3xºy2+y4, 53. 
x8— 6x4y1 +98, 54. 
a?—-a—30. 55. 
15m?+1Im-—l4. 56. 
at-+1. 57. 
8ms-97y, 58. 
16a?—-24ab+9b2. 59. 
l+a'. 60. 
8a3—12a2-+6a-—1. 61. 
l-m2. 62. 
xi+4x2—91. 63. 
12508+1. 64. 
a2+2ab+b2—m?, 65. 
8a2b+16aºb—24a2b?, 66. 
xº— xt+x—l. 67. 
6x2+19x—20. 68. 
25x*—81y2. 69. 
1-=mº, TO. 
x2-a2+2xy+y2-+2ab—b2. 71. 
2Im'n—Imin?4+7mên* 72. 
—Tmên. 73. 
a(x+D)-b(x+D)+e(x+1). Tá 
4+4(x—y) +(x—y)2, 75. 
1-a2bs. T6. 
b2+12ab-+36a2. TT. 
xº-+4x3—77. T8. 
15x4—17x2—4, To. 


DESCOMPOSICION FACTORIAL 


9. x'+128. 13. 
10. 2439-9265. 14. 
11. as+b5cs, 15 


12. m—a?x?. 


l+(a—3b)8. 
xt+x2+925. 
as—28a*+36. 
343+8aº3. 
12a2bx—15a2by. 
x2+2xy—159y2. 
6am-4an—2n-+3m. 
81aº—4b2c8. 
16—(2a+b)2. 

20 —x—x2. 

nº-+-n—42, 
a2—d2--n?—-c?—-2an—2cd. 
1+216xº. 

xº— 64. 

xº— 64xº. 
18axºy3—36x4yº-—54x2y8, 
49a2b2— 1] 4ab+1. 
(x+1)2—81. 
a2—(b+c)?. 
(m+n)2—6(m+n)+9. 
7x2+31x—20. 
9aº+63a—45a2. 
axt+a—x—l. 
81x*+25y2—90x2y. 
1-27b2+b4. 
mt+mên2+nº. 
ct—4d*. 

l5xt— 15xº+20xº2. 
a?—xº—-a—x. 

xt— 8x2-240. 
Gmt+7m?—20. 
9n?-+4a2—12an. 
2x2+2. 
Ta(x+y—1)—3b(x+y—1). 
x2+3x—18. 
(a+m)2—(b+n)?. 
xº+6x2y-+12xyº+8yº. 
Ba?—22a—21. 
1+18ab+81a2b2. 
4aº—1. 


16. 


1+x?. 
4'= 


17] 


17. x1043298. 


y?. 18. 1+128x14. 


a'+2187. 
1-128a”. 


EN FACTORES 


EISSESNAS 


SSSESBSES S 


x8—4x3—480. 
ax—bx+b—a—by-+ay. 
Gam—-3m—2a+1. 
15+14x— 8x2. 
ati—as-+at-+a?. 
2x(a—1)—a+1. 
(m+n)(m—n)+3n(m—n). 
aº—b3+92b3x2—9a2x2, 
2am—3b—c—em 
—3bm+2a. 

S.A 1 
a aa 5” +- o 
4a" — ban, 
81x2—(a+x)2. 
a2+9—Ga—l 6x2. 
9a2—x?—4+4x. 
9xº—yº+3x—9. 
xº—x—T72. 
36a!—1200ºbº-+49b*. 
a?-m?—9n?—Bmn 
+4ab-+4b2. 
1—Sas. 
81a8+64h12, 
49x2—7 7x+30. 
x2-Pabx—35a2b?2. 
125xº—9295x2+135x—27. 
(a—2)2—(a+3)2. 
4a2m+12a2n—5bm—l5bn 
1+6x3+9xº. 
at+3a2b —40b2. 
m'-+8a3xº, 
1—-9x2+24xy—16y2. 
1+11x+24x2. 
9x2y3—27x3y8— 9x3, 
(a2+b2—c?)2—9x?y2, 
8(a+1)8—1. 
100x4y8—121mº. 
(a2+1)2-+5(a2+1)—24. 
1+1000xº. 
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116. 
117. 
118. 
119. 
120. 
121. 
122. 


123. 


124. 


ALGEBRA 
49a2—x2—9y2+6x9. 125. atbit4a2b2-96. 
E náo add 126. Ba?x+7Ty+21]by—Tay—Baix+24a2bx. 
GR 127. x*4+11x2-390. 
as—3asb—54b2. 128. 7T+33m—10m?. 
165+4x —x2. 129. 4(a+b)2—9c+d)2. 
at+at+1. 130. 729-125x3y)2, 
ye 131. (x+y)2+x+9. 
4 8 132. 4-(a2+b2)+2ab. 

8xy 2º 133. x3-y3px— 

16x2 + — + — E A 

o 134. a2-bera—bs, 


COMBINACION DE CASOS DE FACTORES 


Ejemplos 


i 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA 
EN TRES FACTORES 


(1) Descomponer en tres factores 5a? — 5. 


Lo primero que debe hacerse es ver si hay algún fac- 
tor común, y si lo hay, sacar dicho factor común. 


Asi, en este caso, tenemos el factor común 5, luego: 
5a? — 5==5(0º — 1) 
pero el factor (42 — 1)=(a + 1) (a — 1), luego: 
*-—-5=5la+1la—l). R 
donde vemos que 5a? — 5 está descompuesta en tres factores. 


Descomponer en tres factores 3xº — 18x2y + 27xy*. 
Sacando el factor común 3x: 
3xº — 18x2y + 27xy? = 3x (xº — 6xy + 9y”) 

pero el factor (x? — 6xy + 9y? ) es un trinomio cuadrado perfecto que descom- 
puesto da (x? — 6xy + 9yº |) = (x — 3y )”, luego: 

3x3 — 18x2y + 27xy2 = 3xix — 3y |. R. 
Descomponer en tres factores x! — y/. 

d-yi= (6 +y)pe-y?) 
pero (xº— y2)= (x + y)(x — y), luego: 
x —-yt=(xX+y2)lx+ylx—y) R. 

Descomponer en tres factores 60x? + 12ax — 90a. 
Sacando el factor común 6a: 

60x? + 12ax — 90a = 60(xº + 2x — 15) 
pero (x2+2x— 15)=(x+5)(x—3), luego, 

60x? + 12ax—900=60!x+5lix—3). R. 
Descomponer en tres factores 3x! — 26x? — 9. 
Factorando esta expresión: 3x! — 26x? —-9=(3x2+ 1)(xº —9) 

= (3x2 +1lix+3)ix—3) R 
Descomponer en tres factores 8x? + 8. 
'Bº+8=8(xº+ 1) 
=8ix+1)ix—x+1) R 
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a*—-Ba+a!-8=(a!—Ba)+(a*—8) 
=ala!—B)+(aº — 8) 


(7) Descomponer en tres fac- 
tores at—Ba+ a!—-B. 7 


=(a+1)(a*—8) 
=(a+l])la-2)lag2+20+4). R 


$—-dx—x+4=(x*—4x)—(xº— 4) 
=x(x*—4)—(xº— 4) 


(8) Descomponer en tres factores 
xº — dx — x2 + 4. 


m- EJERCICIO 107 


Descomponer en tres factores: 


dax2—3a. 22. m'+3m?—-16m-—4s. 43. (xº-2xy)(a+1)+yº(a+1). 
3x2—3x—6. 23. xº-6xy+12xyº— 89º. 44. xº'+2x'y—3xy2. 
2a2x—4abx+2b?x. 24. (a+rb)(a2—-b?)—(a?—b?). 45. ax—d4b?x+2a?y—8b?y. 
203—9, 25. 320ºx—48aºbx+]8ab?x. 46. 45a2x!—20a2. 
a'—3a?—28a. RR a a ta 47. at'—-(a-12). 
x3—d4x+pxl—d, 27. 4x2+32x—36. 48. bxº-b-xº+1. 
dax*+3ayº. 28. at-(a+2)2. 49. 2xº+6xº—56x2. 
4ab?—4abn+an?. 20. xº—25x*-54. 50. 300º—-550—50. 
x*—3x2—d4, 30. af+a. 51. 9x —y)3—(x—). 
a3—a?—a+1. 31. ab+2aºbx+-abxº—aby?, 52. Galx—9a?—ax?. 
2ax2—4ax+2a. 32. Jabm?-3ab. 53. G64a—125a'. 
x3—x+x2y—y, 33. Blxiy+3xy*. 54. 70x!+926xº—24x*. 
2aº+6a?—Ba. 34. a!—-al+a-l. 55. a!+60º—550º. 
16xº—48xºy+36xy2. 35. x—9x2—-18x3. 56. 16aºb-56a'bs+49ab'. 
dx3— x?y— Bxy2+9y3. 36. 6ax—-2bx+6ab—2b2. 57. 7xº+320ºxº—150ºx2. 
dal+5a. 37. am!-Tam*+12am. 58. xºm+2—-x%my2n, 
Gax?—-ax—2a, 38. da'x'—da?. 59. 2x!+5x3—-5dx— 135. 
n*—81. 39. 28xº%y—7xy3. 60. axºtaxy+axy?—2ax? 
Sax2—2a. 40. 3abx?-3abx—18ab, —2axy—2ay?2, 
axº+10ax?+25ax. él. x*—8x*—128. 61. (x+y)'—1. 

xº—6x2— Ta. 42. 18x2y+60xy2+509º, 62. Ja'+3a'+3a. 


EN CUATRO FACTORES 


=(x— 1)(xº— 4) 
=(x—1ix+2)ix—2) R 


DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA 


(1) Descomponer en cuatro factores 2x! — 32. 
2x* — 32 = 2|xº* — 16) 


Ejemplos 
=2(xº+4)(x2º— 4) 
=2(x+4)(x+2]jx—2) R 
(2) Descomponer en cuatro factores a* — bº. 
Esta expresión puede factorarse como diferencia de cuadrados o como dife- 
rencia de cubos. Por los dos métodos qgbtenemos resultados idénticos. 
Factorando como diferencia de cuadrados: 
aoº — bº = (a* + bº)(ao* — b!) 
| factorando 03 +b? y o3—b3) =|a+b)lao?-ab+b?jja—bjla?+ ab+b?) R. 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


ALGEBRA 


Factorando como diferencia de cubos: 
aº — b$ = (a? — b?)(a! + a2b? + bt!) 
=la+blla-blla+ab+b?)la?-ab+b3. R. 
(a! + a2b? + bº se descompone como trinomio cuadrado perfecto por adición 
y sustracción). 


El resultado obtenido por este método es idéntico al anterior, ya que el orden 
de los factores no altera el producto. 
Descomponer en cuatro factores x! — 13x? + 36. 
x* — 13x2 + 36 = (xº — 9)(xº — 4) 
(factorando x? — 9 y 2-4) =Ix+3llx—3llx+2lx—2. R. 
Descomponer en cuatro factores 1 — 18x? + 81xf. 
1— 18x2 + 81x!=(1 — 9x2)? 
(factorando 1 — 9x2) mé + 3x)[1 — 3x ) Fº 
+31 — 3x. R. 
Descomponer en cuatro factores 4xº — xº + 32x? — 8. 
4x) — x3 + 32x] — B= (4% — xº) + (32xº — 8) 
x (4x2 — 1) + 8(4x2 — 1) 
4x? — ix, + 8) 
[factorando 4x2 — 1 y x34+8) =I2x+ WiZx— Wix+ 2x — 2x +4). R. 
Descomponer en cuatro factores xº — 25xº — 54x2. 
xº — 25xº — 54x? = xº(xº — 25xº — 54) 
= o — 27)(xº* + 2) 
(factorando x3 — 27) = xix— 3x2 +3x+9) ix +92). R. 
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Descomponer en cuatro factores: 


1-—as. 14. asas? -a?b3+ bs. 27. 1-a%b*, 

08—1.. 15. 8xt+6x2—9. 28. 5ax!+]0ax?—-5ax—l0a. 
xt—41x2-+400. 16. at-25a2+144. 29. alx2tbiy?—b2x2—a?y?, 
at—2a2b2-+-b+. 17. a?x3-ay+2axº—Day3, 30 x8tyt-d, 

x5-+x3—9x. 18. att92a8-a?—9a, 31. atras-9a2—da. 
2x4-+6x3—-2x—6. 19. 1-29º-+aº, 32. a?x2ra?x—b6a?—x2—x+6. 
3x1!—9243. 20. mº—T799. 33. 16m!-25m?2+9. 
16x!—8x2y2-+y4, 21. xs. 34. Jabx?-12ab+3bx2—12b. 
9xt+9x%y—x2— xy. 22 x5-x3y2tx2y3—ys, 35. alm+9am—30m+3a2+9a—30. 
12ax*+33ax2— 9a. 23. atb-a'b2—-a?b3+abi. 36. alx2-Datx+Ga3+x2—5x+6. 
x8—y8, 24. 5a!—-3125. ST. xAx2-y?)—(2x— 1) (x2—y2), 
x8—7xº—8. 25. (a2+2a)2-P(a2+2a)—3. 38. a(x3+1)+3ax(x+1). 
64—x8, 26. a2lxs+92axº—Ba?—lba. 
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Descomponer en cinco factores: 


1. xº-xy8, 6. 2a!-2a3—-4a2—-Da2b?+2ab2+4b?, 
2. x5-40x3-+]44x. To xº4+5x5—-8]x2—405x. 
3. atrasbl—-at—abs. 8. 3-3aº. 
4º dgxt-Bx2+4, 9. 4ax2(a?—-Pax+x?)—a3+2a2x —ax?, 
D. a'—abs. 10. x74+x!-81]xº—81. 
Descomponer en seis factores: 
11. qm. 13. afx2-x2?+rafx—x. 
12. 3x8-75x!—48x2+1200. 14. (a2-ax)(x!—82x2+8]). 
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160) DESCOMPOSICION DE UN POLINOMIO EN FACTORES 
POR EL METODO DE EVALUACION 


En la Divisibilidad por x—a (101) hemos demostrado que si un poli- 
nomio entero y racional en x se anula para x=a, el polinomio es divisible 
por x—a. Aplicaremos ese principio a la descomposición de un polinomio 
en factores por el Método de Evaluación. 


Ejemplos 
(1) Descomponer por evalvación xº + 2x? — x — 2. 


Los valores que daremos a x son los factores del término independiente 2 que 
son +1,—1,+2y—2. Veamos si el polinomio se anula para x = 1, x= — ). 
x=2,x=-—2ysise anula para alguno de estos valores, el polinomio será 
divisible por x menos ese valor. 
Aplicando la divisién sintética explicada en el número (100) y (101, ej. 3), 
veremos si el polinomio se anula para estos valores de x y simultá- 
neamente hallamos los coeficientes del cociente de la división. En este caso, 
tendremos: 


Coeficientes del polinomio 1 + 9 | =. +] x=1 
IXxl=+H1 3x1]=+3 2x 1=+2 


Coeficientes del cociente 





El residvo es 0, o sea que el polinomio dado se anula para x = 1, luego es 
divisible por (x — 1). 


Dividiendo xº+2x2—- x—2 entre x— 1 el cociente será de 2º grado y sus 
coeficientes son 1, 3 y 2, lvego el cociente es x? + 3x + 2 y como el dividendo 
es igual al producto del divisor por el cociente, tendremos: 


x +2x2—x—2=(x—1)(xº + 3x +42) 
(factorando el trinomio) =|x—-1)(tx+1)lx+2) R. 
(2) Descomponer por evaluación xº — 3x2 — 4x + 12. 
Los factores de 12 son + (1,2,3,4, 6,12). 


PRUEBAS 


Coeficientes | ] — 3 — 4 + 12 sl = 
del polinomio 1IX1]=+] (—2)x1=- (—6)x1=- 


















] 2 = + 6 
El residvo es 6 , luego el polinomio no se anula para x = 1, y no es divisi- 
ble por (x — 1). 
Coeficientes ] — 3 — À + 12 gs: | wx=—1 


del polinomio 






Ix(=1)=-1 (-4)x(-1)=+4 0x(— = 
— 4 0 


El residvo es 12, luego el polinomio no se anulo para x=— 1 y no es divi- 
sible por x—(— 1)=x+1. 


] — 3 — À +12 > 22 
7 Ix2=+2 (-1)x2=-2 (—-6)x2=-—12 
REP IDE E o ta Ml E A aa A ? 
de! cociente ] = | — 6 0 
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El residuo es O luego el polinomio dado se anula para x=2 y es divisi 
ble por (x— 2). 
El cociente de dividir el polinomio dado xº — 3x2? — 4x + 12 entre x—2 será 


de 2º grado y sus coeficientes son 1, — 1 y —é6, lvego el cociente será 
x — 4 6, 


Por tanto: 

x —3x—4x+12=(x—2)(xX — x— 6) 
(factorando el trinomio) = (x—2)(x—3)(x+2). R. 
Descomponer por evaluación xt! — 11x? — 18x — 8. 


Los factores de 8 son + (1 2' 4, 8). 

Al escribir los coeficientes del polinomio dado hoy que poner cero en el lugar 
correspondiente a los términos que falten. En este caso, ponemos cero en el 
lugar correspondiente al término en xº que falta. 


PRUEBAS 


= 7) =: 18 
se — 10 
1 a sd 20 — Jó 


Coeficientes ] 
del polinomio 


= 

















Coeficientes 
del cociente 


— 8 0 

Se anula para x=— 1, luego el polinomio dado es divisible por 
x=-(—1)=x+1. 

El cociente de dividir x*— 11x? — 18x — 8 entre x+ 1 será de 3er. grado y 

sus coeficientes son 1, — 1, — 10y — 8, luego el cociente será xº— x?— 10x —8. 

Por tanto: x*—- 11x2— 18x—- 8=(x+1)(xº—-x2—10x— 8). (1) 


Ahora vamos a descomponer xº — xº — 10x — 8 por el mismo método. 
El valor x = 1, que no anuló al polinomio dado, no se prueba porque no pue- 
de anular a este polinomio. 


=: — 10 


El valor x=— 1, que anuló al polinomio dado, se prueba nuevamente. Ten- 
dremos: 
1 — 1 — 10 — 8 — 1 x=-1 
A — + 2 + 8 
Coeficientes 
del cociente I E — 0 0 
Se anula para x=— 1, luego xº — x? — 10x — 8 es divisible por x + 1. El co- 


ciente será x? — 2x — 8, luego 
x —x2— 10x—8=(x+ 1)(x2— 2x — 8). 
Sustituyyendo en (1) este valor, tenemos: 
x — Vxº— 18x—-8= (x+1)(x+ 1)(xº— 2x — 8) 
[factorando el trinomio) = (x+1)(x+ 1)l(x — 4) (x + 2) 
=(x+1Fix+2)(x—4. R. 


(4) Descomponer por evaluación xº — x! — 7x3 — 7x? + 22x + 24. 


Los factores de 24 son + (1,2,3,4,6,8,12,24). 
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PRUEBAS 
Coeficientes 1 — 1 — 7 — 7 + 22 + 24 


del polinomio 







É= 


no se anula 





| -— =) rr EM + 24 =| u=-1 

Coeficientes 
del cociente | — 2 
Se anula para x=—1, lvego es divisible por x+1. El cociente será 
x — 2xº — 5x2 — 2x + 24, luego: 
$—-xt—7x3—7x + 22x+ 24=(x+ 1) (x! — 2x3 — 5x2 —'2x + 24), (1) 
Ahora descomponemos x! — 2xº — 5x? — 2x + 24. Se prueba nuevamente 
x=—1. 
Coeficientes 1 — — 5 — 2 -+ 24 — Z=-1 
del polinomio ss, + 3 + 92 0 

1 — — O 0 24 no se anula 

| = 5 —-— “2 + 24 + 2 K= 







+2 O —10 —24 
- — 12 
Se anula para x=2, luego x! — 2xº — 5x? — 2x + 24 es divisible por x — 2. 
El cociente es xº — 5x — 12, luego: 
x — 2x3 — 5x) — 2x + 24=(x— 2)(xº — 5x — 12). 
Sustituyendo esta descomposición en (1), tenemos: 
$$ —-xt—7x— 7x +22x+24=(x+ 1)(x—2)(xº— 5x— 12). (2) 


Ahora descomponemos x? — 5x —- 12. Se prueba nuevamente x =2, poniendo 
cero en el lugar correspondiente a x?, que falta. Tendremos: 


Coeficientes 
del cociente 









Coeficientes ] 0 = — 12 + 2 = 9 
del polinomio + 2 + 4 — “8 
+ 2 e TÁ no se anula 
—2 +4 + 2 
e — | — 10 no se anula 
| 0 = > 12 +3 Xx=3 
+3 49 + 12 


Coeficientes 
del cociente 


+3 


Se anula para x =3, luego xº — 5x — 12 es divisible por x— 3. El cociente es 
x? + 3x + 4, luego: 
é -5x—12=(x—3)(xX + 3x + 4). 
Sustituyendo esta descomposición en (2), tenemos: 
$$ —xt—7x— 7x2 +22x+24=(x+1ix—2](x—3)(x2+ 3x + 4). R 


(El trinomio x? + 3x + 4 no tiene descomposición). 
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(5) Descomponer por evaluación 6xº + 19x! — 59x3 — 160x? — 4x + 48. 
Los factores de 48: son + (1,2,3,4,6,8,12, 16, 24, 48) 
Probando para x=1, x=—1, x=2, veríamos que el polinomio no se anula. 
Probando para x=— 2: 
mg ça! e +19 —ão =) um? 
e ARS —12 —14 


é 7 =73 







Coeficientes 
del cociente 





Se anula, luego: 
6x3 + 19x! — 59x3 — 160xº — 4x + 48 = (x + 2) (6x! + 7x3 — 73xº — 14x + 24). (1) 


Ahora descomponemos 6x! + 7xº — 73x? — 14x + 24. Probando x = — 2, ve- 
ríamos que no se anula. Probando x = 3. 


6 + 7 — 73 — 14 + 24 +3 x=3 
+18 +75 +66 —U 
6 + 25 + 2 — 8 0 


Se anula, luego: 

6x! + 7x) — 73x? — 14x + 24= (x — 3) (6x) + 25xº + 2x — 8). 
Sustituyendo esta descomposición en (1): 
6x3 + 19x! — 59xº — 160x? — 4x + 48 = (x + 2)(x— 3) (6x3 + 25x2 + 2x — 8). (2) 
Ahora descomponemos 6xº + 25x? + 2x — 8. 


x=3 no se prueba, aunque anuló al polinomio anterior, porque 3 no es factor 
del término independiente 8. 


Si probamos x = 4, veríamos que no anula a este polinomio. Probando x = — 4: 


6 + 25 +2 — 8 — 4 x=-4 
-U —4 +8 
6 + 1 — 2 0 


Se anula, luego: 
6xº + 25x] + 2x— B=([x+ 4)(6x + x—2). 
Sustituyendo esta descomposición en (2), tenemos: 
6xº + 19x! — 59x3 — 160xº — 4x + 48 = (x + 2)(x— 3) (x + 4) (6x2 + x — 2) 
[factorando el trinomio) =(x+2)(x—3)(x+ 4)(3x+2)(2x— 1). R. 


(6) Descomponer por evaluación 3aº — 479! — 21a? + 80. 


Al escribir los coeficientes tenemos que poner cero como coeficiente de los 
términos en a”, en a* y en a, que faltan. 


Haciendo a=1, a=—1, 0=2, a=-—2 veríamos que el polinomio no se 
anula. 


Oo] id co 1 = 


Probando a = 4: 
3 


+ 12 
d TZ 


Se anula, luego: 
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= 47 
+ 48 


+ 4 
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0=21 O +80 | +4 s=4 


TAH -=20 —B 
REA A 25 = 20 0 


30º — 470! — 2102 +80=(a—4)(30º + 12at+a!+402— 5a —20). (1) 


Para descomponer el cociente,siprobamosa = 4 veremos que no se anula. 


Probando a=—4: 


3 


Se anula, luego: 


+17 +4 —s5 


— 20 4 4=—4 


O ==4 o + 


30º + 120º + a! + 44º — 5a —20=(a+4)(30!t + a? — 5). 


Sustituyendo en (1): 


30º — 47at — 2102 +80=la—4)la+4)l3at+a2— 5). R. 


(El trinomio 3a! + a? — 5 no tiene descomposición.) 
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Descomponer por evaluación: 


x3+x2—x—l. 

x3— 4x2-+x+6. 
a*—-3a?—d4a-+12. 
m'—12m+16. 
2xº—x2—18x+-9. 
as-+a?—-13Ja—28. 
x3+2x2+x+2. 
nº—7n+6. 
xº—6x2-+392. 
6xº+23x2+9x— 18. 
xt—dx3+3x2+4x—4, 
xt-2xº-—13x2+14x +24. 
a*—15a?—10a+24. 
nt—-27nº—14n+120. 
xº+6x3-+3x+140. 


Sa*—18aº—75a?+46a-+120. 


17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


30. 
31. 


x*—22x2—75. 
15x14+94xº—-5x2—164x+60. 
x5—21xº+16x2+108x— 144. 
a*—923aº—6a?+112a-+-96. 
4x5+3x4*—108xº—25xº-+522x+360. 
nº—30nº—25nº—36n—180. 
6xº—13xº—-81xº-+112x2+180x—144. 
xº—25x3º-+x2—25. 

2aº—Bat-+3a—12. 
x5+2xt—15xº—-3x?—6x+45. 
xº-+6x5-+4x!—42x3—113x2—108x—36. 
a*—32a*-+180º+2474º—162a—360. 
xº—41x*+184x2—144. 
92x8—10xº—34x!+146xº-+224x]—424x — 480 
aº—Bas+6at-+103943—344a2+396a— 144. 
x7—920x5—-92x4+64x3-4+40x2—128. 





LOS ALGEBRISTAS DE LA INDIA (Siglos V, VI y gundo grado. Brahmagupta, del siglo VI, fue alum- 
Xl D. €.) Tres nombres se pueden sefialar como no de Aryabhata, expuso en sus obras “Ganita” y 


hitos en la historia de la matemática india: Aryabhata, “Cuttaca” la resolución de las ecuaciones indetermi- 
Brahmagupta y Bháskara. Aryabhata, del siglo V, co- nadas. Y Bháskara, del siglo XII, recoge los conoci- 
noció la resolución completa de la ecuación de se- mientos de su época en su obra “Sidhanta Ciromani”. 


CAPITULO 
MAXIMO COMUN DIVISOR 


161) MUI 'N de dos o más expresiones al- 


gebraicas es toda expresión “algebraica que está contenida exactamen- 

teen cada una de las primeras. 

Así, x es divisor común de 2x y x?; 5a2b es divisor común de 10aºb2 
y l5atb. 

Una expresión algebraica es prima cuando sólo es divisible por ella 
misma y por la 'anidad. 

Asi, a, b,a+b y 2x—1 son expresiones primas. 

Dos o más expresiones algebraicas son primas entre sí cuando el úni- 
co divisor común que tienen es la unidad, como 2xy3b;a+tbya-—x. 


de dos o más expresiones algebraicas es 
la expresiôn algebraica de mayor coeficiente numérico y de mayor 
grado que esta contenida exactamenteencada una de ellas. 
Así, el m.c.d. de 1042b y 209º es 104?; el m.c.d. de 8aºn?, 24an* y 
40aºn*p es 8an?, 
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|. M.C.D. DE MONOMIOS 


(63) REGLA 


Se halla el m.c. d. de los coeficientes y a continuación de éste se es- 
criben las letras comunes, dando a cada letra el menor exponente que ten- 
ga en las expresiones dadas. 


Ejemplos 


É 


(1) Hallar el m. c. d. de a2x2 y 30%bx. 


El m. c. d. de los coeficientes es 1. Las letras comunes son a y x. Tomamos 
a con su menor exponente: a? y x con su menór exponente: x; la b no se toma 
porque no es común. Elm. c. d. será aolx. R. 


(2) Hallar el m. c. d. de 3602b!, 48a3b%c y 60a!b3m. 
360ºb! = 223º.02b! 
Descomponiendo 


en factores primos los coefi- 480%b%e = 24 3.0%b% 
cientes, tenemos: —————— 6004bêm = 22.3.5.0!b3m. 


El m. c. d. de los coeficientes es 22.3. Las letras comunes son a y b. Toma- 
mos a con su menor exponente: a? y b con su menor exponente: b*; c y m no 
se toman porque no son comunes. Tendremos: 





- É p La”, , 


o. 
é doa 





D- EJERCICIO 111 
Hallar el m. c. d. de: 


1. a?x, ax2. 8. 12x2y2º, 18xy2z, 24x%yz2. 

2. ab?c, a2bc. 9. 28a2b3c4, 35a8b4c8, 4204b5%8. 
3. 2x2y, x2y3, 10. T2x%yizt, 96x2y273, 120x4y577, 
4. 6a2b8, 15a3b4. 11. 42amên, 56mn?x, TOmin?y. 
>. Bamn, 20x2m2. 12. Thatbsc?, 15005b7x2, 225a3b8y2. 
5. 18mn?, 27a2m?n:. 13. 4a2b, B8a3b?, 2a?be, 10ab3c?. 

*. 15a2b8c, 24ab2x, 86b4x2. 14. 38a2xºyt, Tomxty” 95x5yº. 


IH. M.C.D. DE POLINÔMIOS 


Al hallar el m.c. d. de dos o más polinomios puede ocurrir que los 
polinomios puedan factorarse fácilmente o que su descomposición no sea 
sencilla. En el primer caso se halla. el m.c.d. factorando los polinomios 
dados; en el segundo caso se halla el m.c.d por divisiones sucesivas. 
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[sá 


M. C. D. DE POLINQMIOS POR DESCOMPOSICION 
EN FACTORES 


REGLA | 
Se descomponen los polinomios dados en sus factores primos. El 


m. c. d. es el producto de los factores comunes con su menor exponente. 


Ejemplos | 


S9 3 63 6 o co DO é 


(1) Hallar el m. c. d. de 402 + 4ab y 2at — 2a2b?. 


Factorando estas expre- 40? +4ab = 4a(o+b) =2º%a(a+b) 
siones: ——— 4 9048-202? =202(02 — bi) =20%(a + b) (a — b) 


Los factores comunes son 2, a y (a +b), luego: 





(2) Hallar el mb c. d. de 2 —4, x2—x—6 y x +4x+4. 


x*2—-4=(x+2)(x—2) 
Factorando: x —-x—6=(x—3)(x+2) 
x2+4x+4=(x+2)P 


El factor común es (x + 2) y se toma con su menor exponente, luego: 


(3) Hallar el m. c. d. de 9a3x2 + 9x2, 603x2 — 1202x2 — 1Bax? , 6a!x + 21aºx + 15a2x. 


9a8x2 + 9x2 = 9xº(a8 + 1) =3xº(a + 1)(0º—- a +1) 
6a3x2 — 120?x? — 18ax? = 60xº(0? — 2a — 3) =230x(a —3)(a+1) 
6aix + 21aºx + 1502x = 302x(20º + 7a + 5) =30º?x(22+5)(a + 1). 


Los factores comunes son 3, x y (a + 1), luego: 





(4) Hallar elm. c. d. de xº— x2, x — xt + x8— x2 y 2xº + 2x! — 2xº — 2x. 
x —x2=x(x*—1) =x*(x2+1)(x+ 1)(x—1) 
d-oxt-=x(x3—-x+x—) =x(x2+1)(x—1) 
2x8 + 2x! — 2x3) — 2x=2x(xº 4x3 — x2— 1)=2x(x2 + 1) (x — 1) 
=2x(x2+1)(x— 1)(xX + x +71) 


EJERCICIO 112 


Hallar, por descomposición en factores, el m. c. d. de: 


2a2-+2ab, 402—4ab. 9. 9x3+15x2, ax2-+5ax. 
6xºy—6x2y, 9x3y2+18x2y2, 10. a2—b?, a2-2ab+-b2, 

12a2b3, 403b?—8a?2b3, 11. mº+nº, 3am+3an. 

ab+b, a2-a. 12. x2-4, x3—8. 

x2—x, xº—x2, 13. 92ax2+4ax, xº—x2—6x. 
300x2—15x3, 100xy2—20x2y2, 14. 9x2-1, 9x2—-6x+1. 

18a2x3y4, 6a2x2y!—18a2xyf. 15. 4a2+4ab+b?, 202-2ab-+ab—b?. 


5a2—15a, as—ga?. 16. 9x2+3x—60, 6x2—-18x—24. 


17. 


19. 
20. 


BEBERBSESSSISSASBSESSSISARES 
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8xº-+y2, d4axº—ay?. 

20º—124ºb+18ab?, aºx—9ab>x. 

acrad—-2bec—2bd, 2cº-+4cd+2dº. 

3am?+6aim—dõa?, Gamix+24amx—30ax. 

4x*—y2, (2x2—y)2, 

3xº)—3x, 9x3—9x. 

a2-+ab, ab+b2, a3-+a?b. 

2x3—9x2, 3x2—3x, 4x3-— 4x2, 

xt— 9x2, x4-5x3-+6x2, xt— 6x3-+9x2. 

asb+2aºb2-+ab?, atb—a?b3. 

2xº+2x—4, 2x2—-Bx+6, 2xº—2. 

ax'—2ax2º—Bax, axº—-ax—ba, a2xº—3a?x2—1Qa?x. 
2ant—16an2-+-32a, 2anº—Ban, 2a2nº+16a2. 

4a2+8Ba—12, 2a2—-Ga+4, 6aº+]8a—24. 

4a2—b2, 8a3+b3, 4a2-+-4ab+-b2, 

x2-2x—8, x2—-x—12, xº—-9x2+20x. 

a2+a, a*—6a?—Ta, ata. 

x3-+27, 2x2—-6x +18, x!*—3xº-+9x2, 

xº+ax—ba?, xº+2ax—3a?, x2+6ax+9a?. 

54xº+250, 18ax?—50a, 50+60x+18x2. 

(º—1)2, xº—=44—5, xº—1. 

4ax2—-28ax, a2xº—Ba2x2+Ta?x, axt—1l5axº-+56ax2. 

3aº—ba, a*—4a, aºb—-2ab, a2—-a—2. 

3x2—x, 27x3—1, 9x2—bx-+1, 3ax—a-+bx—2. 

at—1, a*ta?t+a+l, a'x+a?x+Hax+x, a'+ast+a?+1. 
2m?+4mn+2nº, mi+mn+tmn2+ns, msn, mi—nmn-?. 
a*—3a2-+-3a—l, a2—-2a-+1, a*—a, a2—-4a+3. 

16aºx+54x, 1202x2—420x2—90x2, 320ºx+24a2x —36ax, 32a!x— 144a2x+162x. 
(xy+92)2, x2y—2xy2—393, axºy+ays, x>y—y3, 

24º—-am+4a—2m, Zam?—m?, 6aº+5am—dé4m?, 16aº+72am—40m>. 
12ax—6ay+24bx— 12by, 303-+24b3, 9a2+9ab—18b2, 1242+24ab. 
5a2+5ax+5ay+5xy, 150º—15ax2-+1502y— 15x2y, 200º--200y2+200?x—20xy2, 
daº+Satx+5a2y3+daxy*. 


M. C. D. DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS 
Cuando se quiere hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pueden 


descomponerse en factores fácilmente, se emplea el método de divisiones 
sucesivas, de acuerdo con la siguiente: 


REGLA 
Se ordenan ambos polinomios con relación a una misma letra y se di- 


vide el polinomio de mayor grado entre el de grado menor. Si ambos son 
del mismo grado, cualquiera puede tomarse como dividendo. Si la divi- 
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sión es exacta, el divisor es el m.c. d.; si no es exacta, se divide el divisor 
por el primer residuo, éste por el segundo residuo y así sucesivamente has- 
ta llegar a una división exacta. El último divisor es el m.c.d. buscado. 

Todas las divisiones deben continuarse hasta que el primer término 
del residuo sea de grado inferior al primer término del divisor. 


Ejemplo 


Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de Tóxº + 36x? — 12x — 18 y 8x2 — %—3. 


16x3 + 36x? — 12x — 18 | 8x? — 2x — 3 


Ambos polinomios están ordena- me GR A Sidi: ER 
dos con relación a x. Dividimos mam 

el primero, que es de tercer gra- 40x? — 6x— 18 

do, entre el segundo que es de — 40x? + 10x + 15 

segundo grado: ia, 


dx — 3 


Aqui detenemos la división porque el primer término del residuvo, 4x, es de grado 


inferior al primer término del divisor 8x2. 
BxX2—2x—3 |4x—3 


— Bx? + 6x 2x + 1 
Ahora dividimos el divisor 8x2 — 2x — 3 entre el sro 
residuo 4x — 3: a UA 4x — 3 
— dx + 3 





Como esta división es exacta, el divisor 4x — 3 es el m. c. d. buscado. R. 


REGLAS ESPECIALES 


En la práctica de este método hay que tener muy en cuenta las si- 
guientes reglas: 


1) Cualquiera de los polinomios dados se puede dividir por un fac- 
tor que no divida al otro polinomio. Ese factor, por no ser factor común 
de ambos polinomios, no forma parte del m.c. d. 


2) El residuo de cualquier división se puede dividir por un factor 
que no divida a los dos polinomios dados. 


3) Si el primer término de cualquier residuo es negativo, puede cam- 
biarse el signo a todos los términos de dicho residuo. 


4) Si el primer término del dividendo o el primer término de algún 
residuo no es divisible por el primer término del divisor, se multiplican 
todos los términos del dividendo o del residuo por la cantidad necesaria 
para hacerlo divisible. 
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Ejemp los (1) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 
12xº —26x2+ 20x — 12 y 2x3 — x2 — 3x, 


Dividiendo el primer polinomio por 2 y el segundo por x queda: 
6x — 13x2 + 10x — 6 y 2x2 — x— 3. 


Dividiendo: 6x* — 13x2 + 10x — 6 | 2x — x— 3 


— 6xº + 3x? + 9x 3x —S5 
— 10x? + 19x — 6 
10xº— 5x— 15 
14x — 21 


Dividiendo el residuo 14x — 21 entre 7 queda 2x — 3. 


2x — x—3 |2x—3 


— 2x? + 3x x+1 
Ahora dividimos el divisor 2x?— x— 3 enire Ra = 
el residuo 2x — 3: 2x—3 
— 2x + 3 


Como esta división es exacta, el divisor 2x— 3 eselm. c. d. R. 


(2) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 3xX— 13x +5x—4 y 
Qu 7x — À. 


Como 3x? no es divisible entre 2x2, multiplicamos el primer polinomio por 2 
para hacerlo divisible y quedará: 


6xº — 26x2 + 10x — 8 y 2x2 — 7x — 4. 


Dividiendo: 6x3 — 26x2 + 10x — 8 |2x2—-7x—4 
— 6x3 + 21x? + 12x 3x 
— 5x2 +22x—8 


— 5x2 no es divisible por 2x2. Cambiando el signo al residuo tenemos: 
5x? — 22x + 8 y multiplicando este residuo por 2, para que su primer término 
sea divisible por 2x?, queda 10x? — 44x + 16. (Ambas operaciones equivalen 
a multiplicar el residuo por — 2). Esta expresión la dividimos entre 2x2—7x— 4: 
10x? — 44x + 16 | 2x2—7x—4 
— 10x2+ 35x +20 5 


— 9x + J6 


Cambiando el signo al residuo: 9x — 36; dividiendo por 9: x—4. (Ambas 
operaciones equivalen a dividir por — 9). 


2x? — 7x — 4 [| x—4 


— 2x? + Bx 2x + 1 
Ahora dividimos 2xº— 7x — 4 entre x— 4: E» a DEd 
x — 
— x+4 





Como esta división es exacta, el m. c. d. es x—4. R. * 
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(3 


Dl 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 6x) — 3x! + 8x3 — x2 + 2x y 
3xº — 6x! + 10x) — 2x2 + 3x. 


Cuando los polinomios dados tienen un mismo factor común, debe sacarse este 
factor común, que será un factor del m. c. d. buscado. Se halla el m. c. d. 
de las expresiones que quedan después de sacar el factor común y este m. c. d. 
multiplicado por el factor común será el m. c. d. de las expresiones dadas. 
Así, en este caso, ambos polinomios tienen el factor común x. Sacando este 
factor en cada polinomio, queda: 


6x* — 3x8 + 8Bx—-x+2 y 3x! — 6x3 + 10x2 — 2x + 3. 
Dividiendo: 6xt— 3x + Bx— x+2 *— 6x3 + 10x2— 2x + 3 
— bxt+ 12x) — 20x2 + 4x — 6 2 
9x3 — 12x] + 3x — 4 
x 


Ahora dividimos el divi- 


sor entre el residvo, pero 9xt* — 18x? + 30x? — 6x + 9 | 9x3 — 12x2 + 3x — 4 


como 3x! no es divisible eg ADD neo Sida o 
por 9x? hay que multipli- =D 
car el divisor por 3 y ten- - 60º +2xº— 2x +9 


dremos: Pon aa 


3. 01,2 di 92 a 
Como 6x? no es divisible 18x* — 8Ix* + 6x— 27 | 9x) — 12x + 3x — 4 


por 9x3, multiplicamos el re- >: — 18x) +24x?— 6x + 8 2 
siduo por — 3 y tendremos: e IS — 19 


Dividiendo el residvo por — 19 queda 3x2 + 1. 


9x3 — 12x2 + 3x — 4 | 3é+1 


Ahora dividimos el divisor entre el = e 
residuo. ni Ss ET — 12x” — É 
12x? + 4 


3x2 + 1 eselm. c. d. de las expresiones que quedaron después de sacar el 
factor común x. Entonces, hay que multiplicar 3x? + 1 por x y el m. c. d. de 
las expresiones dadas será: 






mB» EJERCICIO 113 
Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de: 


12x2+8x+1 y 2xº—-0x—3. 

6a2—-2a—20 y 2aº—a?—ba. 

da'—Gax+ax? y Jaº—da?x+ax?. 

2xº+4x2-4x+6 y xº+x?—-x+2. 

8at—baix+T7a?x?—-Jax* y 2aº+3a2x—2ax2. 
120x*—3axº+26ax2—Sax+10a y dx!+3x)—d4x2+5x—1S. 
3xº-2x2y+9xy2—6y3 y 6xt—dxy—Ix2y2+-5xy'— 2º. 
axt+3axº-2axº+6ax—Ba y xt-p+4xi—x?—dx. 
âm*—-4m'—-m?+ôm—3 y 3ms-bm'+8m'—1Om?-+ôm. 


O 00 3 63 67 4 69 19 
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10. 3aº—6at+l6a*—-2a?+5a y Ta'—ldat+330º+4a?—10a. 

11. 45axº+75ax?-180x—30a y 24axº+400x2-300x—50a. 

12. 2xº+2a?x+2ax2+20º y 10xº+4ax2+1002x+40º. 

13. 9xº+15ax2+30?x—3a* y 12xº+21axº+6aºx—3a3. 

14. Batb+4a'b2+4ab* y 12atb—18a3b2+1202bº—Gab*. 

15. 9an?-33ain3+97aint—Gain' y 9ain?+12a'nº-91a'nt+Ga2nº. 
16. af-2at+a'+a—-l y a!—-attat+1. 

17. 6axt-daxº+6ax2—IOax+4a y 36axt—-24axº—18ax2-+48ax—24a. 


(167). C. D. DE TRES O MAS POLINOMIOS POR 

DIVISIONES SUCESIVAS 

En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. c. d. de dos de 
los polinomios dados; luego el m.c.d. de otro de los polinomios dados y 
el m.c.d. hallado anteriormente, y así sucesivamente. El último m.c. d. 
es el m.c.d. de las expresiones dadas. 


Ejemplo Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 2x? — 11x? + 10x 
+8, 2x +x2—-Bx—4 y 60x? + Tax + 4a. 





2x2) — 112 + 10x + 8 |[2X3)+x2—-Bx—4 
Hallemos el m c. d. de las dos Do. lido dedo | 
primeras expresiones: a E 

— 12xº + 18x + 12 
D+ =Bx—4 |20=3%=—2 

Dividiendo el residuo por — 6 queda — 2xº + 3x? + 2x x+2 
2x? — 3x — 2. Dividiendo el divisor por PASTA A 
esta expresión: a = ad 


El m. c. d. de las dos primeras expresiones es 2x? — 3x — 2. Ahora hallamos el m. c. 
d. del tercer polinomio dado 60x? + 1 tax + 4a y de este m. c. d. 


6x2 + lix+ 4 | me gm: 
3 


Dividiendo 60x? + 1lax + 4a entre a queda - bx + 9x + 6 
6x? + 1x + 4. Tendremos: f 








20x + 10 
2x] — 3x — 2 | 2x + 1 
— 2x? — x x—2 
Dividiendo el residvo por 10 queda 2x + 1: 4 — 4x — 2 
4x + 2 





El m. c. d. de las tres expresiones dadas es 2x + 1. R. 


EJERCICIO 114 

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. d. c. de: 

x3—2x2—5x+6, 2xº—5x2—6x+H9 y 92x2-5x—3, 

2xº—x?y—2xy2-+93, 8xº+6x2y—3xy2—y3 y 6x2—-xy—y2, 

atpxi—xt—x, 2xº+2x2—-2x—2 y 5xº—-5x2+2x—9, 
dat+9aºx+4a?x?-Baxº-+-2x*, at+Baix-+a?x2-B3axº-Dx! y 4aº+Ba2x—ax?-Dx3 
2xº+2xº—2x2—2x, 3x8—4xt-Ix3p-dx y 4xt-4x34+3x2—3x. 


SA q GO 89 pa 


ENE : [E 
LA ESCUELA DE BAGDAD (Siglos IX al XII) Los  cribió el primer libro de Aloabra,. Y da dio nombre a 
árabes fueron los verdaderos Pr del Al. esta ciencia. Al Batani, sirio (858-929), aplicó el Al. 
ebra. A fines del Siglo VIII floreció la Escuela de gebra a problemas astronómicos. Y. Omar Khayyan, 


agdad, a la adia pertenecian Al Juarismi, Al Batani y persa del siglo XII, conocido por sus poemas escri- 
Omar Khayyan. Al Juarismi, persa del siglo IX, es- tos en “rubayat”, “escribió un Tratado de Algebra. 





MINIMO COMUN MULTIPLO CAPITULO XII 


COMUN MULTIPLO de dos o más expresiones algebraicas es toda ex- 
presión algebraica que es divisible exactamente por cada una de las 
expresiones dadas. 

Asi, 8aºb? es común múltiplo de 2a? y 4a%b porque 8aºb? es divisible 
exactamente por 2aº y por 4aºb; 3x? — 9x + 6 es común múltiplo de x —2 y 
de xº— 3x +2 porque 3xº — 9x + 6 es divisible exactamente por x—2 y por 

— 8x + 2. 


169) MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o más expresiones algebraicas 
es la expresión algebraica de menor coeficiente numérico y de menor 
grado que es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas. 
Así, el m.c.m. de 4a y 64? es 124*; el m.c.m. de 2x2, 6xº y 9x! es 18x*. 
La teoria del m.c.m. es de suma importancia para las fracciones y 
ecuaciones. 


|. M.C.M. DE MONOMIOS 


REGLA 


Se halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuación de éste se es- 
criben todas las letras distintas, sean o no comunes, dando a cada letra el 
mayor exponente que tenga en las expresiones dadas. 
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' (1) Hallar el m. c. m. de ax? y ax. 
Ejemplos Tomamos a con su mayor exponente a? y x con su mayor 
exponente x? y tendremos: m. c. m.=o'x?. R. 


22 — 93nb? 
(2) Hallar el m. c. m. de Bab*c y 120ºb?, — Road Eni 


Elm. c. m. de los coeficientes es 233. A continuación escribimos a con su 
y €, luego: 





100º%x = 2.50ºx 
(3) Hallar el m, c m. de >: 3602mx? = 22.3º0?mx? 


24b2m! = 23,3b?m* 
m. c.m. = 23,3º.50º%b“m'*x* = 3600ºb?m*x?. R. 


1003x, 3602mx? y 24b?m'*, 
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Hallar el m. c.m. de: 


1. a?, ab, 14. axty?, a!xy, a2xºy3, + 

2 “ya, 15. 4ab, Ga?, 3bº. 

3. abc, abc. 16. 3x3, 6x2, 9x%y2. 

4. a?x*, atbx2. 17. 9a?bx, 12ab?x?, 18a3b3x. 

5. 6mên, 4mº. 18. 10m?, 15mn?, 20nº. 

6. 9axy*, 15x25. 19. 184º, 24b7, 36abº. 

7. a?, ab?, a?b. 20. 20mnº*, 24mên, 30mn>. 

8. xºy, xy?, xyz. 21. ab?, bc2, aºc?, D3C3, 

9. 2ab?, 4a2b, 8a3. 22. 2xºy, 8xy?, d4a2xs, 124º, 

10. Jx2y3z, 4x%y3z2, 6x? 23. 6a?, 9x, 120yº, 18x%. 

11. Gmn?, 9mên3, I2m?n. 24. 15mnº?, 10m”, 20nº, 25mn'. 
12. 3a?, 4bº, 8x2. 25. 24a2x3, 36a?y*, 40x>yº, 600º%y8. 
13. 5x2, 10xy, 15xy2. 26. 34º, 8ab, 10b2, 12aºb3, 16aºbº. 


H. M. CM. DE MONOMIOS Y POLINOMIOS 


im) REGLA 


Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos. “El 
m. c.m. es el producto de los factores primos, comunes y no comunes, con 
su mayor exponente. 


é (1) Hallar el m. c.m. de 6, 3x—3. 
Ejemplos Descomponiendo: 6=23 
3x— 3=3(x—1) 


(2) Hallar el m. c m. de 140? , 7x— 21. 


Descomponiendo: 140º = 270º 
Ix—21=7(x—3) 


“mem =270%x—3)=1402(x—3). R. 





190 O  ALGEBRA 


(3) Hallar el m. c. m. de 15x2, 10x? + 5x , 45xº. 
Como 15x? está contenido en 45x?, prescindimos de 15x?. 


Descomponiendo: 10x? + 5x = 5x(2x+1) 
45x = 32.5.xº 






f ” da 11 


(4) Hallar el m. c. m. de 802b, 44º — 4a , 60º — 12a + 6. 
Descomponiendo: 802b = 23.02b 
4º — 4a =4eld—1) -=2ala+1)a-—1) 
60?— 120 +6=6(0º—-20+1)=23(0—1P 
m.cm=23ab(a—l)(a+1)=242b(a— 1 [a + 1). R. 


(5) Hallar el m. c. m.-de 24a2x, 18xy?, 2x) + 2x2 — 40x, 8x! — 200x*, 
24a2x = 238.30?x 
18xy? = 2.3?xy? 
2x3 + 2x? — 40x = 2x(xº + x — 20)= 2x(x + 5)(x — 4) 
8x! — 200x*? = 8x*(xº — 25) = 2º.xº [x + 5)lx— 5) 





m- EJERCICIO 116 
Hallar el m.c.m. de: 


1. 2a, 4x—8. 13. 22, Gab, 3a2—6ab. 

2. 3b2, ab—b2. 14. xyº, xºyº, 6xº—Sx*. 

3. x2y, xºy-+xy2, 15. 9a2, 1803, 27atb+81aºb2. 

4. 8, 4+8a. 16. 10, 6x2, 9xºy+9xyº. 

5. G6a2b, 3aºb?+6abs. 17. dx, nº-px?, xºp=59. 

6. 14x2, 6xº+4x9. 18. 24, 6m>+18m, 8m—24. 

7. 9m, Gmn?-Iâmn. 19. 2a2b?, 3ax+3a, 6x—18. 

8. 15, 3x+6. 20. %2, Xº-+xº—2x, xºtéx+Hd. 

9. 10, 5150. 21. Gab, x2-4xy-+4y2, 9a?x— 18a?y. 
10. 364”, 4ax—12ay. 22. 6x3, 3xº-9x2—18x, 9x!—36x2. 
11. 12xy2, 20xºyº-+5x2yº. 23. a?x2, 4x3—19xºy+9xy2, 2x!—3xºy. 
12. mn, m?, mn'-mn?. 24. 8x8, 12x>y*, 9xº—dôx. 


25. an?, 2n, nºxº+nºy2?, nxº+2nxy+ny?. 

26. 8x2, xº+x2—-6x, 2x3—-8x2+8x, 4xº+24x2-+36x. 
97. 3x3, xº+1, 2x2-2x+2, 6x8+6x2. 

28. 4xy2, 3x3-3x2, a2-+2ab+b?, ax—a+bx—b. 
29. 2a, 4b, 6a2b, 1202-24ab+12b2, Bab'—5b+. 
30. 28x, x2+2x+1, x2+1, 7x2+7, 14x +14. 


HI. M.C.M. DE POLINOMIOS 
(72 La regla es la misma del caso anterior. 


(1) Hallar el m. c. m. de 40x? — Baxy + 4ay? , 6b?x — 6b?y. 
Ejemplos Descomponiendo: 
40x? — Baxy + 4ay? = 4a(x2? — 2xy + y?) = 2Z.a(x — y)? 
6b2x — 6b?y = 6b?(x — y) = 2.3b*(x — y) 


m. c.m.= 22.3.ab?(x — y)? = 12ab?(x — y)?. R. 


MINIMO COMUN MULTIPLO e 19] 


(2) Hallar el m. c. m. de xº* + 2bx?, xºy — 4b?xy, x2y? + 4bxy? + 4b?y2, 


x* + 2bx? = xº(x + 2b) 
xy — 4bixy = xy (x? — 4b?) = xy(x + 2b)(x — 2b) 
x?y2 + 4bxy? + 4b?y? = y?(xº + 4bx + 4b?) = yº?(x + 2b)? 


(3 


DE 


Hallar el m.c.m. de m?- mn, mm + nº , mt — nº, 


m*-mn=m(m-—n) 
mn +nº=n(m+n) 
mê—nº=(m+n)(m-—n) 





(4 


— 


Hallar el m.c.m. de (o — b)?, a — b?, (a +b)?, a? + b2. 


El alumno debe notar que no es lo mismo cuadrado de una diferencia que 
diferencia de cuadrados ni es lo mismo cuadrado de una suma que suma de 
cuadrados. En efecto: 

(o—b)?=(a—b)º 

a—-b2=(a+b)la—b) 

(o+b))=([a+b) 

o? + b? = (q? + b?) 


Hallar el m.c.m. de (x + 1)3, x +1, x — 2x — 3. 


El alumno debe notar que no es lo mismo suma de cubos que cubo de una 
suma. En efecto: 
(x+1P=(x+1P 
$+1=(x+1)(x—x+1) 
2 —-2x—3=(|x—3)(x+1) 


Hallar el m.c.m. de (x — y)?, x* — y3, xº — xy? + x?y — y3 , 30?x + 30ºy. 


El alumno debe notar que no es lo mismo cubo de una diferencia que dife- 
rencia de cubos. 
(x—yP=(x—y) 
é —yi=(x—y)x + xy + y?) 
e —ytry—y' =x(x—y?)+y(xt— y?) =(xº — yº)x + y) 
= (x+yP(x—y) 


(5 


— 


(6 


“x + 30?y = 30? (x + y) 


(7) Hallar el m. c. m. de 15x? + 20x2 + 5x, 3x! — 3x + x2— 1, 27x! + 18x! + 3x2, 


15x3 + 20xº + 5x = 5x(3x2 + 4x + 1) = 5x(3x + 1)(x + 1) 
38º —-Ix+x-]=3Ix(xX—-1)+(xX—-1)=[p—1)(3x+1) 
=(x+1)(x—1)(3x+ 1) 
27 x* + 18xº + 3x? = 3x2(9x2 + 6x + 1) = 3x2(3x + 1)2. 
m.cm. = 15x(3x + )%x + 1x —1) 
= 15x2(3x + 1)2(x2— 1). R. 
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(3) Hallar el m.cm. de 2x)— 8x, 3x!+ 3x! — 18x2?, 2x) + 10x! + 12x3 


6x? 


— 24x + 24. 


2x* —Bx= 2x(xº— 4)=2x(x+ 2)(x — 2) 
3x! + 3x3 —18x2 = 3x2(xº + x — 6) = 3xº(x + 3)(x — 2) 
2x5 + 10x! + 12x) = 2xº(x2 + 5x +6) = 2xº(x + 3)(x + 2) 
6x2 — 24x + 24=6[xº— 4x + 4)= 6(x— 2). 





o lo que es igual 





»- EJERCICIO 117 
Hallar el m. c. m. de: 


1. 3x+3, 6x—6. 12. xº-y?, (X—y)S. 
2. 5x+10, 10x2—40. 13. xº+3x—10, 4xº—-7x—2. 
3. xº+2x%y, xº—4y2, 14. a?+a—30, a*+3a—18. 
4. Ja?x—Ia?, x2—6x+9. 15. x3-9x+5x2—-45, x!+2xº—15x2. 
5. 492—-9b?, 442—-12ab+9b?, 16. xº-4xº—-32, ax!+2axº+dax2. 
6. as+a?b, a3+2a2b-+ab?, 17. Sx—y), 12(x2—y2). 
7. Jax+12a, 2bx2+6bx—8b. 18. 5(x+y)?, 10(x2+9y2). 
8. xº-25%, xº+2x—15. 19. Ga(m+n), 4a2b(m'+nº). 
9. (x=1)%, xº=1, 20. ax(m—n), x(mº-—n?). 
10. (x+1)?, xº+1. 21. 20242, 302-3a, a!—a?. 
11.  x8-+93, (x+y)º. 22. x2+2x, xº—2x2, x2—4. 

23. xº+x—2, x2-4x+3, x2—-x—6. 

24. Ga2+13a+6, 3a2+140+8, 4+120+9a?. 

25. 10x2+10, 15x+15, 5x2—5. 

26. ax—2bx+ay—2Dy, x2+xy, x2—x9. 

27. 4a?b+4ab?, 6a—bb, 15a2—-15b2. 

28. x2-25, x3—-125, 2x+10. 

29. a2?-Zab—3b?, aSb—bGa2b?+9ab3, ab?+b3. 

50. 2m?+2mn, 4mn—4n?, Gmin—bmn'. 

dl. 20(x2—y2), 15(x—y)2, 12(x+y)2. 

52. ax?+5ax—lda, xº+14x2+49x, xt!+7xº—1 8x2. 

33. 2x3—-12x2+18x, 3x!—927x2, 5x34+30x2-+45x. 

34. 32-32, 6+6a, 9—9a, 12+12a2. 

35. Man—2), 135nº-—40, 12n—B. 

36. 1I2mn+8m-3n—-2, 4Emên—-In+32m?—-2, 6nº—-5n—6. 

37. 18x34+60x2-+50x, 12ax3+20ax?, 15a?xº+16a2xi— 15a2x3. 

38. 16-—x*, 164+8x2+xº, 16—8x2-+xº*. 

39. 1+a?, (1+a)?, 1-+aº. 

40. 8nº—10n—3, 20n2+13n+2, 10nº—1 In—6. 

41. 6a2tab-2b2, 15aº+22ab-+8b2, 1002+3ab—4b2. 

42. 12x2+5xy—29y2, 15x2+13xy+292, 20xº—xy—y2. 

43. 6b2x2+6b2xº, 3a2x—3a2x?, 1—x*4. 

44, x!+8x—4xº—-32, a?xt!-Da2x3—Ba2x2, 2x!—4x8+8x2. 

45. x3-0x+x2—9, x4—10x2+9, x2+4x+3, x2—-4x+3. 

46. 1-4, 1-a, l-a?, 1-2a+a>. 

47. a2b—-ab?, a!b?-a2b!, a(ab—b?)?, b(a2+ab)2. 

48. m—2Tnê, m?—-9n?, m?-Gmn+In?, m?tImn+9n?. 


LAS MATEMÁTICAS EN LAS UNIVERSIDADES Tres nombres pueden sefialarse como representaciór' 
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HISPANO-ARABES (Siglos VIIL al XV) La cultura de la cultura árabe en Espafia: Geber Ibn-Aphia, (Se. | 
árabe alcanxa elevado desarrollo en ciudades como villa, siglo XI), que rectificó las Tablas de P eo; 
Sevilla, Córdoba y Toledo. De las universidades his- Arzaquel, (Toledo,1080), autor de unas famosas Ta- 


-árabes fluye la cultura musulmana hacia Europa. blas; y Ben Exra, (Calahorra,1089), rabino de Toledo. 


CAPITULO 
FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCION DE FRACCIONES 


CIOI | es el cociente indicado de dos exprestones 
algebraicas. 
Así, — es una fracción algebraica porque es el cociente indicado de la 
expresión a (dividendo) entre la expresión b (divisor). 
El dividendo a se llama mnumerador de la fracción algebraica, y el di- 
visor b, denominador. El numerador y el denominador son los términos 
de la fracción. 


Expresión algebraica entera es la que no tiene denominador literal. 
1 


Ask. é, XY) Mn; Re Va son expresiones enteras. 


Una expresión entera puede considerarse como una fracción de deno- 
minador 1. 

a x + 
Así, q x+y= 1 E 





Expresión algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte 
fraccionaria. 





b 3 
Asi, a+— y x son expresiones mixtas. 
c jé — 
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PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES 

Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igual- 
mente a las fracciones algebraicas y son de capital importancia: 

1) Si el numerador de una fracción algebraica se multiplica o divide 
por una cantidad, la fracción queda multiplicada en el primer caso y divi- 
dida en el segundo por dicha cantidad, 

2) Si el denominador de una fracción algebraica se multiplica o di- 
vide por una cantidad, la fracción queda dividida en el primer caso y mul- 
tiplicada en el segundo por: dicha cantidad. 

3) Si el numerador y el denominador de una fracción algebraica se 
multiplican o dividen por una misma cantidad, la fracción no se altera. 


SIGNO DE LA FRACCION Y DE SUS TERMINOS 

En una fracción algebraica hay que considerar tres signos: El signo 
de la fracción, el signo del numerador y el signo del denominador. 

El signo de la fracción es el signo + o — escrito delante de la raya de 
la fraccián. Cuando delante de la raya no hay ningún signo, se sobren- 
tiende que el signo de la fracción es +. 

. a . a . 

Así, en la fracción — el signo de la fracción es +; el signo del nume- 
rador es + y el signo del denominador +. 

En la fracción — —— el signo de la fracción es —, el signo del nume- 
rador — y el signo del denominador +. 


178) CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGNOS DE UNA 
FRACCION SIN QUE LA FRACCION SE ALTERE 
Designando por m el cociente de divi- ã = 
dir a entre b se tendrá según la Ley de los —=m (1) —=m (2) 
Signos de la división: b = 


y por tanto, 





Cambiando el signo a los dos miembros 
de estas dos últimas igualdades, tenemos: — / b 


Como (1), (2), (3) y (4) tienen el segundo 
miembro igual, los primeros miembros son iguales 
y tenemos: ai 








179 Lo anterior nos dice que: 


1) Si se cambia el signo del numerador y el signo del denominador 
de una fracción, la fracción no se altera. 
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2) Si se cambia el signo del numerador y el signo de la fracción, la 
fracción no se altera. 


3 Si se cambia el signo del denominador y el signo de la fracción, 
la fracción no se altera. 

En resumen: Se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que 
considerar en una fracción, sin que ésta se altere. 


180) CAMBIO DE SIGNOS CUANDO LOS TERMINOS 
DE LA FRACCION SON POLINOMIOS 


Cuando el numerador o denominador de la fracción es un polinomio, 
para cambiar el signo al numerador o al denominador hay que cambiar el 
signo a cada uno de los términos del polinomio. 

Así, si en la fracción a 
denominador la fracción no varia, pero para cambiar el signo a m —n hay 
que cambiar el signo dem y de —n y quedará —-m +n=n-—m, y para cam- 
biar el signo a x—y hay que cambiar el signo de x y de —y y quedará 
—x+y=y—x y tendremos: 





n : 
cambiamos el signo al numerador y ah 





Si en la fracción cambiamos el signo del 





X 
numerador y de la fracción, ésta no se altera y 


tendremos: E |, 





Del propio modo, si en la fracción 


3x 

Ja" 

cambiamos el signo al denominador y a la 
a 


fracción, ésta no varía y tendremos: 
(En la práctica, el paso intermedijo se suprime). 


E De acuerdo con lo anterior, la fracción 
aa puede escribirse de los cuatro modos 


siguientes: e 


CAMBIO DE SIGNOS CUANDO EL NUMERADOR 

O DENOMINADOR SON PRODUCTOS INDICADOS 

Cuando uno o ambos términos de una fracción son productos indica- 
dos, se pueden hacer los siguientes cambios de signos, de acuerdo con las 
reglas anteriores, sin que la fracción se altere: 

1) Se puede cambiar el signo a un número par de factores sin cam- 
biar el signo de la fracción. 





o 
Ee da o 
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Asi, dada la fracción Ea podemos escribir: 








ab (—a)b ab (—a)b 
x (-2) xy (9) 
ab (—a)(—b) ab ab 
CRE 2 (E) 
ab (-a(—b) 
w (O) 


En los cuatro primeros ejemplos cambiamos el signo a dos factores; 
en el último, a cuatro factores, número par en todos los casos, y el signo 
de la fracción no se ha cambiado. 


2) Se puede cambiar el signo a un número impar de factores cam- 
biando el signo de la fracción. 


Así, dada la fracción E podemos escribir: 








ab (— a)b ab ab 
o xy ay (9) 

ab  (-a(-b) ab (—a)b 
o (=) oo (aC) 


En los dos primeros ejemplos cambiamos el signo a un factor; en los, 
dos últimos ejemplos cambiamos el signo a tres factores, número impar en 
todos los casos, y en todos los casos cambiamos el signo de la fracción. 


(82) A liquemos los principios anteriores a la fracción Re NR =) 
puq P P RETA 


Como estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquie- 
ra de ellos hay que cambiar el signo a sus dos términos. 


Tendremos: 

(a-1)(a—2)  (I-a)a-2) (a-1)(a-2) (1-a)(2-a) 

(x—3)(x—4) — (8-x)(x—4)" (x-3)(x—4) (xx) 
(a-1)(a-2)  (I-a)(a-2) (a-I)(a-2)  (a-1j(2-a) 
(x—3)(x—4) (x—3)(x—4) (x—3)(x—4)  (8-x)(4-*) 


Estos principios sor de suma importancia para simplificar fracciones 
y efectuar operaciones con ellas. 
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REDUCCION DE FRACCIONES 


REDUCIR UNA FRACCION ALGEBRAICA es cambiar su forma sin 
cambiar su valor. 


|. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES 


SIMPLIFICAR UNA FRACCION ALGEBRAICA es convertirla en una 

fracción equivalente cuyos términos sean primos entre sí. 

Cuando los términos de una fracción son primos entre sí, la fracción 
es irreducible y entonces la fracción está reducida a su más simple expre- 
sión o a su mínima expresión. 


(185) siMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS 
TERMINOS SEAN MONOMIOS 
REGLA 


Se dividen el numerador y el denominador por sus factores comunes 
hasta que sean primos entre sí. 


4a2bs 
60%b'm | 

4a2bs 2:1.6* 2b? 
atbim 3.a.lm Jam 
Hemos dividido 4 y 6 entre 2 y obtuvimos 2 y 3; a? y a? entre a? y obtuvimos 
los cocientes 1 y a; b* y b3 entre b? y obtuvimos los cocientes b? y 1. Como 


2b? y 3am no tienen ningún factor común, esta fracción que resulta es 
irreducible. 


i 


E jemplos ADS 


Tendremos: 








(2) Simplificar si . 
J6xºy8 
9x3y3 Do kod ] 
Soyo 4x) aiyo 
Dividimos 9 y 36 entre 9; xº y xº entre x%; yº e yº entre y?. 


Obsérvese que cuando al simplificar desaparecen todos los factores del nu- 
merador, queda en el numerador 1, que no puede suprimirse. Si desaparecen 
todos los factores del denominador, queda en éste 1, que puede suprimirse. 
El resultado es una expresión entera. 


m- EJERCICIO 118 


Simplificar o reducir a su más simple expresión: 








a? 2a e da ax ; 6mns 9x2y8 
ab * Bab xy — day “Bm” * aaatxma 
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Bminºx2 2Imnº%xº 30xºy2 54x9yllz18 

Bin CO oem 1 qa O tampas 
a Son a 42a2c%n | asb? 15a12b15ç20 
32xy?z 26atcim lá. Jasbºc bt. Toa blsç22 ' 
12a2b8 | ia 17x%ytzº | ” 2latbloçia E Tóa'ms 
6043b5x8 34x7y8z10 GIatbc? 10003m12n3 


186 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS 
TERMINOS SEAN POLINOMIOS 
REGLA 


Se descomponen en factores los polinomios todo lo posible y se supri- 
men los factores comunes al numerador y denominador. 


| Ejemp los | (1) Simplificar = 


Factorando el denominador, se tiene: 


2a” Za? a 


DT GO É eee 
-—. —. 


40? — 4ob 4ala—b) 2o-—b) 
Hemos dividido 2y 4entre2 y o? y a entre a. 
4x2y3 
24x3y3 — 36x%y4 
Factorando: 


— 


(2) Simplificar 


4x2y3 x 4x?y3 = | 
24x3y3 — 36x3y*  N2xy8(2— 37) IulD By) 
x — 5x + 6 
20x — 6a 
”— brh6 Ix—-2lx—3) 2=2 
Zax — 6a Za(x — 3) Za 
8a* + 27 
402 + 120 +9 
Bo* +27  (20+3)(402—-60+9) 40?—-60+9 
40º + 120 + 9 (22 + 3P 20 +3 


a* — 25a 
20º + Ba? — 10a 

a* — 25a  a(02—25) | ala+5)la—5)  a—5 
20º + Ba? — 0a 2alal+40—5) 2ala+5)ja-1) 20-11) 


a 


Simplificar 


(3 


(4) Simplificar 


—. 


(5 


Simplificar 
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xy — 2x + 3 — 3y 
18x3 + 15x2 — 63x. 
2xy—2x+3—3%y y—0)+31-y) 0 (y-1)(2x—3) 0 y—l 


(6) Simplificar 





— emas — 


18x + 15x2— 63x 3x(6xº + 5x — 21) a 3x(3x+7)(2x— 3)  3x(3x+7) 
3xº — 12x — x?y + 4y 
x* — 5x3 — 14x? 
3xº — 12x — xy + dy [é — 4)(3x — y) Nx +2)lx—203x—y)  (x— 2)/3x =) 
xt — 5x3 — 14x? xº(x2 — 5x — 14) 2ix—7)x+2) xx —7) 


(7) Simplificar 











(a2— 1)(0? + 20 — 3) 


(0); Simpilica == 
(a? — 20 + 1)(a? + 40 +3) 





at— 12 +20 —3) a +Ma—1)a+3)a—1) sá 
(0º?— 2a + 1)(a2 + 40 +3) (a—1P(a+3)(a +71) 
(2) Simplificar im. 
x + x — 2x2 + 9x —9 
Descomponiendo por evaluación se tiene: 
x$+x2—5x+3 (x— 1Wlx—1)(x+3) q =] 3 


EJERCICIO 119 


Simplificar o reducir a su más simple expresión: 








3ab 2 150a?bn—45aºbm 15 Z2ax+ay—4bx—2by 
Pax +29? — 10a2b2n—30a2b2m | — ax-da-9bx+8b 
2-n2 2 ab—&h2 
PR. A RR ie. 580 E Sr. 
3x2y—3xy2 x2+2xy+y? asx—ba2bx+9ab?x 
2 2 
3. 2axtábx to, SM HI e EA 
3ay+6by =25 mi—nt 
- Pe = — E 2 3 8 
4 FS 1, Fdabrabo o. ET 
x—3 a*—8bº (x+y)3 
2h3 8 as RR AV) 
5 10aºb3c 12. xº+4x 2lx 19. (m np 
80(aº—a2b) nO m?—n? 
2— 2 + — 418 
6 io 13. Se rR 20 (ax) j 
5ax+10a 15x2—7x—?2 a3—x3 
BA é mm 8 Dias 
dx2—4x—15 14 a*+1 91. a?—a—20 


24. 


25. 


26. 


28. 


29. 


30. 


Sl. 


32. 


34. 


35. 


37. 


38. 
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(1-a?)2 
a2+2a+1 
atb2—a2bt 

at—bs 
x2—y? 
x8—y3 
2403b+8a2b? 


36at-+9240ºb-+4a2b? 


ns—n 
nº—-5n—6 
ênº+1 
8nº—4n2+9n. 
a2—(b—c)? 
(a+b)2—c? 
(a+byt-(e- a)? 
dx3+9x? 
10a2(aº+b3) 
6at—6a!b-+6a2b? 
a(4aº—8ab) 
x(302—6ab) 
x3— 6x2 
x2-12x+36. 
(x—dy)? 
x5— 64x2y3 
8 Soc)? 
min+Imin+Imn 
m—927 
x*—8x2+15 
a*+6a2—7 


39. 


47. 


48. 


50. 


51. 


52. 


õ4. 


do. 


3x2+19x+20 
6x2-+17x+12 
4at—15a2—4 
a2-ga-20 * 
125a-+a* 
2aº-+20a2-+50a 
a2n?—36a? 
an2-+an—g0a 
sm?-+5ômn—B8n? 
m—n3 
15aº%b—18a2b 
2042b2—-924ab? 
9x2—24x+16 
9x4—16x2 
16a2x—25x 
12aº—-7a2—1Qa| 
8xt—xy3 
4xi—4x3y+xty2 


dgan—4a—6bn+B8Bb 


bGn2—on—4 

x*—49x2 
x3+2x2—63x 
xt xx ty 
K8— ag — cd eny 
2x3-+6x2—x—3 
x3+8x2-+x+3 


aêm—lsam-an—4an 


at—d4aº—12a? 
4a? —(x—3)2 
(2a+x)2—9 * 
m—am-+n—an 
1-3a+3a2—aº | 

6x2+3 
42xº—-9x3—15x 


56. 


57. 


59. 


61. 


62. 


04. 


65. 


67. 


69. 


To. 


Ti. 


72. 


a*—qs—l-+a 
8xº-+12x2y+6xy2+9y3 
8nº—125 
25—20n-+4n? 
6—x—x2 
15+2x—x? 
S+2x—Bx? 
4+5x—6x2. 
mên?t+-3mn—l10 
4-4mn+mên? — 
xº+xºy—d4b?x —4b2y 
4b2—4bx+x? 
208308 =) 
(20236 == D)(09 9) 
(x2—92x—3)(x2-+x—6) 
(a*-4a+4)(4aº—-44+1) 
(a2+a—6)(2aº—5a+2) 
(x3—3x)(x8—1) 
(xt+x3-+x2)(x2—1) 
(4n2+4n—3)(n?+7n—30) 
) 
(xº—yº)(xº+x2y-+xy2+99) 
xº+3x2—4 
x3-+x2-8x—12 | 
x3º—x2—Bx+12 
x4—92x3-—Tx2+920x—12 
x*—T7x2—2x+8 
a8—a!—a?-+-1 
as—9a!—6a3-+8a2-+5a—6 
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187 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES. CASO EN QUE HAY 
QUE CAMBIAR EL SIGNO A UNO O MAS FACTORES 


. RA so Za — 2b 
Ejemplos (1) Simplificar a no 


(2) 


(3) 


(4) 





22—2b 2Ma—b)  2Ua-b) q 

3b—-3a 3b-o) 3Io-b) 3 

Al descomponer vemos que no hay simplificación porque el factor (a — b) del 
numerador es distinto del factor (b — a) del denominador, pero cambiando 
el signo a (b—a) se convierte en (a — b) y este factor se cancela con el 
(a — b) del numerador, pero como le hemos cambiado el signo a un factor 
( número impar ) hay que cambiar el signo de la fracción, para que ésta no 
varie y por eso ponemos — delante de la fracción. 





Descomponiendo: 


ALII ax? — 9a 
Simplificar ——————— — 
3x—3y— x + xy 
ax? — 9a Cc alx+3)lx—3) a(x+3)(x—3) alx + 3) 








Ix—3y— 2 +xy (x—-yM3—-=) (y—x)ix—3) = 
Le cambiamos el signo al factor (3 — x) convirtiêndolo en (x — 3) que se can- 
cela con el (x — 3) del numerador, y también le cambiamos el signo al factor 
(x—y) que se convierte en [y — x). Como le hemos cambiado el signo a 
dos factores (número par) el signo de la fracción no se cambia. 

Si le cambiamos el signo solamente a (3 — x) hay que cambiarle el signo a 
la fracción, y tendremos: 




















ax? — 9a ax +3)x—3) — alx+3)x—3)  alx+3) R 
3x—3y—x+xy (x—y)f3—s) (x—yXx—3) a 
Ambas soluciones son legítimas. 
sanlificas 2 tos 
— q? 
Zê+a-3  (20+3/a-1) —  (+3la-1) 2043 
|I— a? (1I-a)(l+a+ a?) (o — W(1 + a + a?) l+Ha+a 
Simplificar EA 
x —x 
x —-4x+4 (x—2P (x— 2) = (x—2P a x—2 
ge —  x44-*2) x(2+x)(2—x)  x42+x)[x—2) xx +2) 


Aquí le cambiamos el signo al factor (2— x) y a la fracción. 
También, como la descomposición del trinomio cuadrado perfecto x? — 4x + 4 


puede escribirse (x — 2)? o (2 — x]2, usando esta última forma, tendremos: 
x — 4x+4 (2— x)? RA 
42 —x  xA2+x)2—x) x(2+x) 
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B- EJERCICIO 120 


Simplificar o reducir a su más simple expresión: 














ae ms 2 2.22 
1. á dx 11. ÉS ai ei 21. di ia 
6x—6 x2—Tx+12 (y+2z)2—x? 
2..b2 2-b2 mr 
eo. mu +. oq SED 
b2—a? b3—as bd-ad—be-+ac 
22 ss dum 3 
EA. O o 
(n—m)? 2b0—-2a—bx+ax 125-—xº 
Eid 243 afim 89 
à Sc Air A as 22 
16—-xº x2-ax—3x+3a 6x2-13x+6 
a a 3 Duytw3 a? 
5. 3y—6x 15. 30x 6x 98. 2xº—2xy2+x2—y | 
âmx—my—2nx-+ny 8—b3 9xy2+y2—92x3-—x? 
2 -Qu— —a8 aj 2 M)x3 
6. 2x2— 9x 5. 16. (1—-a) | 26. 30x2y—45xy2— 20x | 
10+3x—x2 a—l 8xº+2773 
e Nai — Den? —n8—n? 
E =. Raica (Rm À fp Sá 
a?+2a—8 3yº-+3xy2—3x2y nê—-n—2n?+2 
8. a2-+a—2 | 18. (a—b)8 28. (x—2)2(x2+x— 12) | 
n-an—m-t+am (b—a)2 (2—x)(3—x )? 
, 4x2—dxy+my? 19 2x2—22x+60 29 Dxº—15x?y 
5y—10x ge 90x3y2—10x5" 
10 amx—nx—Imy+ny 20 6an?—3b2n? 30 (x2—1)(x2—-8x+16) 
— ny2-nx?-Imy?+3mx? — bt-4ab2p4a? — (x2-4x)(1-x2) 


188) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS 
NO PUEDEN FACTORARSE FACILMENTE 
REGLA 


Hállese el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones suce- 
sivas y divídanse numerador y denominador por su m.c. d. 


Ejemplo o lificar xº — 2x5 + 5x* — x3 + 2x2 — 5x 
P x — 2xº + 6x8 — 2x2 + 5x 


Hallando el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivas 
se halla que elm. c. d. es x(xº— 2x +5)=xº — 2xº + 5x. 


Ahora dividimos los dos términos de la fracción por sum. c d. xº— 2x? + 5x 
y tendremos: 
xº — 2x5 + 5x4 er pe 2x? — 5x 
x* — 2x! + 6xº — 2x2 + 5x 
Na — 2x8 + Sxt — x? + 2x2 — 5x ) + (xº — 2x2 + 5x) ” y* — 1 


DESCE que pra (Sr O Er 
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»- EJERCICIO 121 


Simplificar las fracciones siguientes hallando el m.c.d. de los dos 
términos: 


7 at—asx+a2x?—ax* A l-x—x3-+x* 
at*—atx —2a2x2+2ax3 1-2x—x2—9x8-+x4 

> x"+Bxtpáxt-8x— 8. 2mº+2m?n—mnê-—n* 
x*+3xº+6x2+3x+5 am'+3mint+mn +n? 

a. 24x4— axº—ax—daxtda 9. 6a'+3at—4aº-—242-+10a-+5 
3axt—d4axº+ax2+3ax—3a 3aº-+7at—a2+15 

4 6xº)—13x2+18x—8 10. 5x8—10xt+21x8—9x-+4 
10xº—-9x2+11x+12 3xº— 6xt+11x3+9x—4. 

PRE Sad? DR? AM 11 n8-3n8—nt+3n8+Tn2—oIn 
2x4—5x%y+4x2y2— xy8 nº+2n5—n!—9n3+7n2-+14n 

6 2a*-at+dat+2at+3 19. a!+2aº—sat+8attat+202-5a+8 
3aº—at4+ 3aº-+402+5 a8+2aº—5at+10a3-+49º—10a+16 


IH. REDUCIR UNA FRACCION A TERMINOS MAYORES 


Se trata de convertir una fracción en otra fracción equivalente de nu- 
merador o denominador dado, siendo el nuevo numerador o denomi- 
nador múltiplo del numerador o denominador de la fracción dada. 


. 2 
| Ejemplos (1) Reducir e a fracción equivalente de numerador 6a?. 
2a 64º 


3b 


Para que 2a se convierta en 6a? hay que multiplicarlo por 60º = 2a = 3a, 
luego para que la fracción no varie hay que multiplicar el denominador por 


3a: 3b X 3a = 9ab, luego 

2a 6a” 

3b 9ab 
La fracción obtenida es equivalente a la fracción dada porque una fracción 
no varia si sus dos términos se multiplican por una misma cantidad. 


5 
(2) Convertir 55 en fracción equivalente de denominador 200*%y*. 


5 e— 
4y3 — 200%y*' 
Para que 4yº se convierta en 2002y* hay que multiplicarlo por 200?y* + 4yº = Sa?y, 
luego para que la fracción no varie hay que multiplicar el numerador por 


5 X 50?y = 250ºy, luego 
5 250”y 


4y3 — 2002yº . 





5a?y: 
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RO a 
(3) Reducir 3 a fracción equivalente de denominador x? — x — 6. 
X —. 





x— 2 


xi d=a=Ê' 





Para que x—3 se convierta en xº—x—6 hay que multiplicarlo por 
(xX—x—6)+(x—3)=x+2, luego el numerador hay que multiplicarlo por 
x+2, y tendremos: 


x—2 (x—2)(x+2) 0 x—4 



























































aa 
x—3 x —x—6 x — x — 6 
B- EJERCICIO 122 
Completar: 
2 3 
A g * RIA a 
2a da? a+2 2x+y — dx?+dxy+y? 
E— : 
2 5 20 ES eõ— 
9x? a+b  al+2ab+-b? x+1 
E ei PE if Ls. 
ab?  2aºb? x+3  x2+5x+6 a+1  attl 
2 3 E 
à, MEME 1, coa (da E 
8y x-+a 3x 9x2y 
a FE , BE 
5 PB. ad: PE 1 4 Ma 
5n? nº 6 12 x+1 
EO us E PE no E. 
5 15 a—b  a?—b? Ta?  63a%b 
E BB 
DRE PR = es À pc PO 
x-1  xº—x a x+5  x2+3x—10 


Wi. REDUCIR UNA FRACCION A EXPRESSION 
ENTERA O MIXTA 


Como una fracción representa la división indicada del numerador en- 
tre el denominador, para reducir una fracción a expresión entera o 
mixta aplicamos la siguiente: 


REGLA 


Se divide el numerador entre el denominador. 

Si la división es exacta, la fracción equivale a una expresión entera. 

Si la división no es exacta, se continúa hasta que el primer término 
del residuo no sea divisible por el primer término del divisor y se aúiade 
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al cociente una fracción cuyo numerador es el residuo y cuyo denominador 
es el divisor. 


4xº — 2x? 
> TE 


Dividiendo cada término del numerador por el denominador, se tiene: 


Ejemplos 


(1) Reducir a expresión entera 


(2) Reducir a expresión mixta 


Dividiendo el numerador por el denominador: 


JW 12o—4 [3 


— Ig? o? — 4a 


— 1202 — 4 
120? — 4 
——— — 303 — 120º? —- 4= 0º — 4a + —. 
pl 3a 





Cambiando el signo al numerador — 4 y cambiando el signo a la fracción, 
tendremos: 


age 4 
IJg* — 1 2 — =aq—la——. R. 
Sa? — 120 -4=0?— 4a = o! 


À E o 68-33 —5x+3 
(3) Reducir a expresión mixta ——————— 





3xº — 2 

6x3 — 3x2 — 5x+3 | 3xX2—2 
— 6xº + 4x 2x — 1 

— 3x — x+3 

3x? —2 

— x+1 
O DO t+ — x+1 
Tendremos: aa SARA 9x2 — 2 


Cambiando el signo al numerador (a cada uno de sus términos) y a la frac- 
ción, tendremos: 


m- EJERCICIO 123 
Reducir a expresión entera o mixta: 
Ga*—10a? 9 9x%y—6x2y2+3xy3 9 x2+3 4 1002+15a—2 


2a 3XY x oa 





1. 
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3 fy2 = A PR 7, 
5 9xº—6x>+3x 5 9. xº—x bx+1 13. x a ox 
3X x2—3 xº—9 
6 416 10 3xº+4x2y+2xy2— By? 14 10nº—18nº?—5n+3 
x+2 3X —29 2nº—3n+1 
> A = + 37 w2 Du + 
7 12xº— 6x e 1 9x3—Tx2-+-6x 4 15. E. 
dx—1 2xº—x+1 4x=+5x+6 
3109h3 4—Qn314n2 bmº'-+3min 
a*-+3b 12. Zat—3aº-+a 16. 
a+2b a2—a+1 3m'-—-mn?+nº 


IV. REDUCIR UNA EXPRESION MIXTA 
A FRACCIONARIA 


(5) regia 


Se multiplica la parte entera por el denominador; a este producto se 
le suma o resta el numerador, según que el signo que haya delante de la 
fracción sea + o —, y se parte todo por el denominador. 

La fracción que resulta se simplifica, si es posible. 


Ejemplos (1) Reducir x— 2+ : a fracción. 
| é — 








3 (x—2)(x-1)+3 x-3%+2+3 x —-3x+5 
x—2+— =———>>>>>———>— > E. R 
ge] = 3 x — 1 
2+ b? 
(2) Reducir a + b — R a fracción. 
= 
+ totbjlo-b)-(tS+HB) q-bi-d bp 2b* 
atb—-— =D DD ER. 
a—b a—b o—b o—b 
IMPORTANTE 
Obsérvese que como la fracción tiene signo — delante, para restar el nu- 


merador a? + b? hay que cambiarle el signo a cada uno de sus términos y 
esto se indica incluyendo a? + b? en un parêntesis precedido del signo —. 


| $+52— 18 E 
(3) Reducir x+ 1 ——————————— q fracción 
xº + 5x + 6 
x$+5xX2—18 (x+1)(xX+5x+6)-—(xº+ 5x] — 18) 
gt1-D>D— =D]]D]]D———————— 
xº + 5x + 6 x + 5x+ 6 


+ HVx +68 — 5 +I]B x2+1Ix+24 [x+8B)(x+3) x+6 
E x +5x+6 2+5x+6 (x+3)(x+2) x+2 






































EJERCICIO 124 REDUCCION A FRACCION e 207 
Reducir a fracción: 
da 3 Tab2—b? 
mm, 8. 2— ; 15. a?+gab-b?+ — ' 
má a+2 ind x—1 aiii » 2a—b 
nº x2—bx x3+9 
RS 2:00] 9. xº—-Bx— 16. «—(x+1). 
id ques " x+2 DR RE 
a x8—2x241 
j— ; ' ET. 2— 
ni x—2 Ea x—y is xº—dx+ 
ga?b+3ab? 
a+ má À 11. cai +m—2n 18. Ja+————. 
a+b mn a?—b? 
1-a? bax—tx* x3:—27 
—3. b —3x— 19. g=9-—[["""——., 
+a—3 12. 2a—3x Er 0. x RI 
| nd 20º—1la+9 
Rc À 13. mº-9m+4— = l 20. 0*—-Ja+5+ ————, 
a-x m+? a” +a—? 
+ DD) 
7. cabo À 14. SR figo 
a+x 


x—2 


V. REDUCCION DE FRACCIONES AL MINIMO 
COMUN DENOMINADOR 


REDUCIR FRACCIONES AL MINIMO COMUN DENOMINADOR es 

convertirlas en fracciones equivalentes que tengan el mismo denomi- 
nador y que éste sea el menor posible. 

Para reducir fracciones al mínimo común denominador se sigue la si- 
guiente regla, idéntica a la que empleamos en Aritmética: 


REGLA 

1) Se simplifican las fracciones dadas, si es posible. 

2) Se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores, que 
será el denominador común, 


3) Para hallar los numeradores, se divide el m.c.m. de los denomi- 
nadores entre cada denominador, y el cociente se multiplica por el nume- 
rador respectivo 


I e | | 
Ejemp los (1) Reducir — —, — al mínimo común denominador. 
O 2 dx 
Hallamos el m. c m. de a, 20º y 4xº que es 40ºx*. Este es el denominador 
común. Ahora dividimos 40ºx? entre los denominadores a, 2a? y 4x? y cada 
cociente lo multiplicamos por su numerador respectivo, y tendremos: 
ati 2 2x 40x]  Bax” 
40”"x” + a = 40x* e Sa Ge 
o Sor x” dor x* 
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(2) 


(3) 


ALGEBRA 


3. 3X 2x2. 6x? 
da? dalx Sox! 
DR 5a? 


4a?x2 + 4x2 = à? e E comme E me à 
4x? 4aº?x? 42x? 


402x2 + 29º = 2x? 


Las fracciones, reducidas al mínimo común denominador, quedan: 





Estas fracciones son equivalentes a las fracciones dadas porque no hemos he- 
cho más que multiplicar los dos términos de cada fracción por el cociente de 
dividir el m. c. m. entre su denominador respectivo, con lo cual las fracciones 
no se alteran (176). 


| — | 2x—3 
Reducir — : E al mínimo común denominador. 


3x" 6x * 93 
Elm c.m. de 3x2, 6x y 9xº es 18xº. Este es el denominador común. | 
| 1x6 6 
Tendremos: 18xº = 3x2 = 6x — = — sgae cid 
3x? 18xº 18x* 


<= Mx) M-30 











18xº —- 6x = 3x a o 
6x 18x 18x% 
2x—3 2(2x—3 4x — 6 
18xº = 9x3 = 92 PTS us ( x . 3) 4x da 


9x3 18x 18x3 





a—b Za 3b 
ab * ab+b” a2+ab 
Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorando los binomios: 
ab = ab 


ab+b?=b(a+b) 
o2+ab=a(a+b) 


Ahora dividimos el m. c. m. ab(a + b) entre cada denominador o lo que es 
lo mismo, entre la descomposición de cada denominador: 


Reducir al mínimo común denominador. 











ab (a + b) a—b (a-b)(a+b) a? — b? 
oa Cr qMleh) — abloiho 
ab(a+b) Za; 2a Xa bo ao. 
blo+b) - ab+b?  abla+b)  abla+b) 
ab(a+b) 3b %xb 3? 


alo+b) ras ab(a+b) “abla+b) 


10. 


11. 


12. 


REDUCCION AL MINIMO COMUN DENOMINADOR GB 209 
x+3 2x x+4 
(4) Reducir ——, ———— — ————— 
xX—-] xX+%kX+2 x+x—2 
Hallemos el m. c. m. factorando los denominadores: 


ar2= +26) 


x +3x+2=(x+2)(x+1) 
xX+x—2=(x+2(x—1) 

Dividiendo elm.c.m.(x+1)(x—1)(x-+2) entre la descomposición de cada 

denominador, tendremos: 


al minimo común denominador. 


Hb) +2) x+3 0 (x+3)(x+2) o x2 + 5x + 6 

RR, FP ra 2-1 (x+1)(x—1Mx+2) (x+NWlx—1)(x+2) 
+ e+2) QRES 2x(x—1) ” 2x2 — 2x 
(x+2)(x+1) ape 2 +3x+2 (x+1)x—1)(x+2) (x+)(x—1)(x+2) z 
(x+ 1)lx—1)(x+2) ER Pim Es ESA o x + 5x+4 
(x+2)(x—1]) Er X+rx—? (xHIx=Wx+2) (x+HU(ix—lix+2) 
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Reducir al mínimo común denominador: 


























aa 3 3 do EA. 

b ab x—l] xº-x—2 2 ox+l5 10x+30 
Eh 4 14, a—s da 26. 2x—-l 3x+1 dxto 
da Ba?x (aro) 8 x+4" 3x+12" 6x+24 
Da A. — RR À dês o 
2x? dx 8x3 s(a—x) 6 ats 9a?-25 Ja-—s 
az s pas 12 208 RR e AR 5 PS E 
ab?” ab” as 22º ww x2-x x2—4 x2tx—6 x2+5x+6 
E» A A A SE A E aca aa 
6x? 9xy' 128 da+2b  4a-4b 8 a2-+a-20" 02-Ta+12 
a-l 5 a+2 18. * y 3 a+1 

3a 6a aq xy x2txy xy+y? a*+2a—15 

> da 0 squid a cs 
xy" 3xy? a2?—b2” a2tab” a?-ab a—] a*tatl a-l 
Doo RO Lu a is qa, É 

2m * Bmên” 10n? x+1º x—] x2—1 =) =] ;3 

te o SO mm doe a E Mat 

6” 9a 3b m?-n? m+mn' m?-mn 2a2+9ab” atx+abx 
da-b 3b—a a-3b 99. nt n> nê+1 1 

32" 4h” q n—1" n+1º nº-] 4ax2—4bx? 

2 oo MED ae att Lat dar) 
5 x+ a2+b?” a2-b? at-bs a (a-1)? (a-1)! 
a b dx  x—1 1 2x—3 3  2x=1 


a+b' a2—b?' 


24. 


























x—] x+92' x2tx—-9. 


























6x2+7x+92º 9x+1 6x+4 





PROPAGADORES EUROPEOS DE LA MATEMATICA Sevilla, Toledo, etc. Se destacaron como traductores: 
HISPANO-ARABE (Siglo XIII) La matemática his- Juan de Espafia, que puso en latín las obras de AI 
pano-árabe se introdujo en Europa a través e pa Juarismi; Juan de Sacrobosco o Hollywood, que tradujo 
traducciones que hicieron 


numerosos eruditos q Y Bath, el más distin- 
trasladaron a las universidades árabes de Córdoba, guido de éstos, que dio una versión latina de Euclides. 


CAPITULO 
OPERACIONES CON FRACCIONES 


) Se simplifican las fracciones dadas si es posible. 


) Se reducen las fracciones dadas al mínimo común denominador, 
si son de distinto denominador. 


) Se efectúan las multiplicaciones indicadas. 


) Se suman los numeradores de las fracciones que resulten y se par- 
te esta suma por el denominador común. 


5) Se reducen términos semejantes en el numerador. 
) Se simplifica la fracción que resulte, si es posible. 


Ejemplos (1) Sumar — y cb A 
a 


60? 





Hay que reducir las fracciones al mínimo común denominador. 


210 


SUMA DE FRACCIONES O 2]] 


El m. c. m. de los denominadores es 602. Dividiendo 6a? entre los denomina- 
dores, tenemos: 60? + 2a =3a y 60º + 60? =]. Estos cocientes los multipli- 
camos por los numeradores respectivos y tendremos: 











3. Ut Sida), mee2. PO sua 
2a 60º 6a? 6a? 60? 6a? 
da to=2 1092 
(sumando los numeradores) = Fá - NR PR 
6a? 6a? 
uia - QlS0— 1). dS0—1 
(simplificando) = ac ni R. 
x=—da . x—=2 | 
(2) Simplificar e 10x 


El m. c. m. de los denominadores es 100x2. Dividiendo 10ax? entre cada de- 
nominador y multiplicando los cocientes por el numerador respectivo, tenemos: 










































































x— 4a x—2 1 5xix—4a)+2a(x— 2) +ax 
Zax 5x2 Ox & 10ax? 
a 5xº — 20ax + 2ax — 4a + ax 
(multiplicando) = ed - 
10ox* 
5x* — 17ax — da 
(reduciendo términos semejantes) = ———= =" 
10ax* 
m- EJERCICIO 126 
Simplificar: 
L x—a a RA: 6. EE 11 m-n  n—a 2a—m 
4 6 m? mn m mn na am 
2 al 2 E. 
9. DA aa q. Jo o +. 19, x+2 . x2—2 2-8 
da? 3ab 2x x2 dax? 3x 5x? 9x3 
3. aii 4 b—a 8. 2a—3 . 3x+2 x—0 13, Es b2—a? ab+b? 
la - UWb 3a 10x 5ax ab . ab? a2b? 
b ab—4ab? 2 3b  2a-3 3 
A. a+3 a 4a 9. e x+2  x2+92 14. a+3 a—sm na. 
dab da2b? õ 2x 6x? ab am a 
5. a—1 , 2a dará aa 4 É 2x+y E a 
3 6 12 12 15 30 


(195) suma DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS 








Ejemplos 


(1) Simplifica + Ea A 
PO aa 2x— 2 x2—1 


212 €  aLcEsRA 


Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorando los binomios: 


3x +3=3(x+1) A 
9Xx—2=2(x—1) m.cm.: 6(x+1)(x—1). 
*2-1= (x+1)(x—1) Z 


Dividiendo el denominador común 6(x+1)(x— 1) entre cada denominador, 
o lo que es lo mismo, entre la descomposición de cada denominador, y multi- 
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos: 





+ | As=-N+3b6+1)+6 
%X+3 2X—2 x2-10  6(x+1)(x—1) 
és 2x— 2 +3x+3+6 
( multiplicando ) = —————— o 
6ix+ 1)(x—1) 
educiendo térmi . » 5x +7 
( reduciendo términos semejanes|= 


— ao—2 a+6 
(2) Simplifi sz +————— ln. 
ac q? — o“—-a—6 al—-5a+s6 


Hallemos el m. c.m. de los denominadores: 


a2—-4=(a+2)(a-—2) 
oê-a—-6=(a—3)(a+2) m.cm: (a+2)(a—2)(a—3). 
—Sot+tó6=(a-—-3)(a—2) 


Dividiendo el denominador común (a +2)(a—2)(a—3) entre la descom- 
posición de cada denominador, y multiplicando los cocientes por los nume- 
radores respectivos, tendremos: 


a— 1 a—2 aré  (u-llla-3)+(0-2P+(0+2)l9+6] 

SA" GE aê 2—-Sa+6 (a+2)(a—2)(a—3) 

aé— 4a +3+a-— 4a +4+ a? + Ba+ 12 
ta+2)(a—2)(a—3) 








( multiplicando ) = 
































a: 3a” + 19 
( reduciendo términos semejantes ) = Allo] 
B- EJERCICIO 127 
Simplificar: 
do ita & El MeR à seda 
a+-1 a—l m—s m—?2 3x—2y 9x2-4y2 
E: 2-2 
9. 2 a 1 | 6. x+y Phi s 10. ata | 30º—=% 
atá x xy x+y x+ãa  x2-9a? 
ô 6 x x+1 a a 
3. + ê a A ll. —— 4. 
l=% " 24+5 a “ (0—1)2 l-a* — I+a” 
De us * 8 2 3x 12 2 2 











x—y  x+y x—5  x2º-95 dad "abril 


13. 


14. 


15. 


16. 


18. 


19. 


20. 


21. 














ab a 
9a2—b? Barb 

1 1 
ae * (ab 

3 4 2 
o (e) 

x a+x a 
a2—ax ax  ax—x? 
3 (5-1, 2+8 
2x+4 2x—4  x?—d 
1 1 x+3 
x+x? xx 1-x2 
x—y)  x+y 4x» 
xy Roy Ryo] 
1 a 

a-5 a2-4a-—5 

3 2 1—-85a 
a da-3 25029 
RESTA 

















a+5 
ii a2+92a+1 





8 3 38 & É 8 


SUMA DE FRACCIONES 


6213 


x+1 x—3 x—2 

















10 5x0 2º 
x+5 4 x+4 4 x—3 | 
x2+x—12  x2+2x—-1]5  x2+9x+20 
1 1-2x2 x 
x—2  x3-8  x2+2x+4 
2 4 a a+1 
a+1 (a+])2 (a+1) 
2x + 1 | 
3x2+11x+6  xº-9 3Jx+2 
Fa AA 
xº+1 x+1 xº—-x+1 
Us 1 4 x+1 
x—1  (x-I)(x+2) (x—1)(x+2)(x+3) 
x—2 x—3 2x—1 
9x2—-5x—3  Qx2-3x—92  x2-5x+6 


a—2 aro , ati 
a-l a+2 a-8 





(196) REGLA GENERAL PARA RESTAR FRACCIONES 


1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible. 
2) Se reducen las fracciones dadas al mínimo común denominador, 


si tienen distinto denominador. 


3) Se efectúan las multiplicaciones indicadas. 


4) Se restan los numeradores y la diferencia se parte por el denomi- 
nador común. 


5) Se reducen términos semejantes en el numerador. 
6) Se simplifica el resultado si es posible. 


(197) RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS 


Ejemplos (1) De 





restar 


4ab? — 3 
60%b — 


Elm. c. m. de los denominadores es 6a2b. Dividiendo 60ºb entre cada deno- 
minador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos: 








a+2b 4ab?—3 2ab(a+2b) | 4ab?— 3 
bob 


60ºb 602b 


21 4 & ALGEBRA 


à 2aºb + 4ab? 4ab? —3 
[multiplicando | =—————— — ="—— 








602b 602b 

20ºb + 4ab? — (4ab? — 3) 

(restando los numeradores)= "O 
6a”b 

Venciiondis el Gras 20ºb + 4ab? — 4ab? + 3 
vitando el parénresis ) = 
q o el parente Pen 
Z2aºb + 3 " 

( reduciendo ) = PRETA 


IMPORTANTE 


Obsérvese que para restar 4ab? — 3 del primer numerador hay que cambiar 
el signo a cada uno de sus términos y esta operación la indicamos incluyendo 
4ab? — 3 en un paréntesis precedido del signo —. 

x 2 x—:1 
de 


xº 3x — 


El m. c. m. de los denominadores es 3x”, que será el denominador común. 








(2) Restar 


x 
Tendremos: — — —— = 








3x xº Bo 3x? 
( li li d ) x? RR: 3x + 6 
multiplicando | = — bi: 
Po 3x? 3x” 
3—-x —(Ix+6 
( restando los numeradores ) = x—x —lóxtôó) 
3x? 
2 —x —3I)kK—6 
( quitando el paréntesis ) = ———————— s 
3x? 
xº— dx — 6 
( reduciendo ) = ——. 
3x* 


x +3Ixk-2 2x+5 


(3) Simplificar Za R 





En la práctica suelen abreviarse algo los pasos anteriores, como indicamos a 
continvación. 


Elm. c.m. es 4x2, 


$2+3%—2 M+5 2x2+3%—2)-x(2x+5) 


2x? 4x 4x2 
NT 2x2 + 6x — 4— 2x2 — 5x 
( multiplicando ) = —————— — 
4x? 
cad 
( reduciendo )= ——. R. 


4xº 


Obsérvese que al efectuar el producto — x (2x + 5) hay que fijarse en el 
signo:— de la x y decimos: (— x)2x=— 2x2; (— x)5 = — 5x. 
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m- EJERCICIO 128 



































Simplificar: 
L x—3 ata 4 a—3 — 43ab? Z g-1 K-2 a+3 
4 8 Sab  gatbs | 3 4 6 
a. a+õb a 5. Z20+3 a—2 8. 3 204 + dat+1 
a? ab 4a Ba o 0a 20a? 
a. Bo. um: Fa 6. y—2x oi ay ' 8 aê x o x2+2x+3 
mn?  mên 20x 24) ox 3x? 15x3 
o dm 


RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS 
Ejemplos 


(1) Simplificar rca ga 


o 


Hallemos el m. c. m. de los denominadores: 
ab—b?=b(a—b) E 
b=b m.cm: b(a—b). 
Dividiendo b(a— b) entre la descompósición de cada denominador y multi- 
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos: 


a | a-(a—b) Ron > des 2 - b ] 


ab—b? b b(a-b) b(a—b) “b(a-—b) “Ca 





Simolifi 2 | 1— 3x 
implificar — — ——— — R 
á xtxº x—xº x—x 


(2 


— 





Hallemos el denominador comón: 


x+tx=x(1+x) 
x—x=x(1I—x ) 
x—)0=x(|I-x)=x(1+x)(1—x) 


Dividiendo x(1 +x)(1I — x) entre la descomposición de cada denominador, 








tenemos: 
2 1 1-3 2(1-x)-(1+=x)—-(1—-3) 
EO E NR x +x)01=*) 
DO ic >, Sasál a Si 0 
“CAPS ali) =) 


Al reducir los términos semejantes en el numerador, se anulan todos los tér- 


minos, luego queda cero en el numerador y cero partido por cualquier can- 
tidad equivale a cero. 
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42 = 1 1 3 
E Engl Eai ÃO 


2x2—-8 x+4x+t4 x—2 
Hallemos el denominador común: 
2x2 —-8=2x2—-4)=2(x+2)(x— 2) 
2 +4x +4= (x +2)P 
x =2= (x —2) 





Dividiendo 2(x+2)?(x— 2) entre la descomposición de cada denominador, 





fenemos: 
4x? — 1 (x+1)º xa [x+2)(40=])=2[x=2)ge +] P=2ix+2Pix+3] 
2xX22—-8 x+t4a+ta x-2. 2(x+2P(x—2) 


(x+2)(4x2—-1)-2(x—2)(x2+2x+1)—-2(x2+4x+4)(x+3) 
E 2(x+2P(x—2) 
44º +8x2—-x—2—-2(x—-3)x—2)—-2(xº+7x2+ 16x +12) 
2(x+2)P(x—2) 
4º + 8x —x—2—2% +Hóx+4— 2xº — 14x? — 32x — 24 
=” 2(x+2B(x—2) 
— 652 — 97x = 99 6x2 + 27x + 22 












































E doc ones, 
( reduciendo ) 2(x+28(x—2) 2x +2E(2—X] 
»- EJERCICIO 129 
1. De restar 6. Restar - de Ea 
x—4 x—3 x—x? x+x? 
2. De restar T. Restar ——— de Esso 
m+n m—n Gg? (a—x)? 
3. De >— restar : 8. Restar e e 
l+x l—x 12a+-6 6a+3 
b mi ma 
4. De SEE, restar Le. 9. Restar EM de a. 
a?--ab ab+-b? a?-+a—l2 aº—BGa+9 
2 2 2 famnia 2 
5. De didi restar Est ; 10. Restar » de ar rg aD! 
m=n m—n?2 a+3b aº—9b? 
Simplificar: 
xo x+1 14 x—1 x+2 17. Za—3 A a—l 
x2—-1 (x) 4x+4 Bx-—8 Ga+9  4a2+HIZa+9 
pe a gd Fuad 18. St ad 
at—bs (ab)? xy—y2 9 gtx+l o  a*=px+l 
6xºtx—92  4x2-4x+1 a2—b? altab ara Pa? Da+2 
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ai Lado o Sos tt 
“” 4at4 Ba-B 1242412 mtx+l o (x-1)) (x3-1(x—1) 
24. h2 
91. qe ai À ' 26. cdi SE di 
xê-xy x x —s) a*—b* 2aº+2ab+2b? 2a-2b 
a 1 J 3a a—l 100—1 
22. —————. Qt. ——— =D" =. —D[D["—" 
arab a a+b 2aº—-Da—4 4alt+8a-32  Ba?+40a+39 
93 1 o 1 o 2y 28 10 at+9x a . 
CC x2-xy x2+xy xº-xy? 4a-l2x  af-D7x3  Pa2+3ex+9x?) 
x 3 x 20º—3 a+1 Ga?—14 
Q4 í——"—.—-—— =, 2). — = — ; 
xtx—2  x2º4+2x—-3  x2+5x+6 104+10 DO 904+50 


SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIONES 


. 2 2 
Ejemplos | (1) Simplificar — ga 
a*—- ob ab asb-— ab? 





Hallemos el común denominador: 


o?-ab =a(a—b) 















ab =ab mem « ) a—b). 
cib—ab'=ab(oº—-b?)=ab(a+b)(o—b). 
Tendremos: 
] a a? + b? —bla+b)+[a+b)la—bl=—(at+bº) 
oº—ab ab asb—ab? abla+b)(a—b) 


ob+bº+a?—b? — q? — b? 
aobla+b)(a—b) - 
ab — b? 

ab(a+b)(la—b) 

b(a—b) a I 
abla+b)lo-b) cla+b) 


( multiplicando ) = 
[ reduciendo ) = 
( simplificando ) = 
-— 2 3 2+12x+1 
(2) Simplificar E RT amo 


me + ro Sgroidl x* + 3xº — 4x? 


Hallemos el denominador común: 





$2-—-x=x(x—1) 
dra —4= [x+44)tx=1) 
+38 — 4x =x (22 +3x— 4)=x(x+4)(x— 1] 


meme leo Int) 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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Tendremos: 
x—2 x+3 


mca x +3Ix— 4 


( multiplicando ) = 


( reduciendo )] = 


( simplificando ) = 


EJERCICIO 130 












































Simplificar: 
2 3 4x—7 
x—3 " x+2 xi-x—6 
ao 1 a+12 
3a-+6 Ga+rl2 12a+24 
x 1 1 
x2+1 q 3x =; 
a+3 a—l a—4 
2-1 U+2 4a-4 
a—b a+b a 
a2tab ab ab+b” 
x—y  x+y 4x2 
xy x—y x2-y? 
x : e 
al-ax a x 
x+l o x+4 4 x+o 
x2-x—20 x2-4x—5 x2t5x+4 
ex+l x? 4 2x 
12x+8  6x2tx—2  16x—-8 
1 1 1 
ax a2+rax a+tx 
1 ! 2y 
+ x—y xy? 
a—l a—2 | a2+2a—6b 
3a+3 6a-6 929 - 
1 2 3 


—— +—>—>— 
02+2a-94 02-Da-B at+Ba+12 


“2 +1Zx+ló - xix+4)(x—2)—-x2(x+3)+x2+ 12x + 16 
e dão 


x (x—1)(x+4) 


+22 —Bx—x3— 3x2 + x2 + 12x + 16 


x (x—1)(x+4) 


4x + 16 


x*2(x— 1)(x+4) 


14. 


16. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


4(x+4) na 4 
x2(x— (x +4) x(x-1) 


a2-ab+b? a+b 
x—2 


x2+3x-10 x2+4x—5 


R. 


x+2y y 

as a+3 a—l 
as+1 al-a+rl at 

1 2x 3x? 
x—1 x2-] 8-1 

a+b 1 da? 
abs 
2 4 ex+3 x +12 

x2+2x+4  x3º—8 
3x+2 ox+1 














4x—l 
x2—-3x+2 
| A 1 1 


(n—1)? n-1 (n—1)º n 


























1 a2—s a?+5 
a2+5 (a2+5)2 at-95 
l—x? x 6x 
9-x2 Ofoxta? 9-bx+x? 

x x-+-1 x—l o 
2x+2 3x3 6x+6 18x—18 

a+2 Ta a—3 

2a+2 Bag 4a-s 

a—3 2a+5 4a—1 
20a+10 404420 600+30. 

2 1 3 


2x2+5x+3 = 9x2—x—6  x2-x—9 


CAMBIOS DE SIGNOS O 2]9 


a—l = a—2 1 

















27. . 29. gi + E OL ar + UM 
a—2 a+3 a-l o+õa 5—5a 10+10a? 

28. 2tda 2-da a 30. 4 x = Ro 
2—da 2+3a (2-3a) d—dx Jt3x 6+6xº 2-2x2 


(199) camelos DE SIGNOS EN LA SUMA Y RESTA 
DE FRACCIONES 


Los cambios de signos en las fracciones se usan en la suma y resta de 


fracciones cuando los denominadores no están ordenados en el mismo 
orden. 


Ejemplos (1) Simplificar A + : sos 
| x 


+] x—) 1Y-x* 











Cambiando el signo al denominador de la última fracción 1 — x? queda xº — 1, 


pero para que ese cambio no altere el valor de la fracción hay que cambiar 
el signo de la fracción, y tendremos: 


2 3 x+ 5 
+ + 
x+1 x—] xº—] 
Elm. cm. esxº—-1l=(x+1)(x—1). Tendremos: 
2 3  x+5 2(x—10+3(x+1)+x+5 
e a 2-1. (x+1)(x—1) 
MERITI ANTI 
(+ (x-1) 
o ré BH) 6 
“(+HMx—=) (x+1)(x—1) x—7 
x 1 2x 
E=-5+6 2=» (9=x]ti=*) 


Descômponiendo x?— 5x + 6=(x—3)](x—2). Entonces le cambiamos el 
signo a 2 — x quedando x — 2, cambiamos el signo de la fracción y cambia- 
mos el signo de los dos factores del tercer denominador (3 — x)(1 — x] que- 
dando (x— 3)](x— 1) y como son dos factores (número par de factores) 
no hay que cambiar el signo de la última fracción y tendremos: 




















R. 


(2) Simplificar 


x ra 2x o xXx 1)+lx— 1x3) 2xix—2) 
(x—-3)(x—2) x—2 (x—3)(x—1) (x—1)(x—2)ix—3) 
Cê xtx— 4x +3— 2x? + 4x 
CC (x=1)(x—2)(x—3) 
E -x+3 
“(x-1)(x—2)(x—3) 
ARS. e: Sie 
(1—x)(x— 2)[x— 3) (1—=x](x—2) 
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m- EJERCICIO 131 
Simpliticar: 
1 m 2a da 2a 
E m-n nm? » a+3 = 9—a? 
9 x 2x 9 x+3y 3y? x 
CC x2-xy y-x CC y+x  x2-92 0 v-xo 
1 x x x—3 1 
8. e, O — | —eee— efe mm 
A de E ide ” xº-+2x—3 (1x )(x+2) * +92 
a+b a 
à rçãs já radiação, 
a*-ab  b2-a? Z2a+2 4a—4 B-Ba 
x—4 x 1 a+1 2 
5 > + + —— 
x2—-2x—3 62x ni a—3  (3-a)(a-2) 4 (2-a)(1—a) 
e 1 1 13 2%  2xº+2x? 1 
— xº+4+2x-8  (2-x)(x+3) x l—x? x2+x+1 
q 1 2 7 14 x+2 . x+l |. 4x2-6x+3 
- 2x+2 1I-x 4x4 “ 8x1 3-2x 6xl-11x+3 


IV. MULTIPLICACION DE FRACCIONES 


REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR FRACCIONES 

1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de las 
fracciones que se van a multiplicar. 

2) Se simplifica, suprimiendo los factores comunes en los numerado- 
res y denominadores. 

3) Se multiplican entre sí las expresiones que queden en los nume- 
radores después de simplificar, y este producto se parte por el producto de 
las expresiones que queden en los denominadores. 


| Ejemplos | Za 3h? 
J Pp (1) Multiplicar 3 ax Dé 


(2 


mm 





2a - 3! x 2X3IXaXb?X x? == x 
A Xx— Xx— = (simplificando) =-— JR. 
3! 4x Da? IxXx4X2Xa2?xb'Xx 4ab 
Multiplicar ——— ses por RT 

2x + 4 3 x 
Factorando, tendremos: 
ne x2+4x+4 3(x—1) (x+2] 3I(x+2) Ix+ó 
RA” ae AMA MT) mm 
Hemos simplificado (x— 1) del primer numerador con (x — |) del segundo 


denominador y (x + 2)? del segundo numerador con (x + 2) del primer de- 
nominador. 


MULTIPLICACION DE FRACCIONES 
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ta) Multipli aq—]1 aq-a—6 3a + 4 
ultiplcar ——, ———>——— , ——>——— 
3 i a2+20' 3W2+7a+4  a2—-4+3 
2 — 1 q—a—6 Ja + 4 
Factorando, tendremos: — X ——— >. x — 
a2+2a 3J02+7a+H4 a?—-4+43 
DE a a (a—3)(a +2).. j “Ja+4 = A p 
a(a+2) GTA) “(E- (6-3) u 
= EJERCICIO 132 
Simplificar: 
da? 6h? bx+25 Tx+7 Za—2  a?—-4a—s 
—— temer, 8. : 5. mm 
3h 4a 14 10x+-50 24º— 50) sa+3 
2 3 2 E 
xy ” 10a ad o. cecal : n ; 16 2x 3x 2, 3x6 
5 3m?' x3 mn—n? — mê-—n? 6x-+8 x2—4 
5x? 4 l4m xy—2y2  x2º+2xy+9? 2+9y+18 us —95 
sa: 1 10. ES fi RA 17: 28 uy au 
Ty8 CTms” 5xs x2+xy x2—2x9) y—5 RESTA 
5 Pa 3b x2—4xy-+4y? %” x3+9x2-9x  Qx2+3x 
—X— x —, Ee ço . 18. ————— 
é UP 40 x2+2xy x2— 4y? 4x2+8x+3 Kd 
2x3 Ja? 5x2 2x2-+9x x2-3x x3:-97  a2tra+l 
X— X —— 1. = SM = io; 19. E RE VET 
l5aº y Txy*? 2x* xº—Dx—3 =]. xº+324-9 
4 2 nr 2 2 
Ta am ” 5n | 1º. a2—-ab+a—b ” 3 20. 4 +4ab-+4b ” 2a-+4b | 
"Gm?  10n? ldax a“+2a+1 6a?—6ab 3 (a+2b) 
era 8 4 EM pla pera (a 
6 dx+2 8 (x—y)2 Grilo a=s a 
x2+9x  x2-Dx—8 x2-+d4x 5 a2—5a-+6 6a a2—25 
“ xº—16 x3+x2 x2-+4x+4 “ Ba-l5 a2—a-30  2a-4 
(m+n)2-x2  (m—n)2—x? x2-3xy—10y2  x2-16yº  x2—-6xy 
“(m+x)>n?  m2tmn-max. x2—2xy—8y? —  xº+4xy x+2y — 
2aº-+2ab? x3—x x x2+4ax+4a? 2ax—4a? 6a+6x 
24. 2ax2—-Dax  alxtb2x x+1 — BJax—ba? axa x2+3ax+2a2 
a?—81 a+11 2a-I2 astha? 
e RR e Ne 
2a2+10a a2-36 2a+18 20422 
aº+7a+10 . a2-Ba-4 | a*-2a2-3a 
“ a2-Ga-T " a24+2a-15  a-Pa-B 
0 xt*+27x xt-+x 1 ” x? 
Cx3-xttx o xt-8x3+9x2  x(x+3)2 x—3 
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES MIXTAS 


REGLA 


Se reducen las expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas 
fracciones. 


Ejemplo 





5 5 
Multiplicar a + 3 — por a — 2+ ——. 
— 


a+4 
Reduciendo las expresiones mixtas a fracciones, tendremos: 


5 (a+3)(a—1)—-5 a+22-3—-5 al+2a—8 
pg e 





q —. a — | q | o a = 
24 5  la-2)to+H4)+5 ra -B+rS t+2a-3 
a+4 a+4 a+4 od 


Ahora multiplicamos las fracciones que hemos obtenido: 


*+20-8 a*+29=3 
(era f)(e-a este teta 


gia À Dida 4 (a+3]lta— 1) 
o q—] a+4 


=(ao-—-2)(o+3)=a'+a-—ó. R 
m- EJERCICIO 133 
































Simplificar: 

. (s)(es) (ota est) (ria) 

à (e lerãa) (ea) (tia 

à pç) (2 (ue) 

e (DM) à (an) (então) 
o (Dn) (+D(-D) (a): 





bo 








o (U(S)) o (22) (2-5) (16) 


Vs 
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DIVISION DE FRACCIONES 


REGLA 
Se multiplica el dividendo por el divisor invertido. 


s 2 
| Ejemp los (1) Dividir a entre so 
3b? 9b? 


10. 


4a? 2ax 40? 9b? bab 


came mo ES tm 
3? 9b! 3b? 2x «x 



























































a) dia EE aim EO 
E co PE o PP od RO 4 E 
g 4 8  x—16 8 (x+4)|x—4) 2-8 

EJERCICIO 134 
Simpliticar: 
x ã. 2x 1 20x*— 30x ” dx—6 
dy?  y? 15x'+15x?º  x+1 
Sab = abs. 19. a?—ba+5 ” q+2a-—35 

5x2 a*—15a+56  a?-a—24 
am? a 10mº 13. 8x2+26x+15 " 6x+13x—5 

Tn* dan 16x?—9 9x2—1 
Gatxs + ax 14. xº-—121x ã xº—1 1x 

o x2º—49 x+7 

lôm? a 20y* | 15. axº+5 nã atxt-+ oa? 
19axº  38a3x4 4a?—1 2a—1 
11x2y? + 294. 16. rs A atas 

im? as-+a*? Sa'+9a 
x—1 x 2x —2 17. xº+125 ” x oxl+25% 

3 6 xº—64 x2-+x—56 
da” % da? 18. 16x?—-24xy+9y2 "À 64xº—27y3 

a2+Gab+9b2 — atb+3ab? 16x—12y 32x2-+924xy-+18y2 

x3—x né ox—6x 19. a*—ta 4 a*+3a—54 
2xº+6x 2x+6 a“+3a” a*+9a 

1 2 20 lôxº+7x—2  6x2+13x+6 


aº-a—30 E a2ta—d4o , 25x3— x VP 25x2+10x+1 
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21 xº—1 é Tx2+7x+7 23 x2— 6x+9 á x2+5x—24 
Ox Dx+D ATO 4x2] Dx2417x+8 
29. amx—2my+nx—ny e mi 94. 2aº+7Tab—15b? 4 Fdab-—4Ob?. 
3x—3y as+4aºb a2—-4ab—32b? 
DIVISION DE EXPRESIONES MIXTAS 
REGLA 


Se reducen a fracciones y se dividen como tales. 


Lj emp lo Dividir 1 += 


Reduciendo estas expresiones a É di sd tenemos: 


2xy d+y+iy X+2y+y? 





X 
- entre 1 +-—. 
y 








x +y2 x2 + y2 sos x2 + y? 
x = X x + 
l+—= Lo Ee da 
y yY y 
Tendremos: 
2x x x+2xy + y2 x+ 
(1+5>9) +(1+5)= "DT. 
x + y EE dá y 


AMET yo xyty* 
*+yº xy xº + y? 





R. 
m- EJERCICIO 135 


Simplificar: 









































(o) (45 » (e (1- 
2: (SD (3) 6 (o (ea 

3. (1-0) + (1+ +). 7. (+= = (1+ = 

4 (+=) (us 8. (a) (ue) 


VI. MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS 


Cuando haya que efectuar operaciones en las que se combinen mul- 
tiplicaciones y divisiones se procederá a convertir los divisores en 
factores, invirtiéndolos, y procediendo según la regla de la multiplicación. 


MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS [02] 228 


. sos dh 249 Es 
Ejemplo simplificar 223 y Ha +20  ot-16 
4da—4 aq-bdar9 20º-—-2a 


Convertimos la división en multiplicación invirtiendo el divisor y tendremos: 


ga stat tm 6 gs tr Z—a 


RS Qu a E 
4ta—4 aq—-ba+9 2a? Er 49—4 al—-da+9 a!—l6 























a=s3 (ta+5)(a+4) 2a (a—1) a(a+ 5) 
Dr do (a—3) “Tara Sama)ja=4] 
DE al. 
* Qa—4a +24 
m- EJERCICIO 136 
Simpliticar: 
dx By 2 u2—8a+7 a2—36  a?-a-ds2 
1 —x+D+— Do AR o O die 
*y 9x dx a*—lla+30 al a-da-s 
da Za 5X g4— 27x x2+20x+100  x?—100 
> b Ê b2 * qi) » x2tix—30  x3+3xº+9x gi 
à Mt 808 | ata a BH (ta, 4248 
a-—l 2a+2 al+a-2 da—b 6a—12 x—3 
í 64a?—81b2 “ (=) E dp rauo o. Io. 4x2—9 = Bx"+ldx+ô 
x*—81 Sa—-9b — (x+9) 6x2+13x+6  3Jxº+2x  9xº+12x+4 
x*—x—12 ” x2—x—56 q bunda Ho, (a+b)2—-c? (a+rc)2—b? Pai. 
x2—49 xº+x—20 x+5 (a—b)2-—c? - a?tab—ac a? 
11 qt-da . a*+6a—55 q ANDO, ). 
b+b? == * ab2rTId 
mº+6mn+Imn? qgmê—n? m3+27nº 


a — E ii career, Der ri 
2mên+Himn?+3nº 8m?—2mn—n? 16m?+êmn+n? 


13 (a2—ax)? 1 as—a?x q2— x? 
— ax? as+a?x fere rev ra) 
(a2—3a)? alt—a!  at-9a? 


14. >, 
9—a?  (a+3)2-3a — (al+3a)? 


VII. FRACCIONES COMPLEJAS 


FRACCION COMPLEJA es una fracción en la cual el nu- 
merador o el denominador, o ambos, son fracciones alge- 
braicas o expresiones mixtas, como 


*]8 
| 
aa 





pá 
+ 
* | 


ALOEBRA BALDORM B 
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Una fracción compleja no es más que una división indicada; la raya 
de la fracción equivale al signo de dividir y ella indica que hay que divi 
dir lo que está encima de la raya por lo que está debajo de ella. 


a x 
Así, la fracción anterior “add equivale a (==>). (1+º) 
a x ua x 
1+— 
x 


206) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES COMPLEJAS 
REGLA 


1) Se efectúan las operaciones indicadas en el numerador y denomi- 
nador de la fracción compleja. 


2) Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el 
resultado que se obtenga en el denominador. 


a x 
Ejemplos | in” 
J à (1) Simplificar ais 









































a 
V+— 
x 
a x aql—x 
Efectuando el numerador: —— — = — 
x q ax 
a a+x 
Efectuando el denominador: 1 + — = 
x x 
a x q? — x? 
x a ax 
Tendremos: = 
a a+x 
1T+-— 
x x 
(dividiendo el numerador de = e .* — latxla=—=) EO OA R 
entre el denominador) x “atx. cx ==" E Rio 
12 
+ Sed Rn ue 3 
(2) Simplificar ET 
x+ 6+ 
x—2 
Numerador: 
12 (x-1)x—-2)-12 x-3%x+2-12 x2-3x— 10 
X—l——-— TN TT. 
x—2 x — 2 x — 2 x — 2 


Denominador: 


16 — 2 a 2 
o x+6)(x—2)+16 x22+4x—12+16 x +4x+4 


x—2 x—2 x—2 = x—2 


FRACCIONES COMPLEJAS O 227 








Tendremos: 
12 x — 3x— 10 
g=1= af 
&—2 00. R=20 0 8=M=100 |4=5)(%+2 5 ú 
16 tras rats o +2ZP x+7 
x+t6+—  —— — 
x — 2 x— 2 


Obséivese que como la fracción del numerador y la fracción del denominador 
tenian el mismo denominador x — 2 lo hemos suprimido porque al dividir o 
sea al multiplicar el numerador por el denominador invertido, tendriamos: 


310. =2 RW 
=:2 x +4x+4 xº+4k+ 4 


donde vemos que se cancela el factor x — 2. 


m- EJERCICIO 137 



























































Simplificar: 
sr mae ERR 
b x a a! q 
1. ; Tt ——.. 13. — 
1 5 16 
Ema de SD = 
b x a 
, 20x2+7x—6 
xº— — a—4+— E 
2. a 8. ERR; 14. " 
1—— 1— — = 20 
x a xº 
a b 2-h2 1 
ba demo a de x—1 
3. b' 9. ERR 15. Gesso maia 
l+— 1 
q 4ab va + nº 1 
Ea 3a ab 
mn EE “Carb 
4. ? 10, —=—.. 16. ——— 
1 1 10b Rr: ab 
m mn iii a—b 
2 
5. E, 17. 
x— re e x+D— = 
4 a+x x+3 
E 
6 2 2 —— 18. —— 
1+2 e —4+ 
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Ahora trabajaremos fracciones complejas más complicadas. 
































a ia 
p=] x 
Simplifi > SS 
3) Simplificar E T 
=: + 
Numerador: 
1 1 gtIl-(4-=l) . g+l=a+dl 2 
x—l x+1 (x+1)x-1) (x+1)(x—1) (x+1)(x—1) 
Denominador: 
x 1 et -=(tt=)) PE -H+FI x <- 1 
x-l x+1º (x+1)(x—D)  (x+1(x-1) (x+1)(x—1) 
Tendremos: | 
NR 
g-1 2+tk t+tU(R=S) 2 
x Loc +41 xt+1o 
g=) REI teriy(g=l) 
a+2b a+b 
a=b a 
8) Simphhcár ——————s, 
) Simplhificar 5 , 2a 
a—b da-—b 


Numerador: 





a—b a a(a — b) a(a — b) 


 2+2ab-a+b? 2ab+b? 
o a(a-b) ata-b). 


a+2b a+b a(a+2b)-(a+b)(a—b) a?+2ab-—(a? — b?) 


Denominador: 
b 22—b b(4a—-b)+(a—-b)(2a—b) 4ab-b?+ 24º — 3ab + b? 
a-b 4a—b (a— b)(4a — b) E (a— b)(4a — b) 


= 2aº + ab 
“(a—b)(4a —b) 
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Tendremos: 
a+2b a+b 2ab + b? 
a—b a a(a—b) 2ab + b? (a-b)(4a—b) 
e a “je Ce DE e 
b 2a—b 20º + ab a(a — b) 2a? + ab 





a-b sab (a— b)(4a — b) 
—b(2a+b) (a— b)(4a — b) o b(4a — b) — 4ab—b 





- R. 
a(a — b) a(2a + b) a? a? 
5) Simplificar —2— ; 
EE 
x +2 


Las fracciones de esta forma se Ilaman continuas y se simplifican efec- 
tuando las operaciones indicadas empezando de abajo hacia arriba. Así, 
en este caso, tendremos: 

















RA at O MB NS 
na 1 x+2| xímx—a 
” x — x — 
2 x DE ps 
E x+2 
E.me 5 x CR=2 x x R. 





a dO ——— e 4 = y 
1 O x-x-2 1" (x-2B(x+1) x+1 
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Simplificar: 
a a 
ju x+1 x+3  x+1 1+ 2x a 
x—1 4 x+4 x+2 7 1-+xº 10 atx  2a+2x 
1 | * CC R=-l a-8 2x5-+9' a a 
——— e ce eme 2x + + 
x—l x+1 x+2 x+4 o J-xt a-x a+tx 
1 + 2 mê? mê-n? x+y - x—y atab , bd 
x—1 x+1 5 n min 8 x—y  x+) u a-b a 
Ara Moro siso CR) + Carb, Bb 
x x+1 n m x x+y a ab 
ab a 1 atx b+x 7.12 
a—-b a+b 6 na 9 a-x b-x A ara 
a+b a "a b-a: POB”. 16 


a 
a—-b b b ab a-x  b—x x 
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a b2 
ms 2 
4.1.0 
b a a? 
42 
Mó sea 
5y2 
x—3y— á 
X+ 
2 2 
14 4 Ja 
2 2 
l+a l-a 
1 
16. ds a 
] 1 
x—y+z  x+y+z 
95. À 
a+2— 


VII. 









































14 cio 91. 1 
17. AEE iria 
c—2b j=d 
a—b-+c x 
a l-—a À 
18 l-—a a dd. I— 1 
gds a 2+ % 
a l-a = A 
6x+12 
1l— 
di x+2 23. 4 E 
Xx—D 2 
READ : 
x — 6 É 
x—d+ 1+ X 
x—2 
x+T 
à 24. À 
O === % — » 
1 xa 
1 x— 
x x+1 
26. — a 
x 
+2— E: 
X— 
x+1 


EVALUACION DE FRACCIONES 


(208) INTERPRETACION DE LA FORMA E 
a 


La forma —, que representa una fracción 
a 
cuyo numerador es cero y cuyo denominador a 


es una cantidad finita cualquiera, se interpreta así: A 


En efecto: Sabemos que toda fracción representa el cociente de la di- 


Sa. 
a 


visión de su numerador entre su denominador; luego, — representa el co- 


ciente de la división de O (dividendo) entre a (divisor) y el cociente de esta 
división tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor a 
reproduzca el dividendo 0; luego, el cociente o sea el valor de la fracción 


será O porque 0x a=0. 


x —9 
*+2x— 14 
Sustituyendo x por 3, tendremos: 

x —9 32 — 9 E: iss 


Hallar el valor de para x=3. 


dr ls F+HI)-14 PH6-TA 


E 
] 
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INTERPRETACION DE LA FORMA A 


“ a “ 
Sea la fracción %* en que a es una cantidad constante y x es una va- 


riable. Cuanto menor sea x, mayor es el valor de la fracción. En efecto: 


Para £&= 1, Ei qu Sá 
x 1 
1 a a 
Para x= —, — e == 1 
10 X 1 Au 
10 
Para w= à sd = 100 
100 * do 6 
100 
Para = a É medo = 10004, etc 
— 1000" Ea ar aii 


Vemos, pues, que haciendo al denominador x suticientemente peque- 


no, el valor de la fracción É será tan grande como queramos, o sea, que 

siendo a constante, a medida"que el denominador x se aproxima al límite 0 

el valor de la fracción aumenta indefinidamente. a 
Este principio se expresa de este modo: e ) 


El símbolo « se llama infinito y no tiene un valor determinado; «e no 
es una cantidad, sino el símbolo que usamos para expresar, abreviadamente 
el principio anterior. 

a é a à 

Entiéndase que la expresión q HO puede tomarse en un sentido 


aritmético literal, porque siendo O la ausencia de cantidad, la división de 
a entre 0 es inconcebible, sino como la expresión del principio de que si el 
numerador de una fracción es una cantidad constante, a medida que el de- 
nominador disminuye indefinidamente, acercândose al límite O pero sin llegar 
a valer 0, el valor de la fracción aumenta sin límite. 

Hallar el valor de as je Ay para x=2. 


Ejemplo x — 3x + 2 
Sustituyendo x por 2, tendremos: 
x+4 2+4 6 6 


<<. 8 


2-%X+2 P-3(2])+2 4-6+2 0 
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INTERPRETACION DE LA FORMA — 
Consideremos la fracción E en que a es constante y x variable, 


Cuanto mayor sea x, menor será el valor de la fracción, 


a a 
En efecto: Para «= 1, —= -—=a 
x 1 
a a 
Para x= 10, == — E o 
x 10 10 
a a 1 
Para x = 100, — = ——= —a, etc. 
x 100 100 


Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente grande, 
: “ ai 
cl valor de la fracción — será tan pequeno como queramos, o sea que a 
| x 


medida que cl denominador aumenta indefinidamente, el valor de la fra 
ción disminuye indefinidamente, acercândose al límite 0, pero sin llegar 
a valer 0, 


ksto principio se expresa: 


Este resultado no debe tomarse tampoco en un sentido literal, sino 
como la expresión del principio anterior. 














Ejemplo Hallar el valor de para x=3. 
% —= q 
xe] 3-1 2.2 
Sustit d 3,1 : E as um e O 
ustituyendo x por enemos 5 5 a 0. R 
=3 í.S=3: 0 
0 
(21) INTERPRETACION DE LA FORMA o 


Considerando esta forma como el cociente de la división de O (divi- 
dendo) entre O (divisor), tendremos que el cociente de esta división tiene 
que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor O reproduzca el 
dividendo 0, pero cualquier cantidad multiplicada por cero da cero; lue- 


8º, q puede ser igual a cualquier cantidad. Así, pues, el símbolo 


O 
E = valor indeterminado. 
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(212) VERDADERO VALOR DE LAS FORMAS INDETERMINADAS 


(1) Hallar el verdadero valor de ————— para x = 2. 
x + x — 6 


| Ejemplos id 


Sustituyendo x por 2, se tiene: 
x —;À 22? — 4 4— 4 ia ii 

———— ue ———————m o ——————— TT Ty E 

2+x—6 2+2-6 4+2-6 0 | MEEEmNOES 


La indeterminación del valor de esta fracción es aparente y es debida a la pre- 
sencia de un factor común al numerador y denominador que los anula. Para 
suprimir este factor, se simplifica la fracción dada y tendremos: 


gs.  Qu+tafx=8) «x 2 
2 +x—6 (x+3)(x—-2) x+3 
=  X5F2 
R+rx—6 x+3 
Haciendo x =2 en el segundo miembro de esta igualdad, se tendrá: 
A  2ri. 4 
WEi=6 243 5 


“ 





Entonces: 


—— para x=2es-—. R. 
e per 5 


3xº — 2x — 1 
(2) Hallar el verdadero valor de ————————— para x=1. 
xo Ee — 5x + 3 
Sustituyendo x por 1, se tiene: 
3xº — 2x — 1 3(1º)=2(1)-1 3—2—1 
—" DD => > > E — = V, indeterminado. 
et —-sx+3 1Y+R-S(I)+3 1+1-5+3 0 


Esta indeterminación es aparente. Ella desaparece suprimiendo el factor co- 
mún al numerador y denominador que los anula, 


Luego el verdadero valor de 


Simplificando la fracción (el denominador se factora por evaluación ) se tiene: 
3x? — dx — | (x—1)(3x+ 1) 3x + 1 
RT RT PT 
Entonces, haciendo x = 1 en la última fracción, se tendrá: 
a] MAUA TU. 
(x— Tix+9) N-1(N1+3) 0x4 


Luego el verdadero valor de la fracción dada para x= 1 es. R. 


4 
0 
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Hallar cl verdadero valor de: 


pará x=2. ci para x=3. 3. —— 
x+3 X=8 x*-+a* 








para x—a. 
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2402 3—g3 
4. A para x=9. A Ee para x=a, 
aa (a Dem 
— a2—2ab-+b? 
5. no para x=2. 18. np Para b=a 
pa 28 
Rn 19. = para y=x 
x2—9 xy—y? 
6. =——o para x=8. 28-43 
Wa L 20. — para x=a. 
' a2—a—6 j axa? 
. ———— para 0 =3. 3. 
a+2a—15 ra. da para x=1. 
x2º—Tx+4-10 9 2xº—Bx2+b6x—92 
. -———— para x=2. o, 2 
8 Di çA- 22. DE. tim capa rs roi o = ia Eos para x=3. 
x2º-Px+1 x*—3xº—-3xº-+11x—6 
2. ———————. para x=1. 9x3—5x2— 
xº-Dx2—x +92 P 23. eia para =. 
a3—8 ' x*-+2xº—3x2—-B8x—d4 
10. ———— para a=2. É 
a*+1la—26 d 24. — ainda ea para x=1. 
x2-7x+6 xº—2x3—9x2-+2x-+8 
11. ——— para x=1. Tm AçtA Qu? 
x2º-9x+1 P 25. E sa o (SR para x =) 
x38—9x—9 á xº— 3x8+10x2—4x—4() 
12. ———— para x=2. = 
x 7x+6 P O O em v=ê 
x2—16 12x2—-13x+3 4 
13. —-————— para x=4. 34 6x? 
xt—dxt—x+4 M=sSÃ E iii para x=—2. 
4 $-4A 1 a" 88-16 
+ —————. para x=-+. su 
4x2+8x—5 P 9 28. e gáiii Gi a 
8x2—6x+1 1 dead ã 
15. Ainda PMMA Wi 1 o 
xº+12x2—15x+4 2 29. para x=1. 


k É x—] x3-—] 
xº—9x+1 1 
16. —— —"——— para x=2. 30. (x2+8x— tin =9, 
ADIA P (x2+3x—10) (1+ rina para x=2 
m- EJERCICIO 140 
MISCELANEA SOBRE FRACCIONES 























Simplificar: 
, 12x2+31x+20 á (x+y)2  x(x—y)? 
18x2+9]x—4 9 o 
: 2 4 2a+1 a“—2b3-+a?b(b—2) 
a. -—t-+t-—j+ — : RR O 2 AR 
( a á Fi 2) (a+2 a ) » at—-a2b—9b? 
3 2 
* rom to 6. Multiplicar a + o por a— at 
xº— 97x? a2—s5 a+1 
+ RE PRE, yr. 
7. Dividir x2+45x— 4— as entre x + 34 + Aa ; 
Xx— x— 


( ) Efectúe las operaciones indicadas primero. 
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Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres frac. 
ciones simples irreducibles: 


4xº—5xy+9*? a mon 
3x mnx 





10. Probar que =xº+ xy. 


9x—3xº xº—1 








11. Probar que x2?-2x+1-— 


| x—o x—1 
iba? +4 2-+4a 
12. Probar que DE A di —= 3 +". 
O paida-s Test] 
Simplificar: 
18. i 1 2a 


a-b ab at-ab-+-b2 


na (a E a )x (1-0+555 )- 
























































15 x2—9 E x—3 ” a?xº— 1 6a? 2 1 
GT EE) 2x]2+Tx+3 fr a2x* )- 
Da 8 ni 2 
16. 3x al 12x+4 17. 16-8lx 
Gxi+xº—-25x2—-d4x+4 72xº—-3x—12 
1 2 3 x x 6 
18. (—— + + merecer Às 
( x+2  x+3 ) ( x+2 hê x+3 E” xº+5x+6 
b b x+1 x-1 
RA fit. silo = MM 
19 a 4 a—b 29 x-1 x+1 e xº+1 à 2x 
: b2 a-3b C x-l x+1 202-2b ab 
a? a—b x+1 xl 
1,x2-36 % 1 1 1 4 1 1 
20. — cf comam) | FÉ mi ci TRE SN MR, ME ES 
E x rr, 36 4 ni 3x—9 6x+l2 2x—3) 9 
O mm 6 tm Kb + — 
x x x 
3 R E - 2 b> b2 
pie Sa ásia desafio 
(a—2b)2 a-bb a-2b 24 a+b ” ARO 1 
“e  ga=Mab+ ODE a ço sp id 
ie ing: 4 ipa SP a+b— p Eee 
a — 


a?—Sab+4b? 





LEONARDO DE PISA (1175-1250) Conocido por RAIMUNDO LULIO (1235-1315) Llamado el Doc- 
Fibonacci, hijo de Bonaccio, no era un erudito, pero tor Huminado por su dedicación a la propagación 
por razón de sus continuos viajes por Europa y el de la fe. Cultivó con ee ade las ciencias 
Cercano Oriente, fue el que dio a conocer en Oc- de su tiempo; fue el primero se propuso cons- 
cidente los métodos matemáticos de las hindúes, truir una matemática eme Publicó diversas obras, 


CAPITULO XV 


ECUACIONES NUMERICAS FRACCIONARIAS DE 
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA 


(213) Una ecuación es fraccionaria cuando algunos de sus términos o todos 


tienen denominadores, como = e 3x — z 


SUPRESION DE DENOMINADORES 

Esta es una operación importantísima que consiste en convertir una 
ecuación fraccionaria en una ecuación equivalente entera, es decir, sin de- 
nominadores. 

La supresión de denominadores se funda en la propiedad, ya conoci- 
da, de las igualdades: Una igualdad no varia si sus dos miembros se mul- 
tiplican por una misma cantidad. 

REGLA 

Para suprimir denominadores en una ecuación se multiplican todos 
los términos de,la ecuación por el mínimo común múltiplo de los de- 
nominadores. 


236 


Ejemp los (1) Suprimir denominadores en la ecuación d=ioo 
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El m. c. m. de los denominadores 2, 6 y 4 es 12. Multi- 
plicamos todos los términos por 12 y tendremos: 4 
y simplificando estas fracciones, queda 

6x=2x—3 (1) 
ecuación equivalente a la ecuación dada y entera que es lo que buscábamos, 
porque la resolución de ecuaciones enteras ya la hemos estudiado, 
Ahora bien, la operación que hemos efectuado, de multiplicar todos los térmi- 
nos de la ecuación por el m. c. m. de los denominadores equivale a dividir el 
m. c. m. de los denominadores entre cada denominador y multiplicar cada co- 
ciente por el numerador respectivo. 





En efecto: En la ecuación anterior a =— — — 


el m. c. m. de los denominadores es 12. Dividiendo 12 entre 2, 6 y 4 y mul- 
tiplicando cada cociente por su numerador respectivo, tenemos: 


idéntica a la que obtuvimos antes en (1). 
Podemos decir entonces que 


Para suprimir denominadores en una ecuación: 


1) Se halla el m. c. m. de los denominadores. 
2) Se divide este m. c. m. entre cada denominador y cada cociente se multi- 
plica por el numerador respectivo. 
a . x— 1 2x—1 4x—5 
Suprimir denominadores en 2—-— =—— — ; 
40 4 8 


Elm.c.m. de 4,8 y 40 es 40. El primer término 2 equivale a -, Entonces, 


divido 40 -- 1=40 y este cociente 40 lo multiplico por 2; 4040 =] y este 

cociente 1 lo multiplico por x— 1; 40 + 4= 10 y este cociente 10 lo multiplico 

por 2x— 1; 40=8=5 y este cociente 5 lo multiplico por 4x — 5 y tendremos: 
2(40)—- (x— 1)=10(2x— 1) — 5(4x— 5) 

Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, queda: 





f e: > Ea) o “di ly 
Ji ” é 40: — 
Dina EN Bi td ] 


ecuación que ya es entera, 


MUY IMPORTANTE 


Cuando una fracción cuyo numerador es un polinomio está precedida del signo 
x— 1 ax —:5 

O q 

de cambiar el signo a cada uno de los términos de su numerador al quitar el 
denominador. Por eso hemos puesto x — 1 entre un paréntesis precedido del 
signo — o sea —(x— 1) y al quitar este paréntesis queda — x+ 1 y en 
cuanto a la última fracción, al efectuar el producto — 5(4x — 5) decimos: 
(— 5)(4x)=—20x y (—5)x(—5)=+ 25, quedando — 20x + 25. 


en la ecuación anterior, hay que tener cuidado 








-— COMO — 


238 9] ALGEBRA 


(215) RESOLUCION DE ECUACIONES FRACCIONARIAS 
CON DENOMINADORES MONOMIOS 


2 
(1) Resolver la ecuación  3x— A CÁ 


5 10 4 


Elm. c.m. de 5, 10 y 4 es 20. Dividimos 20 entre 1 (denominador de 3x), 
5, 10 y 4 y multiplicamos cada cociente por el numerador respectivo. Ten- 
dremos: 


Ejemplos 


] 


i 60x — 8x = 2x — 35. 
Trasponiendo: 60x — 8x — 2x = — 35 
50x = — 35 


7 . 
Sustitúyase x por — 0 en la ecuación dada y dará identidad. 


VERIFICACION 











2x — | + 13 5(x+1 
(2) Resolver la ecuación E me Z—s = 3x + dada sa 
8(2x— 1)— (x+13)=24(3x) + 15(x+1) 
l6x— 8&— x— 13= 72x + 15x+ 15 
Elm. cm. de 3, 24 y 8 es 24. Di- 4 e: 
vidiendo 24 entre 3,24, 1 y 8y mul- 16x — x —/2x e E Aa 13+ 15 
tiplicando los cocientes por el nume- aa 1 
rador respectivo, tendremos: EE cs e 2d e 
Pi 7494 E Mao o 
] 2 | 
(3) Resolver la ecuación lx 2) (2 —3)= [4x + 1 = 5122 +7) 
Efectuando las multiplicaciones | na (2x—3]= 8x+2 2x+7 
indicadas, tenemos: Dá 5 3 & : 


6(x—-2)—-30(2x—-3)=10(8x+2)—5(2x+7) 
6x — 12 — 60x + 90 = 80x + 20 — 10x — 35 


6x — 60x — 80x + 10x = 12 — 90 + 20 — 35 
Elm. cm. de5,3y6e530. , — 124x = — 93 


Quitando denominadores: 124x = 93 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


É 1 Liza O 5 3x 

Doo dás E pato Sande o SM dass DO 

ER * MA dO 5 » oa 4 90 
dx 1 | 5 E 3 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


























1 1 1 

— 5 = o =tx-D-(x-D)=-(x+)+-. 
—=—5=0 16. Se-D-6-D=56+9+ 
x+2 Ox 6x+1 1llx—-2 1 5) 

- =— -DD""——(5x-2)=—(6x+1). 
CP q a a q O 
5x—1 3 4x+1 1 13+2x 1 
e = dx ——. ' as om 1) — — — (x — 3). 
rd * Mechas — EM 

8x—3 2 | 1 6 
— =2(x— 3). o —(5x— —- pe im 7 —D——, 
10x " 2(x — 3) 19 R (5x D+ (10x — 3) (x — 2) E 
x—a x—3 xd 20 dx—l ox+á x+2 a 
3 a a 3 8 5 10 
x—l x—2 x—3 0 x 21 Tx—1l 5-2x 4x—-3 1+4x? 
2 3 4 5 . dx 4 3x 
cas 5 DR ami 2 
pratica DX 1 = 2x+T7º x ii AR 6  Ix+6 +6 
10 3 5x 15x 3x2 
ox—6 E 2/7x+tly 3/x—6 
2% +o(e—5)=—5* 28. gl J=5 =). 
10x+1 16x+3 3 p2x—1 4 7, 3x+2 1, x—-2 1 
Rd E A | cd Ee E +7=0. 
ã dra reiTE 
= 
3x+5 1 2 
.O0-— =3— ——, 
"A 6 12.4 
Ea 
26. 9x—2— (5-5) = +25. 
9 dx 7º 12x 2x3 48 1 0. 
ame oe 16 E 4 80 
DX x+24 
— — — (x — 20) — (2x — 1) = À 
28. (x 0) —( ) 34 
29. REMETE (10-55). 
o, 4 22—x pi — BO 8—x  20-3x 
———— +t—-———— =3x—-20—-— ———— 
id 12 9 36 12 18 
31. (=) (1-5)= T- (2-5): 
32. (++ 3)Xa-8)-x2— 5 = da (2-5). 
3x—1 x+2 
93. 2x— (2x — —)= : (EE + 
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êI6 


RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON DENOMINADORES COMPUESTOS 


| Ejemplos | (1) TT SR APS = 
2x+1 22-11 48-—1 


(2) 


(3) Resolver 


El m. c. m. de los denominadores 
es 4x — 1 porque 4x — 1 
=(2x+1](2x—1)y aqui vemos 
que contiene a los otros dos de- 
nominadores. Dividiendo (2x + 1) 
(2x — 1) entre cada denominador 
y multiplicando cada cociente por 
el numerador respectivo, tendre- 
mos: . 


3(2x—- 1)—- 2(2x+1)—- (x+3)=0 
6x—3—-4x—-2—-x—-3=0 
6x— 4x—- x=3+2+3 


6x+5 5Sx+t2 2x+3 
Resolver — — ———— =——— —1. 
15 3x + 4 5 

Como 5 está contenido en 15, el m. c. m. de los denominadores es 15(3x + 4.). 
Dividiendo: 
15(3x + 4) 

15 
15(3x + 4 
ii duto A 15; este cociente lo multiplico por 5x + 2. 

3x + 4 

15(3x + 4) 

5 
15(3x + 4) 


= 3x + 4; este cociente lo multiplico por 6x + 5. 


=3(3x+ 4); este cociente lo multiplico por 2x + 3. 


= 15(3x + 4); este cociente lo multiplico por 1. 


Tendremos: (3x+4][6x+5)—15(5x+2)=3(3x+4)[2x+3)—15(3x +4). 
Efectuando: 18x? + 39x + 20 — 75x — 30 = 18x? + 51x + 36 — 45x — 60. 


39x — 75x — 5lx + 45x = — 20 + 30 + 36 —60 


Suprimiendo 18x? en ambos —42x=— 14 


miembros y transponiendo: 





2x— 5  2(x—-1) 3 3(2x— 15) 
+—— e =—+—————— 
2x — 6 x—3 8 4x — 12 
2x — 6=2(x—3) 
Hallemos el m. c m. de los x=3= (x—3) 
denominadores: — 4 8=8 m.cm.: B(x—3). 
4x— 12=4(x—3) 
Dividiendo 8(x— 3) entre la 4(2x—5)+I1l6(x—1)=3(x—3)+6(2x— 15) 
descomposición de coda de- 8x— 20 + 16x— 15 =3x—9+ 12x— 90 
nominador y multiplicando 8x + 16x — 3x — 12x =20+ 16—-9 — 90 
los cocientes por los numera- x =-8 


dores, tendremos: 4 = RR 
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(4) Resol — 2 x+1 4 
esolver ——— — ——"—. =>——— 
xX+2x—3 x2—-9 x—-4x+3 


Hallemos el m.c.m. 


x +2x—-3=(x+3)(x—1)] 


de los denomina- 


dores: amada 


Dividiendo (x— 1)(x + 3)(x — 3) 
entre la descomposición de cada 
denominador y multiplicando ca: 
da cociente por el numerador 
respectivo, tendremos: 
































x*—-9=(x+3)(x—3)m.cm: (x—1)(x+3](x—3). 
x— 4x+3= (x—3)(x—1) 


[x—2)(x—3)—(x—1)(xt1)=4(x+3) 





x — 5x+6—-(x—1)=4x+12 
XxX —bx+6—-x+1=4x+12 


eme dA = 61.412 


















































— 9 mem 
Suprimiendo las x? y trasponiendo: — Es ? o DA 
D- EJERCICIO 142 E 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
1. 3 3 = O. 13. ó = é Ra 
o 2x—1 x—4 . x—3 x*Tx+12 
9. “E 14 6x—1 Hx+2) 13x 
4x—1  4x+1 18 5x6 9 
5) 1 
3. ia E 15. o em 3 a. "0: 
x) xl l+tx  1I-x 1-x? 
À = =eê Is. ES PR 
a+l  xº-1 l+3x 1-8x 1-9x 
5. dx+8  dx+2 3x—1 1 q 
=——. Do (dicimetes SE quien SS rem 
dx+á Bud x2+7x+12 2x+6 6x+24 
6. 10x2—5x+8 e 18 1 3 o 3 
ox*+9x—19 (x—12 Px  2x+9' 
E ada, Due 19. OX+I3  dxto x 
3x—3  4x+4 12x—12 : 15 is 5x—15 ai Eu 
à Et o. 2x-1 x-4 2 
4 dx + 9x+1 8x2 3 
o. 289 2x8 x 4x+3 3x+8 
+ 21. êui = 1. 
10 2x—1 õ 9x—5 3x—Y7 
10. (Sx—1)2  18x—1 99. 10x—7 3x+8  Gx2-4 
x—1 2 15x+3 12 20x+4 
11. 2x +17 2x1 og. dx-l  x—a 8x3 3 
5x+2 5x—4 5 2x7 10 10 
2 SAO o, DE Ec ue cd 
Tx(5x—1) x-] x—-2 2x-2 2x4 
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gái o 2 " 14 am 2 oxcdia 16 
“ Xx+3º 5x-20 3x-I2 x+83 o Bx+s x 
1 4 10 3 4x+1 6 4x—1 
O Ga fes Jd DCI nad e it ii 
2 6x2 2 x+1 dx(x—1) 
2. 3 9x1 Be a. 4)" s8-88=4 
x+2 x—2 x2+78 
al. 2( x—92 )- df Era”, 
1 1 “8 
dd rox DE xeFloxrdo xifa-d0 
x—2 2x—5 x—2 
dO ok] 42-49 a Gu-l 
4x+5 2x+3 a 
dd. Tox2rja-? 12x2-7x-10 2022292450 
7 3 2 3(x+1) 
So. 2x+1 j x+4 ed o 9x2+9x+4º 
(x+3)2 x A7x+1) 
%6. (ums) xFI 22408 
x—4 x+ 12243) 
o. x+5 2x2 o (x+5)2 
x—3  x—2 E x+2 x+3 
dE xd ul xd] add 
x+6 xt] x— x 
30, x+2 = x—3 x Cx+4 
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Tratado de 


NICOLAS DE TARTAGLIA (1499-1557) 
en Brescia, fue uno de los más destacados mate- 
máticos del siglo XVI. Sostuvo una polémica con 
Cardano sobre quién fue el primero en descubrir 
la solución de las ecuaciones cúbicas y cuárticas. 


* TN 
PHCIOB NV Las 


Nacido 





JERONIMO CARDANO (1501-1576) Natural de 
Pavia, era filósofo, médico y matemático. Los Histo- 
riadores le atribuyen el haberle arrebatado a Tarta- 
glia la fórmula para resolver las ecuaciones cúbicas 


y cuárticas, pero esto no le resta mérito alguno. 


causo KW] 


ECUACIONES LITERALES DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCOGNITA 


(217) ECUACIONES LITERALES son ecuaciones en las que algunos o todos 
los coeficientes de las incógnitas o las cantidades conocidas que figu- 
ran en la ecuación están representados por letras. 

Estas letras suelen ser a,b,c,d;m y n según costumbre, representan- 
do x la incógnita. 

Las ecuaciones literales de primer grado con una incógnita se resuel- 
ven aplicando las mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones nu- 
méricas. 


(218) RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES ENTERAS 


Ejemplos (1) Resolver la ecuación a(x+a)- x=a(a+1)+1. 
Efectuando las operaciones indicadas: ax +Ha? — x=a*+a+1. 
Transponiendo: ax— x=a?+a+ 1 — a”. 


Reduciendo términos semejantes: ox— x=a+1. 


Factorando: x(a— 1)=a+1. a+1 

, 4 e x=——. R. 
Despejando x, para lo cual dividimos A a=1 
ambos miembros por (a — 1), queda: 
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So 99 23 93 SH qo CO |O fé 


js 
o 


24 0 
(2) 
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Resolver la ecuación x(3—-2b)—- 1=x(2—-3b)— b2. 

Efectuando las operaciones indicadas: 3x — 2bx — 1 = 2x — 3bx — b?, 
Transponiendo: 3x — 2bx — 2x + 3bx = 1 — b?, 

Reduciendo términos semejantes: x + bx = | — b?, 

Factorando ambos miembros: x(1 +b)=(1+b)(1—b). 
Dividiendo ambos miembros por (1 +b), queda: x= 1 —b. R. 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


a(x+1)=1. 11. m(n-x)-m(n—-lD)=m(mx—a). 

ax—4=bx—2. 12. x—-a+2=2ax—3(a+x)—2(a—5). 

ax+b?=a?—bx. 13. a(x—a)-2bx=b(b—2a—x). 

3(2a—x)+ax=a?+9. 14. axtbx=(x+a-b)?—(x—2b)(x +24). 
a(x+b)+x(b—a)=2b(2a—x). 15. x(a+b)-3-a(a-2)=2(x—1D)=x(a—b). 
(x—a)2—(x+a)2=a(a—T7x). 16. (m+4x)(Im+x)=(2x—m)2+m(15x—m). 
ax—a(a+b)=—x—(1-+ab). 17. a(a-x)-a(a+1)-b?(b—x)—-b(1—-b?)+a(1-+a)=0. 
a(a—x)—b?(x—b)=b2(x—b). 18. (ax—b)?=(bx—a)(a+x)—x2(b—a?)+a?+b(1-2b). 
(x+a)(x—b)—(x+b)(x—2) 19. (x+b)?—-(x—a)?—(a+b)2=0. 

=b(a-2)+3a. 20. (x+my3—-12mê=—(x—m)'+2x3, 


x2+a*=(a+x)'—a(a—1). 


é19) RESOLUCION 219) RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES FRACCIONARIAS 


| bj emp los ( 1) Resolver la ecuación — — cria dá — E = 0, 
“Ejemplos | 2m m? m 


(2) 


Hay que suprimir denominadores. El m. c. m: de los denominadores es 2m*, 
Dividiendo 2m? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por 
e! numerador respectivo, tendremos: mx— 2(3—- 3mx)— 2m(2x)=0. 
Efectuando las operaciones indicadas: mx — 6 + 6mx — 4mx = 0, 


Transponiendo: mx + 6mx — 4mx = 6 
Imx = 6 
Dividiendo por 3: mx =2 
2 
x=- R. 
m 
R pai Sm Za (a —1) 2a 
esolver — — ————— =——— 
x=a x — q? x+a 


El m. c. m. de los denominadores es xX2—- o? =(x+al](x—a). Dividiendo 
x* — q? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por el nume- 


rador respectivo, tendremos: (a—1)(xta)j—-2a(a—1)j=-2a(x—a). 
Efectuando las operaciones indicadas: ox — x + a? —- a + 20º +20 =— Z2ax + 2a? 
Transponiendo: ax — x + 2ax=— a? + a + 20º — 2a + 202. 


Reduciendo: Jox— x= 30? — a. 
Factorando ambos miembros: x(3Ja— 1)=c(3a—1). 


Dividiendo ambos miembros por (3a — 1) queda, finalmente: 
x= o. R. 


10. 


11. 


12. 
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ECUACIONES FRACCIONARIAS DE 1ER. GRADO 


Resolver las siguientes ecuaciones: 



































m 1 2 
x mm 
a b 4a 
ED a 
O -d=8 
Za q Pa 
Tre +d 
G-1 1... 342 
+—= 
q 2 x 
a—x b-x Hab) 
a b ab 
ada Za-x 1 
“o a ia 
xtm x+n mn? 
a 
x—b x—a 
a is b 
dx 8 
dad Co 2 
2a+3x  2(6x—a) 
x+a — dgxta 
e(x—c)  Qx+c 








4x—b  4(x—b) 


14. 


15. 


16. 


17. 


24. 


x+a 


0245 


(x—2b)(2x-+a) 
(x-a)(a-2b-+x) 
x+m n+x 
x—n “m+x 
x(2x+3b)(x+b) 

x+3b 
SE nn. RS da+13b 
ir) dm O À fe: 








= 2x2—bx+b2. 





x+a  (x—b)? 
EG dd 
dx+a Sx—b 
3x+b Bx-a 


Jab—3b? 
9x—3a - 











—es SO A me 


x2—a? 

2x—3a lla 

“ x2-16a2 

o x+a 

a2rax a 

2(atx) Mb+x)  6(a?-2b?) 
bo o a a 





1 x? 








m(n=x)(m=n)(m+)=nê- > (emnê-Bmên), 








Tu 
A 
Ê: ás ro f : = 2 
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FRANCOIS VIETE (1540-1603) Este político y mi- la notación algebraica. Dio las fórmulas para la so- 
litar francés teníia como pasatiempo favorito las ma- lución de las ecuaciones de sexto grado. Fue Conse- 
temáticas. Puede considerársele como el fundador del jero Privado de Enrique IV de Francia. Hixo del 
Algebra Moderna. Logró la total liberación de esta Algebra una ciencia puramente simbólica, y comple- 
disciplina de las limitaciones aritméticas, al introducir tó el desarrollo de la Trigonometria de Ptolomeo. 
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PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS 
DE PRIMER GRADO 


220) La suma de la tercera y la cuarta parte de un número equivale al du- 
plo del número disminuido en 17. Hallar el número. 





Sea x = el número, 
x 
Tendremos: = la tercera parte del número. 
X f 
Re la cuarta parte del número. 
2x = duplo del número. 
5 E X X 
De acuerdo con las condiciones del problema, Pau 2x — 17, 
tendremos la ecuación: q 
Resolviendo: 4x + 3x = 24x — 204 
4x + 3x — 24x = — 204 
— 17x = — 204 
204 
derem 12, el número buscado. R. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 
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EJERCICIO 145 
Hallar el número que disminuido en sus — equivale a su duplo dis- 
minuido en 11. 


5 
Hallar el número que aumentado en sus — equivale a su triplo dismi- 
nuido en 14. 


«Qué número hay que restar de 22 para que la diferencia equivalga a 
la mitad de 22 aumentada en los - del número que se resta? 

cCuál es el número que tiene 30 de diferencia entre sus - y sus =? 

El exceso de un número sobre 17 equivale a la diferencia entre los + 2 — 
del número. Hallar el número. 

La suma de la quinta parte de un número con los - del número excede 
en 49 al doble de la diferencia entre = y + del número. Hallar el número. 
La edad de B es los - de la de 4, y si ambas edades se suman, la suma 
excede en 4 anos al doble de la edad de B. Hallar ambas edades. 


B tiene los - de lo que tiene 4. Si 4 recibe $90, entonces tiene el doble 
de lo que tiene B ahora. iCuánto tiene cada uno? 


Después de vender los = de una piezá de tela quedan 40 m. «Cuál 
era la longitud de la pieza? 


Después de-gastar “ y + de lo que tenía me quedan 39 bolívares. cCuánto 
tenia? 


El triplo de un número excede en 48 al tercio del: mismo número. 
Hallar el número. 


El cuádruplo de un número excede en 19 a la mitad del número aumen- 
tada en 30. Hallar el número. 


El exceso de 80 sobre la mitad de un número equivale al exceso del 
número sobre 10. Hallar el número. 


7 
Hallar el número cuyos = excedan a sus + en 2. 


El largo de un buque que es 800 pies excede en 744 pies a los - del 
ancho. Hallar el ancho. 


(22) Hallar tres números enteros consecutivos tales que la suma de los = 


del mayor con los + q del número intermedio equivalga al número 


menor disminuido en 8. 


Sea x = número menor. 
Entonces x + 1= número intermedio. 


x + 2= número mayor. 
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problema, tendremos la ecuación: 


Los - del número mayor serán = (x + 2). 
Los - del número intermedio serán =(x + 1). 
El menor disminuido en 8 será x — 8. 


De acuerdo con las condiciones del o PERES 
» | ET di +1)=x—8. 





Resolviendo: 2(x+2) 2Ux+1) 
13 
6(x + 2) + 26(x + 1) = 39(x — 8) 
6x + 12 + 26x + 26 = 39x — 312 
6x + 26x — 39x = — 12 — 26 — 312 





— Tx =— 350 
x =50 
Six=50, x+1=51 y x+2=52; luego, los números buscados son 50, 
51 y52. R. 
m- EJERCICIO 146 

1. MHallar dos números consecutivos tales que los - del mayor equivalgan 
al menor disminuido en 4. 

2. Hallar dos números consecutivos tales que los + del menor excedan en 
17 a los del mayor. 

3. MHallar dos números consecutivos tales que el menor exceda en 81 a 
la diferencia entre los ã del menor y los - del mayor. 

4. Se tienen dos números consecutivos tales que la suma de > del mayor 

1 4 a 

con = del menor excede en 8 a los — del mayor. Hallar los números. 

5. La diferencia de los cuadrados de dos números pares consecutivos es 324. 
Hallar los números. 

6. A tiene $1 más que B. Si B gastara $8, tendria $4 menos que los > de 
lo que tiene A, e«Cuánto tiene cada uno? | 

7. Hoy gané $1 más que ayer, y lo que he ganado en los dos dias es $25 
más que los É de lo que gané ayer. «Cuánto gané hoy y cuánto ayer? 

8. MHallar tres números consecutivos tales que si el menor se divide entre 
20, el mediano entre 27 y el mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9. 

-Q, 


Hallar tres números consecutivos tales que la suma de los À del menor 
5 5 
con los 7 del mayor exceda en 31 al del medio. 


10. 


11. 


12 


mayor x entre el menor 77 — x el cociente es 2 y el residuo 8, pero 
si al dividendo x le restamos el residuo 8, entonces la división de 
x—S entre 77 — x es exacta y da de cociente 2; luego, tendremos 
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Se tienen tres números consecutivos tales que la diferencia entre los - 
del mediano y los º del menor excede en 1 a = del mayor. Hallar los 
números. 

A tiene 2 anos más que B y éste 2 anos más que C. Si las edades de 


B y € se suman, esta suma excede en 12 afios a los + de la edad de A. 
Hallar las edades respectivas. 


A tiene ] ano menos que B y B 1 afio menos que C. Si del cuadrado 
de la edad de C se resta el cuadrado de la edad de B la diferencia es 
4 anos menos que los = de la edad de A. Hallar las edades respectivas. 


La suma de dos números es 77, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 2 y el residuo 8. Hallar los números. 


Sea x=el número mayor. 


Entonces 77 - x=el número menor. 


De acuerdo con las condiciones del problema, al dividir el 


la ecuación: f 


res 


Resolviendo: x—-8=A7M71—x) 
x—8=154— 2x 


x = 162 





S1 el número mayor es 54, el menor será 77-x=77—-54=23. 
Luego, los números buscados son 54 y 23. R. 
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La suma de dos números es 59, ' si el mayor se divide por el menor, el 
cociente es 2 y el residuo 5. Hallar los números. 

La suma de dos números es 436, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 2 y el residuo 73. Hallar los números. 

La diferencia de dos números es 44, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 3 y el residuo 2. Hallar los números. 

Un número excede a otro en 56. Si el mayor se divide por el menor, el 
cociente es 3 y el residuo 8. Hallar los números. 

Dividir 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor dividido entre 
el triplo de la menor dé 2 de cociente y 40 de residuo. 


Repartir 196 soles entre 4 y B de modo que si los - de la parte de 4 


se dividen entre el quinto de la de B se obtiene 1 de cociente y 16 de 
residuo. 
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En tres días un hombre ganó 185 sucres. Si cada día ganó los | de 
lo que ganó el día anterior, icuánto ganó en cada uno de los tres dias? 


Sea x=lo que ganó el ler. dia. 


3 
El 2º día ganó los + de lo a É =1 que ganó el 2º dia. 


ganó el ler. día, o sea los : de x; luego 


3 
El 3er. dia ganó los 7 de lo que ganó » cad que ganó el 3er. dia. 


a dx 9x. ” 
el 29 día, o sea los - de E NRET E luego 


Como entre los 3 días ganó 185 sucres, 
tendremos la ecuación; — 











Resolviendo: 16x + 12x + 9x = 2960 
37x = 2960 
PR. 80 sucres, lo que ganó 
37 el primer dia. R. 
El 29 dia ganó: = 8 x80 = 60 sucres. R. 
9x 9x 80 ' 

er. dí — = = 45 sucres. R. 

El 3er. día ganó TG T 
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1. En tres dias un hombre ganó $175. Si cada dia ganó la mitad de lo que 
ganó el día anterior, «cuánto ganó cada dia? 

2. El jueves perdi los - de lo que perdí el miércoles y el viernes los - de lo 
que perdi el jueves. Si en los tres dias perdí $252, ccuánto perdí cada dia? 

3. B tiene = de lo que tiene 4 y € = de lo que tiene tiene B. Si entre los 
tres tienen 248 sucres, ;cuánto tiene cada uno? 


4. La edad de B es los = de la de 4 y la de C los + de la de B. Si las tres 
edades suman 73 amos, hallar las edades respectivas. 


5. En 4 días un hombre recorrió 120 Km. Si cada día recorrió = de lo que 
recorrió el día anterior, i«cuántos Km recorrió en cada dia? 
6. En cuatro semanas un avión recorrió 464] Km. Si cada semana recorrió 


1 + - * 
los — de lo que recorrió la semana anterior, ;cuántos Km recorrió en 
cada semana? 
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7. Una herencia de 330500 colones se ha repartido entre cinco E quua 


La segunda recibe la mitad de lo qu recibe la primera; la tercera - — de lo 
que recibe la segunda; la cuarta + de lo que recibe la tercera y la quinta L — 
de lo que recibe la cuarta. ;Cuánto recibió cada persona? 

8 Un hombre viajó 9362 Km por barco, tren y avión. Por tren recorrió 
los + de lo que recorrió en barco y en avión los - de lo que recorrió 
en tren. i(Cuántos Km recorrió de cada modo? 


A tenía cierta suma de dinero. Gastó $30 en libros y los - de lo que 


le quedaba después del gasto anterior en ropa. Si le quedan $30, 
ecuánto tenía al principio? 


sea x=lo que tenía al principio. 
Después de gastar $30 en libros, le quedaron $(x — 30). 
En ropa gastó = de lo que le quedaba, o sea (x — 80). 


Como aún le quedan $30, la diferencia entre lo 
que le quedaba después del primer gasto, x— 30, y lo 





que gastó en ropa, “(x — 30), será igual a $30; luego, 
tenemos la ecuación:. + 


3(x — 30) a 





Resolviendo: x — 30 


dx — 120 — 3(x — 30) = 120 
4x — 120 — 3x + 90 = 120 
4x — 3x = 120 + 120 — 90 


Luego, 4 tenia al principio $150. R. 
m- EJERCICIO 149 


1. Tenia cierta suma de dinero. Gasté $20 y presté los E de lo que me 
quedaba. Si ahora tengo $10, ecuánto tenia al principio? 


2. Después de gastar la mitad de lo que tenía y de prestar la mitad de lo 
que me quedó, tengo 21 quetzales. cCuánto tenía al principio? 


3. Tengo e suma de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo 
gastar los — de mi nuevo capital y me quedaran $20. «Cuánto tengo ahora? 


4. Gasté los - de lo que tenia y presté los : de lo que me quedó. Si aún 
tengo 500 bolívares, icuánto tenía al principio? 


5. Los + de las aves de una granja son palomas; los - del resto gallinas 
y las 4 aves restantes gallos. ;Cuántas aves hay en la granja? 
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6. Gasté los — de lo que tenía; perdí los - de lo que me quedó; se me 
perdieron 8 soles y me quedé sin nada. ;Cuánto tenía al principio? 


7. Tenia cierta suma. Gasté N de lo que tenia; cobré $42 que me debian 
y ahora tengo $2 más que al principio. «Cuánto tenia al principio? 


8. Después de gastar la mitad de lo que tenía y $15 más, me quedan $30. 
ecCuánto tenia al principio? 


9. Gasté los - de lo que tenía y después recibi 1300 sucres. Si ahora tengo 
100 sucres más que al principio, «cuânto tenía al principio? 
10. Tenia cierta suma. Gasté los - en trajes y los - de lo que me quedó 


2 
en libros. Si lo que tengo ahora es $38 menos que los + de lo que tenía 
al principio, icuânto tenia al principio? 


La edad actual de A es la mitad de la de B, y hace 10 anos la edad 
de A era los = de la edad de B. Hallar las edades actuales. 


Sea x = edad actual de A. 


Si la edad actual de 4 es la mitad de la de 
B, la edad actual de B es doble de la de 4; Juego, 





Hace 10 afios, cada uno tenía x— 10=edad de 4 hace 10 anos. 
10 afios menos que ahora; luego, 1 2x—10=edad de B hace 10 aíos. 


Según las condiciones del problema, la edad de 4 hace 80) 
10 afios, x— 10, era los : de la edad de B hace 10 afios, o + 
sea - de 2x — 10; luego, tendremos la ecuación: 





Resolviendo: Tx-—7T-0=6x-—30 
Tx — 6x=70— 30 

x=40 afios, edad actual de 4. R. 

2x =80 anos, edad actual de B. R. 


Hace 10 afios la edad de A era los — de la edad que tendrá dentro 
de 20 afios. Hallar la edad actual de A. 


Sea x = edad actual de A. 
Hace 10 anos la edad de 4 era x— 10. 
Dentro de 20 afios la edad de 4 será x +20. 
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Según las condiciones, la edad de 4 hace 10 afios, 
x—10, era los - de la edad que tendrá dentro de 20 anos, 





es decir, los : de x +20; luego, tenemos la ecuación' Er a 


Resolviendo: 5x — 50 = 3x + 60 
2x = 110 


EN 0 anos, edad actual de 4. R. 
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1. La edad de 4 es - de la de B y hace 15 anos la edad de 4 era = de la 
de B. Hallar las edades actuales. 

2. La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 anos será el doble. 
Hallar las edades actuales. 

3. La edad de 4 hace 5 afios era los - de la edad que tendrá dentro de 5 


anos. Hallar la edad actual de A. 


4. Hace 6 anos la edad de 4 era la mitad de la edad que tendrá dentro de 
24 anos. Hallar la edad actual de A. 


5. La edad de un hijo es - de la edad de su padre y dentro de 16 anos 
será la mitad. Hallar las edades actuales. 


6. La edad de un hijo es los - de la de su padre y hace 8 anios la edad del 
hijo era los É de la edad del padre. Hallar las edades actuales. 

7. La suma de las edades actuales de 4 y B es 65 afios y dentro de 10 anos 
la edad de B será los = de la de 4. Hallar las edades actuales. 

8. La diferencia de las edades de un padre y su hijo es 25 anos. Hace 15 
anos la edad del hijo era los = de la del padre. Hallar las edades actuales. 

9. Hace 10 anos la edad de un padre era doble que la de su hijo y dentro 
de 10 afios la edad del padre será los - de la del hijo. Hallar las edades 
actuales. 

10. A tiene 18 afios más que B. Hace 18 aíios la edad de A era los = de la 
de B. Hallar las edades actuales. 


11. La edad de 4 es el triplo de la de B y hace 4 afios la suma de ambas 
edades era igual a la que tendrá B dentro de 16 afios. Hallar las edades 
actuales. 


A tiene doble dinero que B. Si A le da a B 34 soles, A tendrá los = 
de lo que tenga B. «Cuánto tiene cada uno? 

Sea x=lo que tiene B. 

Entonces 2x =lo que tiene 4. 


Si 4 le da a B 34 soles, 4 se queda con 2x — 34 soles y B tendrá en- 
tonces x + 34 soles. 
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Según las condiciones del problema, cuando 4 le da 





a B 34 soles, lo que le queda a a 2x — 34 soles, es los - Basga Es (x +34). 
de lo que tiene B, o sea, los — de x +34 soles; luego, 1 
tenemos la ecuación : am Fa 
Resolviendo: 22x — 374 = 5x + 170 
22x — 5x = 374 + 170 
Nix = 544 


= =8 soles, lo que tiene B. R. 
2x = 64 soles, lo que tiene 4. R. 


m- EJERCICIO 151 


1. A tiene doble dinero que B. Si 4 le diera a B 20 bolivares, tendria 
los - de lo que tendríia B. «Cuánto tiene cada uno? 


2. A tiene la mitad de lo que tiene B, pero si B le da a 4 24 colones, 
ambos tendrán lo mismo. «Cuánto tiene cada uno? 


3. B tiene el doble de lo que tiene 4, pero si Bleda a 4 $6 A tendrá los - 
de lo que le quede a B. gCuánto tiene cada uno? 


4. B tiene los - de lo que tiene 4. Si B le gana a 4 $30, B tendrá los - 
de lo que le quede a 4. «Cuánto tiene cada uno? 


5. A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando 4 ha per- 
dido 30 sucres tiene la mitad de lo que tiene B. «Con cuánto empezó 
a jugar cada uno? 

6. A y B empiezan a jugar teniendo B los = de lo que tiene 4. Cuando B 


“ha ganado $22 tiene los - de lo que le queda a 4. «Con cuánto empezó 
a jugar cada uno? 


7. A tiene los - de lo que tiene B. Si 4 gana $13 y B pierde $5, ambos 
tendrian lo mismo. «Cuánto tiene cada uno? 

8. B tiene la mitad de lo que tiene A. Si B le gana a 4 una suma igual 
a + de lo que tiene 4, B tendrá $5 más que 4. «Cuánto tiene cada uno? 

9. Ay B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido 
los - del dinero con que empezó a jugar, 4 ha ganado 24 balboas. 
ecCon cuánto empezaron a jugar? 

10. Ay B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido 


los - de] dinero con que empezó a jugar, lo que ha ganado A es 24 soles 


más que la tercera parte de lo que le queda a B. ;Con cuánto empezaron 
a jugar? 
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Un padre tiene 40 afios y su hijo 15. «Dentro de cuántos afios la edad 

del hijo será los — de la del padre? 

Sea x el número de afios que tiene que pasar para que la edad del 
hijo sea los - de la del padre. 

Dentro de x afios, la edad del padre será 40+x ahios, y la del hijo, 
l5+x afios. 


Según las condiciones del problema, la edad del hijo 





di 4 pet DDR toa 
dentro de x afios, 15 +x, era los + de la edad del padre 15 +x= S(40 +28). 
dentro de x afios, o sea los - de 40+x; luego, tenemos la 
ecuación: dE ERA masa FR TTe 

Resolviendo: 135 + 9x = 160 + 4x 
ox = 25 
X= 0. 


Dentro de 5 anos. R. 


B- EJERCICIO 152 


1. A tiene 38 anos y B 28 anos. «Dentro de cuántos anos la edad de B 
será los - de la de A? 


2. B tiene 25 anos y À 30. «Dentro de cuántos afios la edad de À será 
los | de la edad de B? 

5. A tiene 52 afios y B 48. iCuántos aos hace que la edad de B era 
los o de la de 4? 

4. Rosa tiene 27 afios y María 18. «Cuántos afios hace que la edad de Maria 
era T de la de Rosa? 


9 Enrique tiene $50 y Ernesto $22. Si ambos reciben una misma suma de 
dinero, Ernesto tiene los - de lo de Enrique. «Cuál es esa suma? 


6. Pedro teníia Q 90 y su hermano Q 50. Ambos gastaron igual suma y 


ahora el hermano de Pedro tiene los - de lo que tiene Pedro. «Cuánto 
gastó cada uno? 


f. Una persona tiene los e de la edad de su hermano. Dentro de un número 
de aíios igual a la edad actual del mayor, la suma de ambas edades será 
75 afios. Hallar las edades actuales. 


8. A tenia $54 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de dinero 
y la suma de lo que tienen ambos ahora excede en 866 al cuádruplo de 
lo que ganó cada uno. «Cuánto ganó cada uno? 


4 tenía 153 bolívares y B 12. 4 le dio a B cierta suma y ahora 4 tiene À 
de lo que tiene B. «Cuánto le dio 4 a B? : 
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La longitud de un rectángulo excede al ancho en 8 m. Si cada di- 
mensión se aumenta en 3 metros, el área se aumentaria en 57 mº. 
Hallar las dimensiones del rectángulo. 


Sea x=ancho del rectângulo. 
Entonces x + 8= longitud del rectángulo. 
Como el área de un rectángulo se 


obtiene multiplicando su longitud por su 
ancho, tendremos: 


x(x +8)=área del rectángu 





Si cada dimensión se aumenta en 3 metros, el ancho será ahora x +3 
metros y la longitud (x+8)+3=x+11 metros. 4 
El área será ahora (x + 3)(x +11) m?, ho 


Según las condiciones, esta nueva superficie 
(x+3)(x+11) m? tiene 57 m? más que la su- (x+3)(x+11)-57=x(x+8). « 
perficie del rectángulo dado x(x + 8); luego, se 
tiene la ecuación:. 


Resolviendo: x?+ 14x +33—-57=x?+ 8x 
ldx — 8x =57—33 
6x = 24 
x=4 m, ancho del rectángulo dado R. 
x+8=12 m, longitud del rectângulo dado. R. 


m- EJERCICIO 153 


1. La longitud de un rectângulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimen- 
sión se aumenta en 7 m la superficie se aumenta en 22 m?. Hallar las 
d:mensiones del rectángulo. 


2. Una de las dimensiones de una sala rectangular es el doble de la otra. 
Si cada dimensión se aumenta en 5 m el área se aumentaria en 160 mê. 
Hallar las dimensiones del rectángulo. 


3. Una dimensión de un rectângulo excede a la otra en 2 m. Si ambas 


dimensiones se disminuyen en 5 m el área se disminuye en 115 m2. 
Hallar las dimensiones del rectánguilo, 


4. La longitud de un rectángulo excede en 24 m al lado del cuadrado 
equivalente al rectángulo y su ancho es 12 m menos que el lado .de dicho 
cuadrado. Hallar las dimensiones del rectánguilo. 

5. La longitud de un rectângulo es 7 m mayor y su ancho 6 m menor 

ue el lado del cuadrado equivalente al rectáhgulo. Hallar las dimen- 
siones del rectângulo. 


6. La longitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si 
la longitud se disminuye en 20 m y el ancho se aumenta en 15 m, el 
área se disminuye en 150 m2. Hallar las dimensiones del rectángulo. 

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 10 m. Si la longitud se 


disminuye en 2 m y el ancho se aumenta en 1 m el área no varía. 
Hallar las dimensiones de la sala. 
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El denominador de una fracción excede al numerador en 5. Si el de- 
nominador se aumenta en 7, el valor de la fracción es —. Hallar la 


fracción. 


Sea x = numerador de la fracción. 


Como el denominador excede al numerador en 5: x+5= denomina- 


dor de la fracción. 


. . 1 
aumenta en 7, la fracción equivale a —; luego, tendremos la 
on e é 4 TT E TT RE ID 





La fracción será, por lo tanto, 


J 


Según las condiciones, si el denominador de esta fracción se 





» x 1 
Resolviendo: eo TE ms 
x+12 2 

2x=x+12 


x = 12, numerador de la fracción. 
x + 5=17, denominador de la fracción. 
E, 


ic 1 
Luego, la fracción buscada es Te R. 


EJERCICIO 154 


Ei numerador de una fracción excede al denominador en 2. Si el deno- 
minador se aumenta en 7 el valor de la fracción es —. Hallar la fracción. 
El denominador de una fracción excede al numerador en 1. Si el deno- 
minador se aumenta en 15, el valor de la fracción es — Hallar la fracción. 
El numerador de una fracción es 8 unidades menor que el denominador. 
Si a los dos términos de la fracción se suma 1] el valor de la [racción es =. 
Hallar la fracción. 

El denominador de una fracción excede al duplo del numerador en 1. 
Si al numerador se resta 4, el valor de la fracción es —: Hallar la fracción. 


El denominador de una fracción excede al duplo del numerador en 6. 
S1 el numerador se nen en 15 y el denominador se disminuye en 1, 
el valor de la fracción es —. Hallar la fracción. 


El denominador de una accida excede al numerador en 1. S al deno- 
minador se anade 4, la fracción que resulta es 2 unidades menor que 
el triplo de la fracción primitiva. Hallar la fracción. 


El denominador de una fracción es 1 menos que el triplo del numerador. 
Si el mumerador se aumenta en 8 y el denominador en 4 el valor de la 


1 
fracción es ro Hallar la fracción. 
El numerador de una fracción excede al denominador en 92, Si al nume- 


rador se resta 15, la diferencia entre la fracción primitiva y la nueva 
fracción es 3. Hallar la fracción primitiva. 


iutuna HacDos q 
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(231) La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 3 a la 
cifra de las unidades, y si el número se divide por la suma de SUS cifras, 
el cociente es 7. Hallar el número. 


Sea x=la cifra de las unidades. 

Entonces x+3=la cifra de las decenas. 

El número se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y 
sumándole la cifra de las unidades; luego: 


Según las condiciones, el número 11x+30 dividido por la 11x+30. 7 
suma de sus cifras, o sea por x+x+3=2x+3, da de cociente 7; 9x+3 
luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 1Ix+ 30= 14x +21 
lix— ld4x=—-30+21 
— 3% = — 9 


x=3, la cifra de las unidades. 
x+3=6, la cifra de las decenas. 


Luego, el número buscado es 63. R, 


m- EJERCICIO 155 


1. La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede a la cifra de 
las unidades en 2. Si el número se divide entre la suma de sus cifras, 
el cociente es 7. Hallar el número. 


2. La cifra de las unidades de un número de dos cifras excede en 4 a la 
cifra de las decenas y si el número se divide por la suma de sus cifras el 
cociente es 4. Hallar el número. 


3. La cifra de las decenas de un número de dos cifras es el duplo de la 
cifra de las unidades y si el número, disminuido en 9, se divide por la 
suma de sus cifras el cociente es 6. Hallar el número. 


4. La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 1 a la cifra 
de las unidades. Si el número se multiplica por 3 este producto equivale 
a 21 veces la suma de sus cifras. Hallar el número. 


5. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un número 
de dos cifras es 7. Si el número, aumentado en 8, se divide por el duplo 
de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar el número. 


6. La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 2 a la cifra 


de las unidades y el número excede en 27 a 1() veces la cifra de las uni- 
dades. Hallar el número. 


7. La cifra de las decenas de un número de dos cifras es el duplo de la cifra 
de las unidades, y si el número disminuido en 4 se divide por la diferen- 
cia entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades el cociente 
es 20. Hallar el número. 
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A puede hacer una obra en 3 días y B en 5 días. ;En cuánto tiempo 
pueden hacer la obra trabajando los dos juntos? 


Sea x el número de días que tardarían en hacer la obra trabajando 
los dos juntos. 


Si en x días los dos juntos hacen toda la obra, en 1 día harán + de 
la obra. , 


A, trabajando solo, hace la obra en 3 días; luego, en un dia hace — de 
la obra. 

B, trabajando solo, hace la obra en 5 dias; luego, en un dia hace = de 
la obra. 





Los dos juntos harán en um dia (+ = de la obra; pero ERR 
como en un dia los dos hacen - — de la obra, tendremos: A) AR 
Resolviendo: 5x + A =15 
8% =-15 


E EJERCICIO 156 


!- A puede hacer una obra en 3 dias y B en 6 dias. En cuánto tiempo 
pueden hacer la obra los dos trabajando juntos? 


2 Una llave puede Ilenar un depósito en 10 minutos y otra en 20 minutos. 
ein cuáânto tiempo pueden llenar el depósito las dos llaves juntas? 


3 A puede hacer una obra en 4 días, B en 6 dias y € en 12 dias. En cuánto 
tiempo pueden hacer la obra los tres juntos? 


é A puede hacer una obra en 1> días, B en 6 dias y € en g= días. «En 


cuânto tiempo harán la obra los tres juntos? 


9 Una llave puede llenar un depósito en 5 minutos, otra en 6 minutos y 
otra en 12 minutos. cEn cuánto tiempo lIlenarán el depósito las tres 
Ilaves abiertas al mismo tiempo? 


6. Una llave puede llenar un depósito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos 
y un desagie puede vaciarlo, estando lleno, en 20) minutos. En cuánto 
tiempo se llenará el depósito, si estando vacio y abierto el desagúe se 
abren las dos llaves? 


(233) A qué hora entre las 4 y las 5 están opuestas 
las agujas del reloj? 


En los problemas sobre el reloj, el alumno debe 
hacer siempre un gráfico como el adjunto. 

En el gráfico está representada la posición del 
horario y el minutero a las 4. Después representa- 
mos la posición de ambas agujas cuando están opues- 
tas, el horario en € y el minutero en D. 
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Mientras el minutero da una vuelta completa al reloj, 60 divisiones 
de minuto, el horario avanza de una hora a la siguiente, 5 divisiones de 


Ê 1 . . . 
minuto, o sea — de lo que ha recorrido el minutero; luego, el horario 


12 
- 1 - - . “ 
avanza siempre — de las divisiones que avanza el minutero. 


Sea x = el número de divisiones de 1 minuto del arco ABCD que ha 
recorrido el minutero hasta estar opuesto al horario. 

Entonces = número de divisiones de 1 minuto del arco BC que ha 
recorrido el horario. 


En la figura 20 se ve que el arco ABCD=x equivale al 
arco AB=20 divisiones de 1 minuto, más el arco BC =—, más 
el arco CD=30 divisiones de 1 minuto; luego, tendremos la 








ecuación: = 
Resolviendo: x= 50+ = 
12x = 600 + x 
1x = 600 
600 ARES : 
qx=— = — À 
FI ia? 1 divisiones de 1 minuto 


Luego, entre las 4 y las 5 las manecillas del reloj están opuestas a las 
4y 540 minutos. R. 


:A qué hora, entre las 5 y las 6, las agujas del reloj forman ángulo 
recto? 


Entre las 5 y las 6 las agujas están en ángulo recto en 2 posiciones: 
una, antes de que el minutero pase sobre el horario, y otra, después. 


1) Antes de que el minutero pase sobre el ho- 
rario. 


A las 5 el horario está en C y el minutero en 4. 
Representemos la posición en que forman ángulo 
recto antes de pasar el minutero sobre el horario: el 
minutero en B y el horario en D (figura 21). 

Sea x=el arco AB que ha recorrido el minute- 
ro; entonces == el arco CD que ha recorrido el ho- 
rario. 


ECDLH 
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En la figura adjunta se ve que: arco AB-+arco BD= 


arco AC +arco CD, pres arco 4B=x, arco BD=15, arco 
AC=25 y arco CD=—=; luego: mta iii a+lo=25+5 


Resolviendo: 12x + 180 = 300 + x 
1x = 120 
Na D- 10 aus dei sindio. 


Luego, estarán en ángulo recto por primera vez a las 5 y 105 mi- 
nutos. R. 


2) Después que el minutero ha pasado sobre ' 
el horario. 


A las 5 el horario está en B y el minutero en 4. 
Después de pasar el minutero sobre el horario, cuan- 
do forman ángulo recto, el horario está en C y el 
minutero en D. 

Sea x = el arco ABCD que ha recorrido el minu- 
Lero; == el arco BG que ha recorrido el horario. 


En la figura se ve que: arco ABCD =arco AB + 
arco BC +arco CD, o sea, 





Resolviendo;: 12x = 300 + x + 180 
llx = 480 
480 
x q — Pu divisiones de 1 minuto. 
6: q 


Luego, formarán ángulo recto por segunda vez a las 5 y 435 mi- 
nutos. R. 


B- EJERCICIO 157 


éA qué hora, entre la 1 y las 2, están opuestas las agujas del reloj? 


:A qué horas, entre las 10 y las 11, las agujas del reloj torman ángulo 
recto? 


:A qué hora, entre las 8 y las 9, están opuestas las agujas del reloj? 
:A qué hora, entre las 12 y la 1, están opuestas las agujas del reloj? 


:A qué hora, entre las 2 y las 3, forman ángulo recto las agujas del 
reloj? 


:A qué hora, entre las 4 y las 5, coinciden las agujas del reloj? 


2 aço tor 
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7. 
8. 
0. 
10. 


11. 


10. 


11. 


A qué horas, entre las 6 y las 7, las agujas del reloj forman ángulo recto? 
:A qué hora, entre las 10 y las 11, coinciden las agujas del reloj? 


A qué hora, entre las 7 y las 7 y 30, están en ángulo recto las agujas 
del reloj? 


cA qué hora, entre las 3 y las 4, el minutero dista exactamente 5 divi- 
siones del horario, después de haberlo pasado? 


A qué horas, entre las 8 y las 9, el minutero dista exactamente del 
horario 10 divisiones? 


EJERCICIO 158 

MISCELANEA 

SOBRE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE 1º!. GRADO 

La diferencia de dos números es 6 y la mitad del mayor excede en 10 
a los - del menor. Hallar los números. 

4 tenia $120 y B $90. Después que 4 le dio a B cierta suma, B tiene los 
- de lo que le queda a 4. «Cuánto le dio A a B? 

Un número se aumentó en 6 unidades; esta suma se dividió entre 8; 


al cociente se le sumó 5 y esta nueva suma se dividió entre 2, obteniendo 
4 de cociente. Hallar el número. 


Se ha repartido una herencia de 48000 soles entre dos personas de modo 
que la parte de la que recibió menos equivale a los - de la parte de 
la persona favorecida. Hallar la parte de cada uno. 

Dividir 84 en dos partes tales que = de la parte mayor equivalga a - 
de la menor. 


Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la mayor como 3 
es a 5. 


Un hombre gasta la mitad de su sueldo mensual en el alquiler de la 
casa y alimentación de su familia y — del sueldo en otros gastos. Al 
cabo de 15 meses ha ahorrado $300. ;Cuál es su sueldo mensual? 


Un hombre gastó - de lo que tenia en ropa; = en libros; prestó $102 
a un amigo y se quedó sin nada. sCuánto gastó en ropa y cuánto en 
libros? 

La edad de B es = de la de 4 y la de € = de la de B. Si entre los tres 
tienen 25 anos, «cuál es la edad de cada uno? 


Vendi un automóvil por 8000 bolivares más la tercera parte de lo que 


me habia costado, y en esta operación gané 2000 bolivares. «Cuánto me 
habia costado el auto? 


Compré cierto número de libros a 2 por $5 y los vendi a 2 por $7, 
ganando en esta operación $8. «Cuántos libros compré? 

Compré cierto número de libros a 4 por $3 y un número de libros igual 
a los - del número de libros anterior a 10 por $7. Vendiéndolos todos 
a 2 por $3 gané $54. «Cuántos libros compré? 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


283. 


25. 


26. 


27. 
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Dividir 150 em cuatro partes, tales que la segunda sea los - de la pri- 
mera; la tercera los - de la segunda y la cuarta > de la tercera. 
A qué hora, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del reloy? 


A es 10 afios mayor que B y hace 15 anios la edad de B era los E de la 
de A. Hallar las edades actuales. 


A y B trabajando juntos hacen una obra en 6 dias. B solo puede hacerla 
en 10 dias. «En cuántos dias puede hacerla A? 


Dividir 650 en dos partes tales que si la mayor se divide entre 5 y la 
menor se disminuye en 50, los resultados son iguales. 

La edad actual de 4 es — de la de B; hace 10) aiios era . Hallar las 
edades actuales. 

Hallar dos números consecutivos tales que la diferencia de sus cuadrados 
exceda en 43 a - del número menor, 


Un capataz contrata un obrero ofreciéêndole un sueldo anual de 3000 
sucres y una sortija. Al cabo de 7 meses el obrero es despedido y recibe 
1500 sucres y la sortija. iCuál era el valor de la sortija? 

Una suma de $120 se reparte por partes iguales entre certo múmero de 

” , . . 1 4 4 
personas. Si el número de personas hubiera sido — más de las que habia, 
+ 

cada persona hubiera recibido $2 menos. Entre cuántas personas se 
repartió el dinero? 


Un hombre compró cierto número de libros por $400. Si hubiera com- 


1 ' : . . 
prado — más del número de libros que compró por el mismo dinero, 


cada libro le habria costado $2 menos. iCuántos libros compró y cuânto 
pagó por cada uno? 


Se ha repartido cierta suma entre 4, B y CG. A recibió p30 menos que 
la mitad de la suma; B $20 más que los É de la suma y € el resto, que 
eran $30. «Cuánto recibieron 4 y B? 


Compré cierto número de libros a 5 libros por $6. Me quedé con a 


de los libros y vendiendo el resto a 4 libros por $9 gané 59. ;Cuántos 
libros compré? 


Un hombre dejó la mitad de su fortuna a sus hijos; + a sus herma- 
nos; - a un amigo y el resto, que eran 2500 colones, a un asilo. ;Cuál 
era su fortuna? 

Un padre de familia gasta los - de su sueldo anual en atenciones de 
su casa; + en ropa, = en paseos y ahorra 810 balboas al afio. ;/Cuál es 
su sueldo anual? 

Un hombre gastó el amo antepasado los = de sus ahorros; el ano pasado 


5 ... as , . 
7; de sus ahorros iniciales; este afio + de lo que le quedaba y aún tiene 
$400. «A cuánto ascendian sus ahorros? 
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Dividir 350 en dos partes, tales que la diferencia entre la parte menor 
y los * de la mayor equivalga a la diferencia entre la parte mayor y los - 
de la menor. 

Se ha repartido cierta suma entre 4, B y GC. A recibió $15; B tanto 
como À más los = de lo que recibió C y C tanto como 4 y B juntos? 
cCuál fue la suma repartida? 

Tengo $9.60 en pesos, piezas de 20 centavos y 10 centavos respectiva- 
mente. El número de piezas de 20 centavos es los E del número de pesos 
y el número de piezas de 10 centavos es los 5 del número de piezas de 
20) centavos. gCuántas monedas de cada clase tengo? 


Un comerciante perdió el primer ano + de su capital; el segundo afio 
ganó una cantidad igual a los - de lo que le quedaba; el tercer afio 
ganó los - de lo que tenía al terminar el segundo afio y entonces tiene 
13312 quetzales. cCuál era su capital primitivo? 

4 y B tienen la misma edad. Si 4 tuviera 10) afios menos y B 5 afios 
más, la edad de A sería los + de la de B. Hallar la edad de A. 


Un comandante dispone sus tropas formando un cuadrado y ve que 
le quedan fuera 36 hombres. Entonces pone un hombre más en cada 
lado del cuadrado y ve que le faltan 75 hombres para completar el 
cuadrado. ;Cuántos hombres habia en el lado del primer cuadrado 
y cuántos hombres hay en la tropa? 


Gasté los E de lo que tenía y $20 más y me quedé con la cuarta parte 
de lo que tenia y $16 más. ;Cuánto tenia? 

À empieza a jugar con cierta suma. Primero ganó una cantidad igual 
a lo que tenía al empezar a jugar; después perdió 60 lempiras; más tarde 
perdió = de lo que le quedaba y perdiendo nuevamente una cantidad 
igual a los del dinero con que empezó a jugar, se quedó sin nada. 
«Con cuánto empezó a jugar? 


Un número de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de sus 


cifras. S1 la cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades, 
ecuál es el número? 


La suma de las cifras de un número menor que 100 es 9. Si al número 
se le resta 27 las cifras se invierten. Hallar el número. 


En un puesto de frutas habia cierto número de mangos. Un cliente com- 
x A 1 
pró — de los mangos que habia más 4 mangos; otro cliente compró e 


de los que quedaban y 6 más, un tercer cliente compró la mitad de los 


que quedaban y 9 más, y se acabaron los mangos. «Cuántos mangos 
habia en el puesto? 


4 tenia $80 y B $50. Ambos ganaron igual suma de dinero y ahora B 
tiene los - de lo que tiene 4. ;Cuánto ganó cada uno? 


41. 


45. 


47. 


49. 


50. 
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Compré una plumafuente y un lapicero, pagando por éste los = de lo 
que pagué por la pluma. Si la pluma me hubiera costado 2() cts. menos 
y el lapicero 30 cts. más, el precio del lapicero habría sido los : del 
precio de la pluma. iCuánto costó la pluma y cuánto el lapicero? 


El lunes gasté la mitad de lo que tenía y $2 más; el martes la mitad de 
lo que me quedaba y $2 más; el miércoles la mitad de lo que me que- 
daba y $2 más y me quedé sin nada. «Cuánto tenia el lunes antes de 
gastar nada? 


Un hombre ganó el primer afio de sus negocios una cantidad igual a 
la mitad del capital con que empezó sus negocios y gastó $6000; el 
2º ano ganó una cantidad igual a la mitad de lo que tenia y E 
$6000 para gastos; el 3€er. aho ganó una cantidad igual a la mitad de lo 
que teníia y separó $6000 para gastos. Si su capital es entonces de $32250, 
icuál era su capital primitivo? 


Un hombre compró un bastón, un sombrero y un traje. Por el bastón 
pagó $15. El sombrero y el bastón le costaron los del precio del traje 


y el traje y el bastón $5 más que el doble del sombrero. ;Cuánto le 
costó cada cosa? 


Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una ventaja 
inicial de 50 de sus saltos al perro. El conejo da 5 saltos mientras el 
perro da 2, pero el perro en 3 saltos avanza tanto como el conejo en 
» saltos. «Cuántos saltos debe dar el perro para alcanzar al conejo? 


Una liebre lleva una ventaja inicial de 60 de sus saltos a un perro. La 
lebre da 4 saltos mientras el perro da 3, pero el perro en 5 saltos avanza 
tanto como la liebre en 8. «Cuántos saltos debe dar el perro para alcan- 
zar a la liebre? 


:A qué hora, entre las 10 y las 11, está el minutero exactamente a 6 
minutos del horario? 


4 y B emprenden un negocio aportando B los Ê del capital que aporta 4. 
El primer afio A pierde + de su capital y B gana 3000 bolívares; el 


a j 1 E j E 
segundo ano 4 gana 1600 bolivares y B pierde w de su capital. Si al final 
del segundo alo ambos socios tienen el mismo dinero, con cuánto en 
prendió cada uno el negocio? 


Un padre tiene 60 anos y sus dos hijos 16 y 14 afios. «Dentro de cuántos 
anos la edad del padre será igual a la suma de las edades de los hijos? 


Un hombre que está en una ciudad dispone de 12 horas libres. «Qué 
distancia podrá recorrer hacia el campo en un auto que va a 50 Km 


por hora si el viaje de vuelta debe hacerlo en un caballo que anda 
10 Km por hora? 


Compré un caballo, un perro y un buey. El buey me costó $80. El 
perro y el buey me costaron el doble que el caballo y el caballo y el 


buey me costaron 64 veces lo que el perro. «Cuánto me costó el caballo 
y cuánto el perro? 
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| Mura DS | 


Sean los móviles m y m” animados de movimiento uniforme, es decir, 
que la velocidad de cada uno es constante, los cuales se mueven en la mis 
ma dirección y en el mismo sentido, de izquierda a derecha, como indican 
las flechas. 

Suponemos que el móvil m pasa por el punto 4 en el mismo instante 
en que el móvil m” pasa por el punto B. Designemos por a la distancia 
entre el punto Á y el punto B. 

Sea v la velocidad del móvil m y v' la velocidad del móvil m” y su- 
pongamos que v>v”. 

Se trata de hallar a qué distancia del punto A el móvil m alcanzará 
al móvil m”. | 

Sea el puuto E el punto de encuentro de los móviles. Llamemos x 
a la distancia del punto 4 al punto E (que es lo que se busca); entonces 
la distancia del punto B al punto E será x —a. 

El móvil m pasa por 4 en el mismo instante en que m” pasa por B 
y m alcanza a m' en E; luego, es evidente que el tiempo que emplea el 
móvil m en ir desde 4 hasta E es igual al tiempo que emplea el móvil m' 
en ir desde B hasta E. Como el movimiento de los móviles es uniforme, 
el tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego: 

El tiempo empleado por el móvil m en ir desde A hasta E será igual 
al espacio que tiene que recorrer x partido por su velocidad v, o sea - 


El tiempo empleado por el móvil m” en ir desde B has- 
ta E será igual al espacio que tiene que recorrer x—a par- 
. . 4 z-a é “o 
tido por su velocidad v', o sea —-. Pero, según se dijo 
antes, estos tiempos son iguales; luego, tenemos la ecuación: — 





Resolviendo: v'x=vu(x—a) 
v'x=vux—au 
v'x—vux=-—av 
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Cambiando signos a todos los términos: vux— v'x=av 
a(u—v)=av 
X= 





= 


fórmula que da la distancia del punto 4 al punto de encuentro E en fun- 
ción de a, la distancia entre 4 y B, cantidad conocida y de las velocidades v 
y vu” de los móviles, también conocidas. 


DISCUSION 


. . av .* 
La discusión de esta fórmula x=-— consiste en saber qué valores 
toma x de acuerdo con los valores de a, v y ví en cuya función viene dada x. 
Consideraremos cinco casos, observando la figura: 


1) 1 >. El numerador av es positivo y el denominador v—v” es 
positivo por ser el minuendo v mayor que el sustraendo vw”; luego, x es po- 
sitiva, lo que significa que el móvil m alcanza al móvil m” en un punto 
situado a la derecha de B. 


2) 7 < 1. El numerador av es positivo y el denominador v—v” es 
negativo por ser el minuendo v menor que el sustraendo v”; luego, x es ne- 
gativa, lo que significa que los móviles,si se encontraronfué en un punto si- 
tuado a la izquierda de 4, y a partir de ese momento, como la velocidad de 


m es menor que la de m”, éste se apartó cada vez más de m, hallândose 
ahora a una distancia a de él, distancia que continuará aumentando. 





3) V=V'. La fórmula x= se convierte en x=—— =, lo que 


significa que los móviles se encuentran en el infinito; así se expresa el he- 
cho de mantenerse siempre a la misma distancia a, ya que la velocidad de m 
es igual a la velocidad de m”. 


1 


- 0Oxv O 
4) V=V'y a=0. La fórmula se convierte en x= =— = valor 





indeterminado, lo que significa que la distancia del punto A al punto de 
encuentro es cualquiera. En efecto, siendo a =0, los puntos 4 y B coinci- 
den; luego, los móviles están juntos y como sus velocidades son iguales, a 
cualquier distancia de 4 estarán juntos. 


5) | es negativa. (El móvil m” va de derecha a izquierda). La fór- 
au au 


v—(-v) vu+v 
el denominador también; luego x es positiva, pero menor que a. 


mula se convierte en x= - El numerador es positivo y 





'y au o 
En efecto: La fracción Tu que es el valor de x, puede escribirse 
v+u 


u vu 
dl); donde el factor —— es una fracción menor que 1 por te- 
v+vu vt+u 


ner el numerador menor que el denominador y al multiplicar a por una 
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cantidad menor que 1, el producto será menor que a. Que x es positiva 
y menor que a significa que los móviles se encuentran er un punto situa- 
do a la derecha de 4 y que este punto dista de 4 una distancia menor 
que a, o sea, que el punto de encuentro se halla entre 4 y B. 


Si en la hipótesis de que v' es nega- 
tiva suponemos que v =”, la fórmula se con- 
E <P 
o sea, que el punto de encuentro es precisamente el punto medio de la 
línea AB. 


APLICACION PRACTICA DEL PROBLEMA DE LOS MOVILES 


Ejemplos 


(1) Un auto que va a 60 Km por hora pasa por el punto À en el mismo instante 
en que otro auto que va a 40Km por hora pasa por el punto B, situado 
a la derecha de A y que dista de À 80 Km. Ambos siguen la misma direc- 
ción y van en el mismo sentido. ;A qué distancia de A se encontrarán? 





La fórmula es x = — « « En este caso o E MO km 
ao=80 Km, v=60 Km por hora, 
a, 


v'=40 Km por hora, lvego: 





Luego se encontrarán en un punto situado a 240 Km a la derecha de A. R. 


Para hallar el tiempo que tardan en encon- 
trarse no hay mós que dividir el espacio por 


la velocidad. Si el punto de encuentro está ) | 
a 240 Km de A y el auto que consideramos ef 
en À iba a 60 Km por hora, para alcanzar 

Pra po Sea, 


al otro necesita: 





(2 


e 


Un auto pasa por la ciudad À hacia la ciudad B a 40 Km por hora y en el 
mismo instante otro auto pasa por B hacia À a 35 Km por hora. La dis- 
tancia entre A y Bes 300 Km. 3A qué distancia de A y B se encontrarán y 
cuânto tiempo después del instante de pasar por ellas? 

En este caso a=300 Km, v=40 Km por hora, v'=35 Km por hora y 
como van uno hacia el otro, v' es negativa, luego: 


Se encuentra a 160 Km de la ciudad A. R. 
La distancia del punto de encuentro a la ciudad B será 300 Km — 160 Km 
= 140 Km. R. 





160 
El tiempo empleado en encontrarse ha sido ao O horas. R. 


PROBLEMA DE LOS MOVILES O 269 


EJERCICIO 159 


Un corredor que parte de 4 da una ventaja de 30 m a otro que parte 
de B. El 1º hace 8 m por segundo y el 2º 5 m por seg. «A qué dis- 
tancia de À se encontrarán? 


Dos autos parten de 4 y B distantes entre sí 160 Km y van uno hacia 
el otro. El que parte de 4 va a 50 Km por hora y el que parte de B 
a 30 Km por hora. «A qué distancia de 4 se encontrarán? 


Un tren que va a 90 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante 
en que otro que va a 40 Km pasa por B, viniendo ambos hacia C. Distan- 
cia entre 4 y B: 200 Km. «A qué distanciasde 4 y B se encontrarán? 


Un auto que va a 90 Km pasa por 4 en el mismo instante en que otro 
auto que va a 7() Km pasa por B y ambos van en el mismo sentido «Qué 
tiempo tardarán en encontrarse si B dista de 4 80 Km? 


Un tren que va a 100 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante 
que otro tren que va a 120 Km por hora pasa por B y van uno hacia 
el otro. 4 dista de B 550 Km. «A qué distancia de 4 se encontrarán 
y a qué hora si los trenes pasan por 4 y Ba las 8 am: 


Dos personas, 4 y B, distantes entre sí 70 Km, parten en el mismo 
instante y van uno hacia el otro, 4 va a 9 Km. por hora y B a 5 Km 
por hora. «Qué distancia ha andado cada uno cuando se encuentran? 


Dos personas, 4 y B, distantes entre si 294] Km parten, B, media hora 
después que 4 y van uno hacia el otro. A,va a 5 Km por hora v B a 
4 Km por hora. «Qué distancia ha recorrido cada uno cuando se cruzan? 


Un tren de carga que va a 42 Km por hora es seguido 3 horas después 
por un tren de pasajeros que va a 60) Km por hora. ;En cuántas horas 
el tren de pasajeros alcanzará al de carga y a qué distancia del punto 
de partida? 

Dos autos que llevan la misma velocidad pasan en el mismo instante 
por dos puntos, 4 y B, distantes entre sí 186 Km y van uno hacia 
el otro. «A qué distancia de 4 y B se encontrarán? 







e =27182818.. 
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ED, 





cimales de las enteras. Al sbsónia las relaciones entre 
descubrió 


capmuto YWHHI 


37) FORMULA es la expresión de una ley o de un principio general por 


medio de símbolos o letras. 


FORMULAS 


Así, la Geometria ensefia que el área de un triángulo es 
igual a la mitad del producto de su base por su altura. Llaman- bxh 
do A al área de un triángulo, b a la base y A a la altura, este prin- 2 
cipio general se expresa exacta y brevemente por la fórmula 


que nos sirve para hallar el área de cualquier triángulo 

con sólo sustituir b y h por sus valores concretos en el 7 Ro 8x3 
caso dado. Así, si la base de un triángulo es 8 m y su 2 
altura 3 m, su área será: d 


USO Y VENTAJA DE LAS FORMULAS ALGEBRAICAS 


Las fórmulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometria, 
Física, Mecánica, etc., y son de enorme utilidad como apreciará el alumno 
en el curso de sus estudios. 


La utilidad y ventaja de las fórmulas algebraicas es muy grande: 


1) Porque expresan brevemente una ley o un principio general. 
2) Porque son fáciles de recordar. 3) Porque su aplicación es muy fácil, 


270 


FORMULAS 6 27] 


pues para resolver un problema por medio de la fórmula adecuada, basta 
sustituir las letras por sus valores en el caso dado. 4) Porque una fórmula 
nos dice la relación que existe entre las variables que en ella intervienen, 
pues según se ha probado en Aritmética, la variable cuyo valor se da por 
medio de una fórmula es directamente proporcional con las variables (fac- 
tores) que se hallan en el numerador del segundo miembro e inversamente 
proporcional con las que se hallen en el denominador, si las demás perma- 
necen constantes. 


TRADUCCION DE UNA FORMULA DADA 
AL LENGUAJE VULGAR 
Para traducir una fórmula al ienguaje vulgar, o sea, para dar la regla 
contenida en una fórmula, basta sustituir las letras por las magnitudes que 
ellas representan y expresar las relaciones que la fórmula nos dice existen 
entre ellas. Pondremos dos ejemplos: 


cds 


1) Dar la regla contenida en la fórmula 4 =h , en que 4 


representa el área de un trapecio, h su altura, b y b” sus bases. 


La regla es: El área de un trapecio es igual al producto de su altura 
por la semisuma de sus bases. 


: e 
2) Dar la regla contenida en la fórmula v=— en que uv representa 


la velocidad de un móvil que se mueve con movimiento uniforme y e el 
espacio recorrido en el tiempo (. 

La regla es: La velocidad de un móvil que se mueve con movimiento 
uniforme es igual al espacio que ha recorrido dividido entre el tiempo em- 
pleado en recorrerlo. 


En cuanto a la relación de v con e y t, la fórmula me dicta las dos leyes 
siguientes: 


1) La velocidad es directamente proporcional al espacio (porque e 
está en el numerador) para un mismo tiempo. 


2) La velocidad es inversamente proporcional al tiempo (porque + 
está en el denominador) para un mismo espacio. 


B- EJERCICIO 160 
Dar la regla correspondiente a las fórmulas siguientes: 
1. A=<bh siendo A el área de un triángulo, b su base y h su altura, 


2. e=vt, siendo e el espacio recorrido por un móvil con movimiento uni- 
lorme, v su velocidad y t el tiempo. 
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3. t= Las letras tienen el significado del caso anterior. 


T = Fe, siendo T trabajo, F fuerza y e camino recorrido. 


P. | => siendo A el área de un rombo y Dy D' sus diagonales. 


2 q a 


V=hxB, siendo V el volumen de un prisma, h su altura y B el área 

de su base. 

7. V==hxB, siendo V el volumen de una pirámide, h su altura y B 
el área de su base. 

8. A=r=r?, siendo 4 el área de un circulo y 7 el radio. (x es una constante 
igual a 3.1416 o =). 

9. e==gt, siendo e el espacio recorrido por un móvil que cae libremente 

desde cierta altura partiendo del reposo, g la aceleración de la gravedad 

(9.8 E por seg.) y t el tiempo empleado en caer. 


10. A= " ur siendo 4 el área de un triângulo equilátero y ! su lado. 





4 F= mu”? 


cidad y r el radio de la circunferencia que describe. 


, siendo F la fuerza centrifuga, m la masa del móvil, v su velo- 


EXPRESAR POR MEDIO DE SIMBOLOS UNA LEY 

MATEMATICA O FISICA OBTENIDA COMO 

RESULTADO DE UNA INVESTIGACION 

Cuando por la investigación se ha obtenido una ley matemática o fi- 
sica, para expresarla por medio de símbolos, o sea para escribir su fórmula, 
generalmente se designan las variables por las iniciales de sus nombres y 
se escribe con ellas una expresión en la que aparezcan las relaciones obser- 
vadas entre las variables. 


E , ) (7) Escribir una fórmula que exprese que la altura de un 
jJemp os trióngulo es igual al duplo de su área dividido entre 
la base. 


Designando la altura por h, el área por À y la base por b, la fór- 
mula será: 


(2) Escribir una fórmula que exprese que la presión que ejerce un líquido sobre 
el fondo del recipiente que lo contiene es igual a la superficie del fondo mul- 
tiplicada por la altura del líquido y por su densidad. 

Designando la presión por P, la superficie del fondo del recipiente por 5, la 
altura del líquido por h y su densidad por d, la fórmula será: P = Shd. 


m- EJERCICIO 161 


Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la fórmula 
que expresa: 


1. La suma de dos números multiplicada por su diferencia es igual a la 
diferencia de sus cuadrados. 
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2. El cuadrado de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a la 
suma de los cuadrados de los catetos. 


3. La base de un triángulo es igual al duplo de su área dividido entre 
su altura. | 

4. La densidad de un cuerpo es igual al peso dividido por el volumen. 

5. El peso de un cuerpo es igual al producto de su volumen por su densidad. 

6. Kl área de un cuadrado es igual al cuadrado del lado. 

7. El volumen de un cubo es igual al cubo de su arista. 

8. El radio de una circunferencia es igual a la longitud de la circunte- 
rencia dividida entre 2x. 

9. El cuadrado de un cateto de un triângulo rectângulo es igual al cua- 


drado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto. 
10. El área de un cuadrado es la mitad del cuadrado de su diagonal. 


11. La fuerza de atracción entre dos cuerpos es igual al producto de una 
constante k por el cociente que resulta de dividir el producto de las ma- 
sas de los cuerpos por el cuadrado de su distancia. 


12. El tiempo que emplea una piedra en caer libremente desde la boca al 
fondo de un pozo es igual a la raíz cuadrada del duplo de la profun- 
didad del pozo dividido entre 9.8. 


13. El área de un polígono regular es igual a la mitad del producto de su 
apotema por el perímetro. 


14. La potencia de una máquina es igual al trabajo que realiza en 1 segundo. 


EMPLEO DE FORMULAS EN CASOS PRACTICOS 


Basta sustituir las letras de la fórmula por sus valores. 


Ejemplos (1) Hallar el área de un trapecio cuya altura mide 5 m 
y sus bases 6 y 8 m respectivamente. 
b + b' 
La fórmula es A =(— 


Aqui, h=5 my b=6 m b=8m, aes(S)nsxo=os mê 
A, 


luego sustituyendo: 


(2) Hallar el volumen de una pirámide siendo su altura 12 m y el área de la 
base 36 m>. 


| 
La fórmula es V= a” x B. 


Aqui, h= 12 m, B=36 m”, luego sustituyendo: 
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10. 


11. 
12. 


e 


(3) Una piedra dejada caer desde la azotea de un edificio tarda 4 segundos 
en llegar al suelo. Hallar la altura del edificio. 
La altura del edificio es el espacio que recorre la piedra. 
] 
La fórmula es: in 


g vale 9.8 m. y 1=4 seg., luego sustituyendo: 





La altura del edificio es 78.4 m. R. 


EJERCICIO 162 


Hallar el área de un triângulo de 10) cm de base y 8 de altura. 4 = bh. 
2 
Hallar el área de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m. 4 =. 


:Qué distancia recorre un móvil en 15 seg. si se mueve con movimiento 
uniforme y lleva una velocidad de 9 m por seg? e= ut. 

En qué tiempo el mismo móvil recorrerá 105 m? 

cem q Pp 

Hallar la hipotenusa a de un triângulo rectângulo siendo sus catetos 
b=4 my c=3m. a*=b+c2, 

La hipotenusa de un triângulo rectângulo mide 13 m y uno de los 
catetos 5 m. Hallar el otro cateto. b? = a” — c>. 99 


-— 


Hallar el área de un circulo de 5 m de radio. A =x«r, =" 

Hallar la longitud de una circunferencia de 5 m de radio. € = 2xr. 
Hallar el volumen de un cono siendo su altura 9 m y el radio de la 
base 2 m. v=3hxr?. 


El volumen de un cuerpo es 8 cm?, y pesa 8.24 g. Hallar su densidad. 
e 


Vo Iê 
Hallar el área de un triângulo equilátero cuyo lado mide 4 m, 4= Td 5. 


Hallar la suma de los ángulos interiores de un exágono regular. 
$=180º(N-—-2). (N es el número de lados del poligono). 


CAMBIO DEL SUJETO DE UNA FORMULA 


El sujeto de una fórmula es la variable cuyo valor se da por medio 


de la fórmula. Una fórmula es una ecuación literal y nosotros podemos 
despejar cualquiera de los elementos que entran en ella, considerândolo 
como incógnita, y con ello cambiamos el sujeto de la fórmula. 


(1) Dada la fórmula e=Jat? hacer a t el sujeto de la fórmula. 
Hay que despejar t en esta ecuación literal; t es la incógnita. 


Ejemplos 
Suprimiendo denominadores, tenemos: 


2e = at? 





/ do 


Extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros: t= NM a R. 
Fá 


= 


o INS Ag 


10. 
11. 


12. 
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(2) Dada la fórmula S=2R(N—2) hacer a N el sujeto de la fórmula. 
Hay que despejar N. Nes la incógnita. 
Efectuando el producto indicado: S = 2NR — 4R. 


Transponiendo: S + 4R = 2NR 






4. 18.9 
(3) En la fórmula —=— +— despejar p'. 
F pp 


El m. c. m. de los denominadores es pp' f. Quitando denominadores tendremos; 


pp =pf+ pf. 


La incógnita es p'. Transponiendo: 


(4) Despejar a en v=V'2ae. 


pp'— pt = pf 
p (p—)=of mas 


EM 
e Wo 





Elevando al cuadrado ambos miembros para destruir el radical: 


Despejando a: 





Esta operación de cambiar el sujeto de una fórmula será de incalculable utili- 


dad para el alumno al Matemática y Física. 


EJERCICIO 163 

En la fórmula e=vut, despejar v y t. 

En A=h(") hacer a h el 
2 

sujeto de la fórmula. 

En e=jtat?, despejar a. 

En 4=laln, despejar a, ly n. 

En 4=xzr?, despejar r. 

En at=b?+cº—2bxx, despejar x. 

En V=Vo+at, despejar Vo a y t. 

En V=V,—at, despejar V,, a y t. 


3 
En p=. despejar V y P. 


En qº=b>-+e*, despejar by c. 

En V=at, despejar a y t. 

En a sh despejar p' y p. 
Lo pp 


14. 
15. 
16. 


17. 
18. 
19. 


20. 
21. 


En v= 8, despejar d y e. 


En e=Vot+Jat?, despejar Vo. 
En e=Vot—tat?, despejar V, y a. 
En'V=1hxr?, despejar h y r. 


EXE 


En d= 





, despejar c, ty 7. 
En E=I R, despejar Re. 
uz 
En e=—, despejar v. 
2a 
En u=a+(n—1)r, despejar a, n y 7. 


En u=ar"!, despejar a y 7. 


En 1=5, despejar O y t. 






ESTOCOLMO 





VTADO del HOMBRE 


RENATO DESCARTES (1596-1650) Filósofo y ma- 
temático francés. Durante su juventud fue soldado y 


que le dé clases de matemáticas; Descartes va y alli 


muere, À Descartes se le considera el primer filósofo 
recorre Hungria, Suizxa e Italia. Después de participar de la Edad Moderna, y es cl que sistematiza el mé- 
en cl sitio de La Rochelle, se acogió a la vida estudiosa. todo científico. Fue el primero en aplicar el Algebra 
La reina Cristina de Succia lo invita a su corte, para a la Geometria, creando así la Geometria Analítica. 


CAPITULO 


DESIGUALDADES. INECUACIONES 


Se dice que una cantidad a es mayor que otra cantidad b cuando la 
diferencia a — b es positiva. Así, 4 es mayor que — 2 porque la dife- 

rencia 4—-(—-2)=4+2=6 es positiva; —1 es mayor que —3 porque 

—1-(-3)=-1+3=2es una cantidad positiva. 

Se dice que una cantidad a es menor que otra cantidad b cuando la 
diierencia a—b es negativa. Asi, — 1 es menor que 1 porque la diferen- 
cia —-1-1=-—2 es negativa: — 4 es menor que —3 porque la diferencia 
-4—(—3)=—-4+3=-—] es negativa. 


De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier cantidad ne- 
gativa. 


Asi, O es mayor que — 1 porque 0— (= 1)=0+1=1, cantidad positiva. 
244 | es una exprestón que indica que una cantidad es ma- 

vor o menor que otra. 

Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, y < que se 
lee menor que. Asi 5>3selee5 mayor que 3; —-4<-2 se lee —4 menor 


que —2. 
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MIEMBROS 


Se Ilama primer miembro de una desigualdad a la expresión que está 
a la izquierda y segundo miembro a la que está a la derecha del signo de 
desigualdad. 

Asi, en a+b>c-—d el primer miembro es a+b y el segundo c—d. 


TERMINOS de una desigualdad son las cantidades que están separadas 
de otras por el signo + o — o la cantidad que está sola en un miembro. 
En la desigualdad anterior los términos son a, b,cy —d. 


Dos desigualdades son del mismo signe o subsisten en el mismo sen- 
tido cuando sus primeros miembros son mayores o menores, ambos, 
que los segundos. 

Asf,a>b y c>d son desigualdades del mismo sentido. 

Dos desigualdades son de signo contrario o no subsisten en el mismo 
sentido cuando sus primeros miembros no son ambos mayores o menores 
que los segundos miembros. Asi, 5>3 y 1<2 son desigualdades de sentido 
contrario. T 


PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES de 


1) Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta una mis- 
ma cantidad, el signo de la desigualdad no varia. 


Así, dada la desigualdad a> b, ate>b+e y a-c>b-e. 
CONSECUENCIA 


podemos escribir: 

Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un 
miembro al otro cambiándole el signo. 

Asi, en la desigualdad a>b +c podemos pasar c al primer miembro 
con signo — y quedará a-c>b, porque equivale a restar c a los dos 
miembros. 

En la desigualdad a — b>c podemos pasar b con signo + al segundo 
miembro y quedará a>b+c, porque equivale a sumar b a los dos 
miembros. 


2) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen 
por una misma cantidad positiva, el signo de la desigualdad no varía. 





Así, dada la desigualdad a>b y siendo c una 


cantidad positiva, podemos escribir: di 


CONSECUENCIA 


Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin que varíe 
el signo de la desigualdad, porque ello equivale a multiplicar todos los tér- 
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minos de la desigualdad, o sea sus dos miembros, por el m. c.m. de los de- 
nominadores. 


3) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen 
por una misma cantidad negativa, el signo de la desigualdad varia. 


Así, si en la desigualdad a > b multipli- = ac <— be, 
camos ambos miembros por —c, tendremos: 
y dividiéndolos por —c, o sea mul- 8 ec b 
pi 1 = 
tiplicando por ——, tendremos: Pá 
Cc 
CONSECUENCIA 


Si se cambia el signo a todos los términos, o sea a los dos miembros 
de una desigualdad, el signo de la desigualdad varía porque equivale a 
multiplicar los dos miembros de la desigualdad por —1. 

Así, si en la desigualdad a— b>—c cambiamos el signo a todos los 
términos, tendremos: b—a<c, 


4) Si cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo. 
Así, si a>b es evidente que b <a, 


5) Si se invierten los dos miembros, la desigualdad cambia de signo. 


* sd 
Así, siendo a>b se tiene que pad 
a 

6) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a 
una misma potencia positiva, el signo de la desigualdad no cambia. 

Asi, 5 > 3. Elevando al cuadrado: 5'>3 o sea 25>9. 

7) Si los dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan a una 
potencia impar positiva, el signo de la desigualdad no cambia. 

Asi, — 3> — 5. Elevando al cubo:( —3)>(—5) o sea —27> — 125, 


2 > —2. Elevando al cubo; 2'>(— 2) o sea 8> —8. 

8) Si los dos miembros son negativos y se elevan a una misma po- 
tencia par positiva, el signo de la desigualdad cambia. 

Así, — 3>-—5. Elevando al cuadrado: (—- 3) =9 y (-5/=25 y que- 
da 9<25. 


9) Si un miembro es positivo y otro negativo y ambos se elevan a una 
misma potencia par positiva, el signo de la desigualdad puede cambiar. 

Así, 3>— 5. Elevando al cuadrado: 32 =9 y (— 5) = 25 y queda 9<25. 
Cambia. 


8>-—2. Elevando al cuadrado: 82=64 y (—-2)2=4 y queda 64>4. 
No cambia. 
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10) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se les 
extrae una misma raíz positiva, el signo de la desigualdad no cambia. 


Asi, sia>b y n es positivo, tendremos: Va>wWb. 


11) Si dos o más desigualdades del mismo signo se suman o multipli- 
can miembro a miembro, resulta una desigualdad del mismo signo. 


Así, ssa>b y c>d, tendremos: a+c>b+d y ac>bd. 


12) Si dos desigualdades del mismo signo se restan o dividen miembro 
a miembro, el resultado no es necesariamente una desigualdad del mismo 
signo, pudiendo ser una igualdad. 

Así, 10>8 y 5>2. Restando miembro a miembro: 10-5=5 y 
8-—-2=6; luego queda 5<6; cambia el signo. 

S1 dividimos miembro a miembro las desigualdades 10>8 y 5>4, te- 


10 8 
nemos — =2 y 7% luego queda 2=2, igualdad. 
J 


INECUACIONES 


(249) UNA INECUACION es una desigualdad en la que hay una o más 

cantidades desconocidas (incógnitas) y que sólo se verifica para deter- 
minados valores de las incógnitas. Las inecuaciones se llaman también 
desigualdades de condición. 

Así, la desigualdad 2x —3>x+5 es una inecuación porque tiene la 
incógnita x y sólo se verifica para cualquier valor de x mayor que 8. 

En efecto: Para x=8 se convertiria en igualdad y para x <8 se con- 
vertiria en una desigualdad de signo contrario. 


RESOLVER UNA INECUACION es hallar los valores de las incógnitas 


que satisfacen la inecuación. 


(25) PRINCIPIOS EN QUE SE FUNDA LA RESOLUCION 
DE LAS INECUACIONES 


La resolución de las inecuaciones se funda en las propiedades de las 
desigualdades, expuestas anteriormente, y en las consecuencias que de las 
mismas se derivan. 






RESOLUCION DE INECUACIONES 


(1) Resolver la inecuación 2x — 3> x + 5. 
Pasando x al primer miembro y 3 al segundo: 
2x—-x>5+3. 


Reduciendo: x>8. R. 


8 es el limite inferior de x, es decir que la desigualdad dada sólo se verifica 
para los valores de x mayores que 8. 


Ejemplos 
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(2) Hallar el límite de x en ua >= — 6. 
Suprimiendo denominadores: 42 — 3x > 10x — 36. 


Transponiendo: -— 3x — 10x > — 36 — 42. 
— 13x > — 78 


Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar el signo de la 
desigualdad, se tiene: 13x < 78. 


78 
Dividiendo por 13: x «3 o sea x<ó6. R. 


6 es el límite superior de x, es decir, que la desigualdad dada sélo se verifica 
para los valores de x menores que 6. 

(3) Hallar el límite de x en (x+3)(x—1])<(x— 12 + 3x. 
Efectuando las operaciones indicadas: xº+2x—-3<xº-—-2x+1 + 3x. 


Suprimiendo x? en ambos miembros y transponiendo: 2x+2x—3x<1+3 
x<4 R. 
4 es el limite superior de x. 























m- EJERCICIO 164 
Hallar el límite de x em las inecuaciones siguientes: 
1. X—o<2x—b. 10. 6(xº+D)-—(2x—4)(3x+2)<3(5x+21). 
2. 5x—12>3x—4. 11. (x—s)(x+5)<(x—3)(x—2). 
3. x—6>21—8x. 12. (2x—3)"+4xº(x—T)<4(x—2)8. 
3x—14<7x— ax+1 0 2x+5 
4. dx—4<ix—2. 13. o > ID 
5 x AT J 
5. 2x— > +10. x+9 4 a 
& 6x 14. = si 
T (x-1)-7>(x-2p à Ba e 
E dx+1 9x2-1 3Jx—l 
8. (x+2)(x—1)+26<(x+4)(x+5). 1 1 1 
9. Ix—-D+2x(x+3)>(2x—1)(x+4). 16. Elo O se eba! 


17. Hallar los números enteros cuyo tercio aumentado 
en 15 sea mayor que su mitad aumentada en 1. 


INECUACIONES SIMULTANEAS 


INECUACIONES SIMULTANEAS son inecuaciones que tienen solu- 
ciones comunes. 





i 


Ejemplos (1) Hallar qué valores de x satisfacen 


las inecuaciones:. 


Resolviendo la primera: 2x > 6+4 
2x > 10 
x> 5. 


Resolviendo la segunda: 3Jx> 14—5 
3x>9 
x> 8. 


10. 
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La primera inecuación se satisface para x > 5 y la segunda para x > 3, luego 
tomamos como solución general de ambas x > 5, ya que cualquier valor de 
x mayor que 5 será mayor que 3. 

Luego el limite inferior de las soluciones comunes es 5. R. 


Hallar el limite de las soluciones comunes a las E ps 


Resolviendo la primera: 3Jx<16—4 
3x <12 
x<4. 


Resolviendo la segunda: —x>—-B+6 
= % > —.2 
fo 


La solución común es x < 2, ya que todo valor de x menor que 2 evidentemen- 
te es menor que 4, 
Luego 2 es el limite superior de las soluciones comunes. R. 


Hallar el limite superior e inferior de los valores de RR neon 
x que satisfacen las inecuaciones: Mingo dee dire 


Resolviendo la primera: 5x—3x>—2+10 
2x >8 
x 24. 


Resolviendo la segunda: 3x — 2x <6— | 
a 61 


La primera se satisface para x> 4 y la segunda para x < 5, luego todos los 
valores de x que sean a la vez mayores que 4 y menores que 5, satisfacen 
ambas inecuaciones. 

Luego 4 es el límite inferior y 5 el limite superior de las soluciones comunes 
lo que se expresa 4<x<5. R. 


EJERCICIO 165 


Hallar el limite de las soluciones comunes a: 


(Z 


—— 


(3 


—. 


x—-3>5 y 2x+5>17. 4. 5x-4>7x-16 y 8-7x<16-15x. 
5-x>— 3x. 3 2 
Rd any 6 É-g>>+2 y 2x+><6x—98-, 
6x+5>4x+11 y 4-2x>10-5x. Eu 14 5 5 


Hallar el límite superior e inferior de las soluciones comunes a: 
2x—3<x+10 y 6x—4>5x+6. 


a J 


x 3 2 
— — | —. 2 — J— E, 
> 1> y 2x 52%+ 5 


4 3 
(x— (x +2B)<(x+2)(x—3) y (x+3)(x+5)>(x+4)(x+3). 
x+2 . x—2 x—l  x—b 
x+8  x+3 , x+4 x-l 


Hallar los números enteros cuyo triplo menos 6 sea mayor que su mi- 
tad más 4 y cuyo cuádruplo aumentado en 8 sea menor que su triplo 
aumentado en 15. 
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PIERRE FERMAT (1601-1665) Matemático francés 
a quien Pascal llamó “el primer cerebro del mundo”. 
Puede considerarse con Descartes como el más grande 
matemático del siglo XVII, Mientras sus contemporá- 
noos se preocupaban por elaborar una ciencia aplicada, 





Toulouse 





Fermat profundizaba los doadas y extraordinarios 
caminos de la matemática pura. Trabajó incansable- 
mente en la Teoria de los Números o Aritmética Su- 
perior, dejando varios teoremas que Ilevan su nombre; 
el más famoso es el Ilamado último Teorema de Fermat. 


CAPITULO XX 


FUNCIONES 


CONSTANTES Y VARIABLES 


Las cantidades que intervienen en una cuestión matemática son cons- 
tantes cuando tienen un valor fijo y determinado y son variables cuando 
toman diversos valores. Pondremos dos ejemplos. 


1) Si un metro de tela cuesta 42, el costo de una pieza de tela depen- 
derá del número de metros que tenga la pieza. Si la pieza tiene 5 metros, 
el costo de la pieza será $10; si tiene 8 metros, el costo será $16, etc. Aquí, 
el costo de un metro que siempre es el mismo, $2, es una constante, y e] 
número de metros de la pieza y el costo de la pieza, que toman diversos 
valores, son variables. 

“De qué depende en este caso el costo de la pieza? Del número de 
metros que tenga. El costo de la pieza es la variable dependiente y el nú- 
mero de metros la variable independiente. 


2) S1 un móvil desarrolla una velocidad de 6 m por segundo, el es- 
pacio que recorra dependerá del tiempo que esté andando. Si anda du- 
rante 2 segundos, recorrerá un espacio de 12 m; si anda durante 3 segun: 
dos, recorrerá un espacio de 18 m. Aqui, la velocidad 6 m es constante 
y el tiempo y el espacio recorrido, que toman sucesivos valores, son variables. 
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De qué depende en este caso el espacio recorrido? Del tiempo que 
ha estado andando el móvil. El tiempo es la variable independiente y el 
espacio recorrido la variable dependiente. 


FUNCION 


En el ejemplo 1) anterior el costo de la pieza depende del número de 
metros que tenga; el costo de la pieza es función del número de metros. 

En el ejemplo 2) cl espacio recorrido depende del tiempo que haya 
estado andando el móvil; el espacio recorrido es función del tiempo. 

Siempre que una cantidad variable depende -de otra se dice que es 
función de esta última. 

La definición moderna de función debida a Cauchy es la siguiente: 

Se dice que y es función de x cuando à cada valor de lá variable x 
corresponden uno o varios valores determinados de la variable y. 

La notación para expresar que y es función de x es y= f(x). 


FUNCION DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE 
Y DE VARIAS VARIABLES 


Cuando el valor de una variable y depende solamente del valor de 
otra variable x tenemos una función de una sola variable independiente, 
como en los ejemplos anteriores. 

Cuando el valor de una variable y depende de los valores de dos o más 
variables tenemos una función de varias variables independientes. 

Por ejemplo, el área de un triângulo depende de los valores de su 
base y de su altura; luego, el área de un triángulo es función de dos varia- 
bles independientes que son su base y su altura. Designando por À el área, 
por b la base y por A la altura, escribimos: 4 = f(b,h). 

El volumen de una caja depende de la longitud, del ancho y de la 
altura; luego, el volumen es función de tres variables independientes. 

Designando el volumen por v, la longitud por /, el ancho por a y la 
altura por A, podemos escribir: v = f(La,h). 


LEY DE DEPENDENCIA 


Siempre que los valores de una variable y dependen de los valores de 
otra variable x, y es función de x; la palabra función indica dependencia. 
Pero no basta con saber que y depende de x, interesa mucho saber cómo 
depende y de x, de qué modo varía y cuando varia x, la relación que liga 
a las variables, que es lo que se Ilama ley de dependencia entre las variables. 


EJEMPLOS DE FUNCIONES, PUEDA O NO ESTABLECERSE 
MATEMATICAMENTE LA LEY DE DEPENDENCIA 


No en todas las funciones se conoce de un modo preciso la relación 
matemática o analítica que liga a la variable independiente con la variable 
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dependiente o función, es decir, no siempre se conoce la ley de depen- 
dencia. 

En algunos casos sabemos que una cantidad depende de otra, pero no 
conocemos la relación que liga a las variables. De ahí la división de las 
funciones en analíticas y concretas. 


FUNCIONES ANALITICAS 

Cuando se conoce de un modo preciso la relación analítica que liga 
a las variables, esta relación puede establecerse matemáticamente por me- 
dio de una fórmula o ecuación que nos permite, para cualquier valor de 
la variable independiente, hallar el valor correspondiente de la función. 
Estas son funciones analíticas. 

Como ejemplo de estas funciones podemos citar las siguientes: 

El costo de una pieza de tela, función del número de metros de la 
preza. Conocido el costo de un metro, puede calcularse el costo de cual- 
quier número de metros. 

El tiempo empleado en hacer una obra, función del número de obre- 
ros. Conocido el tiempo que emplea cierto número de obreros en hacer 
la obra, puede calcularse el tiempo que emplearia cualquier otro número 
de obreros en hacerla. 

El espacio que recorre un cuerpo en su caída libre desde ciérta altura, 
función del tiempo. Conocido el tiempo que emplea en caer un móvil, 
puede calcularse el espacio recorrido. 


FUNCIONES CONCRETAS 

Guando por observación de los hechos sabemos que una cantidad de- 
pende de otra, pero no se ha podido determinar la relación analítica que 
liga a las variables, tenemos una función concreta. En este caso, la ley de 
dependencia, que no se conoce con precisión, no puede establecerse mate- 
máticamente por medio de una fórmula o ecuación porque la relación fun- 
cional, aunque existe, no es siempre la misma. 

Como ejemplo podemos citar la velocidad de un cuerpo que se des- 
liza sobre otro, función del roce o frotamiento que hay entre los dos cuer- 
pos. Al aumentar el roce, disminuye la velocidad, pero no se conoce de un 
modo preciso la relación analítica que liga a estas variables. Muchas leyes 
físicas, fuera de ciertos límites, son funciones de esta clase. 

En los casos dé funciones concretas suelen construirse tablas o gráficas 
en que figuren los casos observados, que nos permiten hallar aproximada- 
mente el valor de la función que corresponde a un valor dado de la va- 
riable independiente. 


(259) VARIACION DIRECTA 


Se dice que 4 varía directamente a B o que 4 es directamente propor- 
cional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas dos variables 
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por una cantidad, la otra queda multiplicada o dividida por esa misma 
cantidad. 


Si un móvil que se mueve con movimiento uniforme recorre 


É jemplo 30 Km en 10 minutos, en 20 minutos recorrerá 60 Km y en 
5 minutos recorrerá 15 Km, luego la variable espacio recorri- 
do es directamente proporcional (o proporcional) a la variable 
tiempo y viceversa. 


Si A es proporcional a B, A es igual a B multiplicada por una cons- 
tante. . 
En el ejemplo anterior, la relación entre el espacio y el tiempo es 
constante. 
En efecto: 


En 10 min el móvil recorre 30 Km; la relación es ETA 


, e n4 " 6 
En 20 min el móvil recorre 60 Km; la relación es Do — * 


15 


En 5 min el móvil recorre 15 Km; la relación es — =3, 
e) 


En general, si À es proporcional a B, la relación 
entre 4 y B es constante; luego, designando esta 
constante por k, tenemosy, 


VARIACION INVERSA 

Se dice que 4 varía inversamente a B o que 4 es inversamente pro- 
porcional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas variables 
por una cantidad, la otra queda dividida en el primer caso y multiplicada 
en el segundo por la misma cantidad. 


) Si 10 hombres hacen una obra en é horas, 20 hombres la-harán 
Ejemplo en 3 horas y 5 hombres en 12 horas, luego la variable tiempo 


empleado en hacer la obra es inversamente proporcional a la 
variable número de hombres y viceversa. 
Si A es inversamente proporcional a B, A es igual a una constante 
dividida entre B. 
En el ejemplo anterior, el producto del número de hombres por el 
tiempo empleado en hacer la obra es constante. En etecto: 


10 hombres emplean 6 horas; el producto 10x 6= 60. 
20 hombres emplean 3 horas; el producto 20x 3= 60. 
5 hombres emplean 12 horas; el producto 5x 12= 60. 


En general, si 4 es inversamente proporcional 
a B, el producto AB es constante; luego, designando 
esta constante por k, tenemos: 
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VARIACION CONJUNTA 


Si A es proporcional a B cuando €C es constante y 4 es proporcional 
a C cuando B es constante, 4 es proporcional a BC cuando B y € varian, 


principio que se expresa: A =kBC, 


donde k es constante, lo que se puede expresar diciendo que si una 
cantidad es proporcional a otras varias, lo es a su producto. 


: El área de un triángulo es proporcional a la altura, si la base 
É em lo es constante y es proporcional a la base si la altura es cons- 
J P 2 q 4 . 

tante, luego si la base y la altura varian, el área es proporcio- 
nal al producto de la base por la altura. Siendo À el área, 
b la base y h la altura, tenemos: 
A = kbh 
y la constante k = 3 (por Geometria) luego A = bh. 


(254) variAcION DIRECTA E INVERSA A LA VEZ 
Se dice que 4 es proporcional a B e inversamente proporcional A 


; 


kB 
mr 


a € cuando À es proporcional a la relación C lo que se expresa: 4 


RESUMEN DE LAS VARIACIONES 


Si A es proporcional a B.............. A=kB. 

Si A es inversamente proporcional a B.. A = 

Si A es proporcional a B y C.......... A=kBC. 

Si A es proporcional a B e inversamente kB 
propordonmal à Cia seem asus emeneres A=——. 


. (1) A es proporcional a B y A = 20 cuando B = 2. 
Ejemplos Hallar A cuando B = 6. 
Siendo A proporcional a B, se tiene: A=KB. 


Para hallar la constante k, como À = 20 cuan- 


do B=2, tendremos:... Ns 





Si k= 10, cuando B=6, A valdrá: 
A=kB=10x6=60. R. 


(2) A es inversamente proporcional a B y A = 5 cuando B = 4, 
Hallar A cuando B = 10. 


k 
Como A es inversamente proporcional a B, se tiene: A = PE 


Hallemos k, haciendo A=5 y B=4: 


k 
ES uk ='20. 
4 
Siendo k = 20, cuando B=10, A valdrá: 


02 19 pa 


nn» 


10. 


11. 


12. 
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(3) Aesproporcionala By C; A=6 cuando B=2y C=4, 
Hallar B cuando A=15y C=5, 
Siendo A proporcional a By C, se tiene: A=KBC. (1). 


Para hallar k ——— ns 


Á 
Para hallar B la despejamos en (1): B a 
3 ET R 
Sustituyendo A=15, k=—, C=5, and E dbtisa 0 7 
4 ETR AS 38 
tendremos: e. 


(4) x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. 
Six=4 cuando y=2,2=3, hallar x cuando y = 5, 2z= 15. 
Siendo x proporcional a y e inversamente proporcional a z, 











tendremos: 

A kx2. 40 pages ao 
Haciendo x=4, y=2,7=3, enbeT Tegao to gÃ 
se tiene: . o 


Haciendo en (1) k=6,y=5,7=15, E 


se tiene: SM — O / 


EJERCICIO 166 

x es proporcional a y. Si x=Y9 cuando y =6, hallar x cuando y = 5. 

x es proporcional a y. Si y=3 cuando x =2, hallar y cuando x = 24, 

A es proporcional a B y €. Si 4=30 cuando B=2 y C=5, hallar 4 
cuando B=7, (=4. 

x es proporcionala y y az. Six=4 cuando y=3 yz=6, hallar y cuando 
x=10, 2=0)0. 

À es inversamente proporcional a B., Si A=3 cuando B=5, hallar 4 
cuando B =7. ; : 

B es inversamente proporcional a 4. Si 4=— cuando B =, hallar À 
cuando B =—. 

Á es proporcional a B e inversamente proporcional a €. Si A=&8 cuando 
B=12, C=3, hallar 4 cuando B=7, C= 14, 

x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. Si x=3 cuando 
y=4, z=8, hallar z cuando y=7, x= 10. 

x es proporcional a y2— 1. Si x=48 cuando y =5, hallar x cuando y =7. 
x es inversamente proporcional a y?— 1. Si x=9 cuando y=3 hallar x 
cuando y=5 

El área de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. 
Si el área es 18 m” cuando la diagonal es 6 m, hallar el área cuando 
la diagonal sea 10 m. 

El área lateral de una pirámide regular es proporcional a su apotema 
y al perímetro de la base. Si el área es 480 m.? cuando el apotema es 
12 m y el perimetro de la base 80 m, hallar el área cuando el apotema 
es 6 m y el perimetro de la base 40 m. 








288 6  ALGEBRA 


13. El volumen de una pirâmide es proporcional a su altura y al área de 
su base. Si el volumen de una pirâmide, cuya altura es & m y el área 
de su base 36 m2, es 96 mº, ccuál será el volumen de una pirâmide 
cuya altura es 12 m y el área de su base 64 m?? 

14. El área de un círculo es proporcional al cuadrado del radio. Si el área 
de un círculo de 14 cm de radio es 616 cm?, ecuál será el área de un 
círculo de 7 cm, de radio? 

15. La longitud de una circunferencia es proporcional al radio. Si una cir- 
cunferencia de 7 cm de radio tiene una longitud de 44 cm, cuál es el 
radio de una circunferencia de 66 cm de longitud? 

16. x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Cuando y=6, x=4. 
Hallar y cuando x = 9. 


266) FUNCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS 

En general, las funciones son expresables por fórmulas o ecuaciones 
cuando se conoce la relación matemática que liga a la variable dependien- 
te o función con las variables independientes, o sea cuando se conoce la 
ley de dependencia. 

En estos casos habrá una ecuación que será la expresión analítica de 
la función y que define la función. 

Asi, y=2x+1, y=2xº, y=xº+2x—1 
son funciones expresadas por ecuaciones o fórmulas. 

2x+1 es una función de primer grado; 2x”, de segundo grado: 
xº + 2x — 1, de tercer grado. | 

Los ejemplos anteriores son funciones de la variable x porque a cada 
valor de x corresponde un valor determinado de la función. 
Para x=0, y=2x0 +1=1 

x=1, y=2x1 +1=3 


En efecto: Considerando la 
“=r vY=2 Xx2 +1=5 


tunción 2x + 1, que representamos 
por y, tendremos: y=2x+1. E, 


Para x=-1, y=H4-N+1=-1 
x=—2, v=A-DN+Ii=—3, etc. 
x es la variable independiente e y la variable dependiente. 


DETERMINACION DE LA FORMULA CORRESPONDIENTE 
A FUNCIONES DADAS CUYA LEY DE DEPENDENCIA 
SEA SENCILLA 


. (1) El costo de uná pieza de tela es proporcional al nú- 
É jemplos mero de metros. Determinar la fórmula de la función 
costo, sabiendo que una pieza de 10 metros cuesta $30. 


Designando por x la variable independiente número de 
metros y por y la función costo, tendremos, por ser y proporcionol c x: 
vt. 61) 


Hallemos la constante k, sus- e 
tituyendo y =30, x=10:———————— Ss EX 





Entonces, como la constante es 3, sustituyendo este valor 
en (1), la función costo vendrá dada por la ecuación: ———— os 





..ouena 
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(2) El área de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. Hallar 
la fórmula del área de un cuadrado en función de la diagonal, sabiendo que 
el área de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m es 32 mº. 


Designando por À el área y A = kDº. 


por D la diagonal, tendremos: f 


Hallemos k hacien- É 
do A=32y D=8: / 


Sustituyendo k = 3 en (1), el área de un cuadrado en 
función de la diagonal, vendrá dada por la fórmula: f 


(3) La altura de una pirámide es proporcional al volumen si el área de la base es 
constante y es inversamente proporcional al área de la base si el volumen 
es constante. Determinar la fórmula de la altura de una pirámide en fun- 
ción del volumen y el área de la base, sabiendo que una pirámide cuya 
altura es 15 m y el área de su base 16 mº tiene un volumen de 80 mº. 


Designando la altura por h, el volumen por h= dd 
V y el área de la base por B, tendremos:; di B 
( Obsérvese que la variable V directamente proporcional con h va en el nume- 
rador y la variable B, inversamente proporcional con h, va en el denominador ). 





k x 80 
a 
Hallemos la constante k haciendo va 
h=15, V=80, B=16: 1928 16 = 
240 
k=— =3. 
80 


Haciendo k=3 en (1), la altura de una pirómide en fun- 
ción del volumen y el área de la base vendrá dada por la 
Ea TESES DIVIRETANIE | PEA RL = O O e E TR 


fórmula: 


(4) Determinar la fórmula correspondiente a una función sabiendo que para cada 
valor de la variable independiente corresponde un valor de la función que 
es igual al triplo del valor de la variable independiente aumentado en 5. 


Siendo y la función y x la varia- y=U+5. R 


ble independiente, tendremos: a 


EJERCICIO 167 


Si 4 es proporcional a By 4A=10 cuando B=5, escribir la fórmula 
que las relaciona. 
El espacio recorrido por un móvil (mov. uniforme) es proporcional al 


producto de la velocidad por el tiempo. Escriba la fórmula que expresa 
el espacio e en función de la velocidad v y del tiempo t. (k=1) 


El área de un rombo es proporcional al producto de sus diagonales. 
Escribir la fórmula del área 4 de un rombo en función de sus diago- 
nales D y D' sabiendo que cuando D=8 y D'=6 el área es 24 cm?, 


Sabiendo que A es proporcional a B e inversamente proporcional a €, 
escribir la fórmula de 4 en función de B y CG. (k=3). 


sa,çoos b 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


La longitud CGC de una circunferencia es proporcional al radio 1. Una 
circunferencia de 21 cm de radio tiene una longitud de 132 cm. Hallar 
la fórmula que expresa la longitud de la circunferencia en función del 
radio. 

El espacio recorrido por un cuerpo que cae desde cierta altura es pro- 
porcional al cuadrado del tiempo que emplea en caer. Escribir la fórmula 
del espacio e en función del tiempo t sabiendo que un cuerpo que cae 
desde una altura de 19.6 m emplea en su caída 2 seg. 


La fuerza centrífuga F es proporcional al producto de la masa m por el 
cuadrado de la velocidad v de un cuerpo si el radio r del círculo que 
describe es constante y es inversamente proporcional al radio si la masa 
y la velocidad son constantes. Expresar esta relación por medio de una 
fórmula, 


Escribir la fórmula de una función y sabiendo que para cada valor de 
la variable independiente x corresponde un valor de la función que es 
el duplo del valor de x aumentado en 3. 


El lado de un cuadrado inscrito en un círculo es proporcional al radio 
del circulo. Expresar la fórmula del lado del cuadrado inscrito en función 
del radio. (k=v2). 

Escribir la fórmula de una función y sabiendo que para cada valor de 
la variable independiente x corresponde un valor de la función que es 
igual a la mitad del cuadrado del valor de x más 2. 


Escribir la ecuación de una función y sabiendo que para cada valor 
de x corresponde un valor de y que es igual a la diferencia entre 5 y el 
duplo de x, dividida esta diferencia entre 3. 


La fuerza de atracción entre dos cuerpos es proporcional al producto 
de las masas de los cuerpos m y m” si la distancia es constante y es 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia si las masas no 
varian. Expresar esta relación por medio de una fórmula. 


La altura de un triângulo es proporcional al área del triángulo si la base 
es constante, y es inversamente proporcional a su base si el área es cons- 
tante. Escribir la fórmula de la altura de un triângulo en función del 
área y de su base, sabiendo que cuando la base es 4 cm y la altura 
10 cm, el área del triângulo es 20 cm?, 


La energia cinética de un cuerpo W es proporcional al producto de la 
masa m por el cuadrado de la velocidad V. Expresar la fórmula de la 
energia cinética. (k=4). 


El área de la base de una pirâmide es proporcional al volumen si la 
altura es constante y es inversamente proporcional a la altura si el 
volumen es constante. Escribir la fórmula del área de la base B de una 
pe en función del volumen V y de la altura h sabiendo que cuando 
1=12 y B=100, V = 400. 

x es inversamente proporcional a y. Si x=2 cuando y=5, hallar la 
fórmula de x en función de y. 


x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Si x=3 cuando y=92, 
hallar la fórmula de x en función de 4. 

À es proporcional a B e inversamente proporcional a CG. Cuando B=24 
y C=4, 4A=3. Hallar la fórmula que expresa 4 en función de B y €. 


Clermont Ferramd 
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CAPITULO 
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES 


Dos líneas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coorde- 
nados. Si las líneas son perpendiculares entre sí tenemos un sistema 
de ejes coordenados rectangulares; si no lo son, 
tenemos un sistema de ejes oblicuos. De los pri- 
meros nos ocuparemos en este Capítulo. 

Tracemos dos líneas rectas XOX*, VYOY' 
que se cortan en el punto O formando ángulo 
recto. (Figura 24). Estas líneas constituyen un 
sistema de ejes coordenados rectangulares. 

La línea XOX* se llama eje de las x o eje 
de las abscisas y la línea YOY* se llama eje de 
las y o eje de las ordenadas. El punto O se llama 
origen de coordenadas. 


Los ejes dividen al plano | 
| FIGURA 24 
del papel en cuatro partes lla- | 


madas cuadrantes. XOY es el 





(1) Asi llamadas en honor del célebre matemático francés DESCARTES (Cartesius), 
fundador de la Geometria Analítica. 
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primer cuadrante, YOX* el segundo cuadrante, X'OY" el tercer cuadran- 
te, YOX el cuarto cuadrante. 

El origen O divide a cada eje en dos semi-ejes, uno positivo y otro 
negativo. OX es el semi-eje positivo y OX" el semi-eje negativo del eje 
de las x; OY es el semi-eje positivo y OY" el semi-eje negativo del eje de las y. 

Cualquier distancia medida sobre el eje de las x de O hacia la derecha 
es positiva y de O hacia la izquierda es negativa. 

Cualquier distancia medida sobre el eje de las y de O hacia arriba es 
positiva y .de O hacia abajo es negativa. 


ABSCISA Y ORDENADA DE UN PUNTO 


La distancia de un punto al eje de las or- 
denadas se llama abscisa del punto y su distan- 
cia al eje de las abscisas se llama ordenada del 
punto. La abscisa y la ordenada de un punto 
son las coordenadas cartesianas del punto. 


Asi, (Fig. 25)la abscisa del punto P es BP=0A 
y su ordenada AP=0B. BP y AP son las coorde- 
nadas del punto P. 


Las coordenadas de P, son: abscisa BP;=0OC 
y ordenada CP,=0B. 


Las coordenadas de P, son: abscisa DP,=0G 
y ordenada CP,=0OD. 

Las coordenadas de P, son: abscisa DP,=0A4 
y ordenada AP;=0D. 


Las abscisas se representan por x y las orde- 
nadas por 9. 





FIGURA 25 


SIGNO DE LAS COORDENADAS 


Las abscisas medidas del eje YY' hacia la derecha son positivas y hacia 
la izquierda, negativas. Así, en la figura anterior BP y DP; son positivas; 
BP, y DP, son negativas. 

Las ordenadas medidas del eje XX” hacia arriba son positivas y hacia 
abajo son negativas. Así, en la figura anterior, AP y CP, son positivas, 
CP, y AP, son negativas. 


[orem | 


DETERMINACION DE UN PUNTO POR SUS COORDENADAS 

Las coordenadas de un punto determinan el punto. Conociendo las 
coordenadas de un punto se puede fijar el punto en el plano. 

1) Determinar el punto cuyas coordenadas son 2 y 3. 


Siempre, el número que se da primero es la abscisa y el segundo la orde- 
nada. La notación empleada para indicar que la abscisa es 2 y la ordenada 3 
es “punto (2, 3)”. 
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Tomamos una medida, escogida arbitrariamente, como unidad de me- 
dida (Fig.26). Como la abscisa es 2, positiva, tomamos la unidad escogida dos 
veces sobre OX de O hacia la derecha. 


Como la ordenada 3 es positiva, levantamos en 4 una perpendicular 
a OX y sobre ella hacia arriba tomamos tres veces 
la unidad. 


El punto P es el punto (2, 3), del primer 
cuadrante. 7 E 

2) Determinar el punto (—3, 4). 

Como la abscisa es negativa, —3, tomamos so- 
bre OX' de O hacia la izquierda tres veces la unidad 
escogida; en B levantamos una perpendicular a OX' 
y sobre ella llevamos 4 veces la unidad hacia arriba 
porque la ordenada es positiva 4. El punto P, es 
el punto (—3, 4), del segundo cuadrante. 

3) Determinar el punto (—2, — 4). 

Llevamos la unidad dos veces sobre OX'* de 
O hacia la izquierda porque la abscisa es —2 y sobre 
la perpendicular, hacia abajo porque la ordenada 
es —4, la tomamos 4 veces. El punto P, es el punto 


(—2, —4), del tercer cuadrante. 


4) Determinar el punto (4, — 2). 


De O hacia la derecha, porque la abscisa 4 es positiva llevamos la unidad 
4 veces y perpendicularmente a OX, hacia abajo porque la ordenada es —2 
la NHevamos 2 veces. El punto P; es el punto (4, —2), del cuarto cuadrante. 


En estos casos se puede también marcar el valor de la ordenada sobre 
OY o sobre OY”, según que la ordenada sea positiva o negativa, y sobre OX 
u OX cl valor de la abscisa, según que la abscisa sea positiva o negativa, En- 
tences por la última división de la ordenada, trazar una paralela al eje de las 
abscisas y por última división de la abscisa trazar una paraleia al eje de 


las ordenadas, y el punto en que se corten es el punto buscado. Es indiferente 
usar un procedimiento u otro, 





Por lo expuesto anteriormente, se comprenderá fácilmente que: 
1) Las coordenadas del origen son (0, 0). 
2) La abscisa de cualquier punto situado en el eje de las y es 0. 
3) La ordenada de cualquier punto situado en el eje de las x es 0. 
4) Los signos de las coordenadas de un punto serán: 
Abscisa  Ordenada 

En el ler. cuadrante XOY + + 

im el 2do. cuadrante YOX' sm + 

lin el 3er. cuadrante X'OY ” o 

En el 4to. cuadrante VOX + dc 


-— 
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PAPEL CUADRICULADO 
En todos los casos de gráficos suele usarse el papel dividido en peque- 


nos cuadrados, Ilamado papel cuadriculado. Se 
refuerza con el lápiz una línea horizontal que 
será el eje XOX' y otra perpendicular a ella 
que será el eje YOY”*. Tomando como unidad 
una de las divisiones del papel cuadriculado 


RU [HH «P! | (pueden tomarse como unidad dos o más divi- 
E LS E UH E 


+ (od EI TT siones), la determinación de un punto por sus 


a! A 


há E) Rá FERE | dades que tenga la abscisa o la ordenada; y tam- 


E a 


FREE 





x coordenadas es muy fácil, pues no hay más que 
| contar un número de divisiones igual a las uni- 


MINE Ss - bién dado el punto, se miden muy fácilmente 
Ex á Ma — sus coordenadas. 


LE, E 
En la figura 27 están determinados los pun- 


eee tos P(4,2), Pi(— 3,4), P(—3,—3), Pa(2,—5), P4(0,3) 
| FIGURA ada | y Ps(— 2,0). 


EJERCICIO 168 


Determinar gráficamente los puntos: 


(1, 2). 5. (3, —4). 9. (—3, 0). 13. (4, 0). 

(—1, 2). 6. (—5, 2). 10. (5, —4). 14. (—7, 10). 

(—2, —1). 7. (—-3, —4). 11. (—4, —9). ló. (3, —1). 

(2, —3). 8. (0, 3). 12. (0, —6). 

Trazar la línea que pasa por los puntos: 

(1, 2) y (3, 4). 19. (2-9) y (5-2). 22 (-4,5) y (2,0). 
(—2, 1) y (—4, 4). 20. (3,0) y (0, 4). 25. (—3, —6) y (0, 1). 


(-3 2) y (=1,—7). 21 (-4,0)y (0-2). 24 (-3,-2) y (3,2). 


- Dibujar el triângulo cuyos vértices son los puntos (0, 6), (3, 0) y (=3, 0). 
- Dibujar el triângulo cuyos vértices son los puntos (0, —5), (—4, 3) y (4, 3). 
- Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (4, 4), (—4, 4), (—4, —4) y (4, —4). 
- Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (—1, —1), (—4, —1), (—4, —4) y 


(5, dj, 


- Dibujar el rectángulo cuyos vértices son (1, —1), (1, —3), (6, —1) y (6, —3). 
- Dibujar el rombo cuyos vértices son (1, 4), (3, 1), (5, 4) y (3, 7). 
- Dibujar la recta que pasa por (4, 0) y (0, 6) y la recta que pasa por (0, 1) 


y (4, 5) y hallar el punto de intersección de las dos rectas. 
Probar gráficamente que la serie de puntos (—3, 5), (—3, 1), (—3, —1), 
(—3, —4), se hallan en una línea paralela a la línea que contiene a los 
puntos (2, —4), (2, 0), (2. 3). (2, 7). 
Probar a omg que la línea que pasa por (—4, 0) y (0, —4) es per- 
pendicular a la línea que pasa por (—=1, —1) y (=4, —4). 
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(213) crarico DE UNA FUNCION 


Sea y=f(x). Sabemos que para cada valor de x corresponden uno o 
varios valores de y. Tomando los valores de x como abscisas y los valores 
correspondientes de y como ordenadas, obtendremos una serie de puntos. 
El conjunto de todos estos puntos será una línea recta O curva, que es el 
gráfico de la función o el gráfico de la ecuación y= f(x) que representa la 
función. 

En la práctica basta obtener unos cuantos puntos y unirlos convenien- 


temente (interpolación) para obtener, con bastante aproximación, el gráfi- 
co de la función. 


(274) REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION 
LINEAL DE PRIMER GRADO 


1) Representar gráficamente la función y = 2x. 


Dando valores a x obtendremos una serie de valores correspondien- 
tes de y: 


Pe g= U 


y= 0, el origen es un punto del gráfico. 
x= 1) y= 2 
x= 2% y= 4 
x= 3 Y= 6etc 
Para x=-—-1, y=-2 
x=-2, y=-4 
x=—3, y=-6, etc. 


Representando los valores de x como abscisas y los valores correspon- 
dientes de y como ordenadas (Fig. 28), obtenemos la serie de puntos que a 
cen en el gráfico. La línea recta MN que pasa por el origen es el gráfico de y=2x. 


2) Representar gráficamente la función 
y=x+2. 


Los valores de x y los correspondientes de y 

geo disponerse en una tabla como se indica a 

ntinuación, escribiendo debajo de cada valor de x 
el valor correspondiente de y: 
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Representando los valores de x como abscisas 
y los valores correspondientes de y como ordenadas, 
según se ha hecho en la Fig. 29, se obtiene la línea 
recta MN que no pasa por el origen. MN es el 
gráfico de y=x +2. 


Obsérvese que el punto P, donde la recta 
corta el eje de las y, se obtiene haciendo x =0, 
y el punto Q, donde la recta corta el eje de las x, 
se obtiene haciendo y=0. OP se lama inter- 
cepto sobre el eje de las y, y OQ intercepto sobre 
el eje de las x. El segmento OP es la ordenada 
en el origen y el segmento OQ la abscisa en el 
origen. 

Obsérvese también que OP=2, igual que 
el término independiente de la función y=x+2. 





3) Representar gráficamente la función y=3x y la función y=2x+4, 


En la función y=3x, se tiene: ' 





El gráfico es la línea AB que pasa por el 
origen. (Fig. 30). 
En la función y =2x + 4, tendremos: 





El gráfico es la línea CD que no pasa por 
el origen. (Fig. 30) pop 


Los interceptos OP y OQ se obtienen, OP haciendo x =0 y OQ haciendê 
y=0. Obsérvese que OP=4, término independiente de y=2x + 4. 


Visto lo anterior, podemos establecer los siguientes principios: 


1) Toda función de primer grado representa una línea recta y por eso 
se llama función lineal, y la ecuación que representa la función se llama 
ecuación lineal. 

2) Si la función carece de término independiente, o sea si es de la 


forma y=ax, donde a es constante, la línea recta que ella representa pasa 
por el origen. 
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3) Si la función tiene término independiente, o sea si es de la forma 
y=ax+b, donde a y b son constantes, la línea recta que ella representa 
no pasa por el origen y su intercepto sobre el eje de las y es igual al térmi- 
no independiente b. 


DOS PUNTOS DETERMINAN UNA RECTA 


Por tanto, para obtener el gráfico de una función de primer grado, 
basta obtener dos puntos cualesquiera y unirlos por medio de una linea 
recta. 

Si la función carece de término independiente, como uno de los pun- 
tos del gráfico es el origen, basta obtener un punto cualquiera y unirlo 
con el origen. 

Si la función tiene término independiente, lo más cómodo es hallar 
los interceptos sobre los ejes haciendo x=0 e y=0, y unir los dos puntos 
que se obtienen. 


Ejemplo 


Representar gráficamente la función 2x —y = 5 don- 
de y es la variable dependiente función 
Cuando en una función la variable dependiente 
no está despejada, como en este caso, la función 
se Ilama implícita y cuando la variable dependien- 
te está despejada, la función es explicita. 
Despejando y, tendremos y = 2x — 5. Ahora la fun- 
ción es explicita. 
Para hallar los interceptos sobre los ejes (Fig. 31), 
diremos: 

Para x=0, y=-—5. 

Para y =0, tendremos: 


0=2x—5 luego 5=2x..x=25, | FIGURA 31 | 


El gráfico de y = 2x — 5 es la linea recta AB. 








EJERCICIO 169 


Representar gráficamente las funciones: 


sp 











E y=.  $ y=2x— 4. 13. Y=8-—3x. 16. y= dei À 
2. y=—2x. 8. y=3x+6. E 5 

3. y=x+2. d. y=4x+5. 14. y=*, 17. 2 Sx-4 
4 Y=x—-3. 10. y=-—-2Zx+4. 4 Ei 
- p=x+4. 11. y=—-2x—4. 

6. vy=3x+3. 12. y=x—3. 15. y= A 18. p=5+4. 


Representar las funciones siguientes siendo y la variable dependiente: 


19. x+7=0. 21. 2x + y = 10. 23. dx +y=8. 25. dx —y=2. 
20. 2x = 37. 22. dy =4x+5. 24. v+o=x. 26. 2x =y—1, 
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GRAFICOS DE ALGUNAS FUNCIONES 
DE SEGUNDO GRADO 


1) Gráfico de y =x? 


Formemos una tabla con los valores de x y los correspondientes de y: 


| Da za] 4 Juss) 0 | 


En el gráfico (Fig. 32) aparecen representados los valores de y co- 
rrespondientes a los que hemôs dado a x. 

La posición de esos puntos nos indica la 
forma de la curva; es una parábola, curva 
ilimitada. 

El trazado de la curva uniendo entre sí 
los puntos que hemos hallado de cada lado del 
eje de las y es aproximado. Cuantos más pun- 
tos se hallen, mayor aproximación se obtiene, 










La operación de trazar la curva habien- 
do hallado sólo algunos puntos de ella se 
llama interpolación, pues hacemos pasar la 
curva por muchos otros puntos que no hemos 
hallado, pero que suponemos pertenecen a la 
curva. 





[rs] 


2) Gráfico de xº+y?= 16. 





Despejando y tendremos: 
y=16-—x?; luego, y== V 16 — x? | FIGURA 35 | 


El signo * proviene de que la 


raíz cuadrada de una cantidad posi- EAGEENNEE 


tiva tiene dos signos + y —, Por ejem- a 
plo, V4=+9 porque 
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Por tanto, en este caso, a cada valor de x corresponderán dos valores 


de y, uno positivo y otro negativo. 
Dando valores a x: 


x —4 |-3 |-2 |—1 0 1 2 3 4 
ne RÃ 


La curva (Fig. 33) es un circulo cuyo centro está en el origen. 













Toda ecuación de la forma x2+9yº. 
=? representa un círculo cuyo radio 
es r. Así, en el caso anterior, el radio 
es 4, que es la raíz cuadrada de 16. 


3) Gráfico de 9x? + 25y? = 225. 
Vamos a despejar y. Tendremos: 


— 225-9x? 


By? = — 0x2.º.n2 
2572 = 225 — 9x2..y = 


En la fig. 34 aparecen representados los valores de y correspondientes 
a e que hemos dado a x. La curva que se obtiene es una elipse, curva 
cerrada. 


x2 2 
Toda ecuación de la forma a2x2+ b2y? = a2b?, o sea mia 1, repre- 
senta una elipse. E 


À õ 
4) Gráfico de xy=5 o je 
Dando a x valores positivos, tendremos: 





Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en 
el Jer. cuadrante de la Fig. 35. 
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FIGURA 35 





Dando a x valores negativos, tenemos: 


y |e» pão -s Hashro-t2s|-1 [08-07 |-0.6)....| 


Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en 
el 3er. cuadrante de la Fig. 35. 

La curva se aproxima indefinidamente a los ejes sin llegar a tocarlos; 
los toca en el infinito. 

La curva obtenida es una hipérbola rectangular. Toda ecuación de la 
forma xy=a o y= donde a es constante, representa una hipérbola de 
esta clase. 

La parábola, la elipse y la hipérbola se llaman secciones cónicas o 
simplementes cónicas. El círculo es un caso especial de la elipse. 

Estas curvas son objeto de un detenido estudio en Geometria Ana- 
lítica. 





OBSERVACION 

En los gráficos no es imprescindible que la unidad sea una división 
del papel cuadriculado. Puede tomarse como unidad dos divisiones, tres 
divisiones, etc. En muchos casos esto es muy conveniente. 

La unidad para las ordenadas puede ser distinta que para las abscisas. 


m- EJERCICIO 170 
Hallar el gráfico de: 


1. y=22 6 y=x)+1 11. x2+92=49. 
2 ao 
ani) f insid: 12. y=x2— 3x. 
2 2 — 18. “X =:'6. 
3 *+y*'=925. e o 1 pr + x2 
4 9x2+16y2?=]144. 10. 36x2+9592=900. 1 V=8+5 





Wools thorpe Londre 5 





feed duto dá 


ISAAC NEWTON (1642-1727 , , El más grande de los cas. Descubrió, Far simultâneamente con aii el 
matemáticos ingleses. Su lil “Principia Mathema- Cálculo Diferencial Cálculo Integral. Basândose en 
eh em sh epa seg pr capelam sooprves los io a fg formuló la Ley de Gravitación 
tentos de la mente humana, le bastaria para ocupar un U gd ditpepridios io elemental del Algebra le 
lugar sobresaliente en la historia de las matemáti- ais lendo re sra Cora 


CAPITULO XXII 


GRAFICAS. 
APLICACIONES PRACTICAS 


UTILIDAD DE LOS GRAFICOS 


Es muy grande. En Matemáticas, en Física, Estadística, en la indus- 
tria, en el comercio se emplean muchos los gráficos. Estudiaremos algunos 
casos prácticos. 


Siempre que una cantidad sea proporcional a otra es igual a esta otra 

multiplicada por una constante (260). Así, si y es proporcional a x, 
podemos escribir y = ax, donde a es constante y sabemos que esta ecuación 
representa una línea recta que pasa por el origen (274). 

Por tanto, las variaciones de una cantidad proporcional a otra estarán 
representadas por una línea recta que pasa por el origen. 

Pertenecen a este caso el salario proporcional al tiempo de trabajo; el 
costo proporcional al número de cosas u objetos comprados; el espacio pro- 
porcional al tiempo, si la velocidad es constante, etc. 
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Ejemplos 


ALGEBRA 


(1) Un obrero gana $2 por hora. Hallar la gráfica del sa- 
lario en función del tiempo. 

Sobre el eje de las x (fig. 36) sefialamos el tiempo. Cuatro divisiones re- 

presentan una hora y sobre el eje de las y el salario, cada división repre- 

senta un peso, 


En una hora el obrero gana 


Y BESPESESaNE. Mar O O  esomitados dl pur A 
$75 





(2 


— 


que marca el valor del sala- 
rio $2 para una hora y como 
el salario es proporcional al 
tiempo, la gráfica tiene que ser 
una línea recta que pase por 
el origen. Unimos À con O y 
la recta OM es la gráfica del 
salario. 


Esta tabla gráfica nos da el 
valor del salario para cual- 
quier número de horas. Para 

FIGURA 36 
PRE o ia saber el salario correspondien- 
te a un tiempo dado no hay 
mãs que leer el valor de la ordenada para ese valor de la abscisa. Asi se ve 


que en 2 horas el salario es $4; en 2 horas y cuarto $4.50; en 3 horas, $6; en 
3 horas y 45 minutos o 3% haras, $7.50. 


Sabiendo que 15 dólares equivalen a 225 sucres, formar una tabla que per- 
mita convertir dólares en sucres y viceversa. 


Las abscisas serán dóla- 
res, (fig. 37), cada divi- dt 


sión es U. S. $1.00; las é sa 


O-— a a - e — - o. 


ordenadas sucres, cada 1 

AS e, - 
división 15 sucres. Ha- ' E | E Fa E 
Ilamos el valor de la or- si 


denada cuando la absci- 


cisa es U. S. $15.00 y te- Bi 
nemos el punto Á. Uni- | 
mos este punto con O y am 
tendremos la gráfica | [3 
| 
t 


OM. 

Dando suficiente exten- 
sión a los ejes, podemos 
saber cuântos sucres son 
cualquier número de dó- 
lares. En el gráfico se ve 
que U.S. $1 equivale a 
15 sucres, U. S. $450 Orsrrsseresunanara mam 
equivalen a 67.50 sucres, 


U.S. $9 a 135 sucres y [rear | 
U.S. $18 a 270 sucres. FIGURA 37 | 
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(3) Un tren que va a 40 Km por hora sale de un punto O a las 7 a. m. Cons- 
truir una gráfica que permita hallar a qué distancia se halla del punto de 
partida en cualquier momento y a qué hora Ilegará al punto P situado a 140 
Km de O. 


Y pira aiz 
ESBERESO EE ã ESTE EE 


(4) 


EEE 





(7am 8 820 9 915 10 10,30 X 
HORAS 


Las horas (fig. 38), son las abscisas; cada división es 10 minutos. Las dis- 
tancias las ordenadas; cada división 20 Km. 

Saliendo a las 7, a las 8 habrá andado ya 40 Km. Marcamos el punto À 
y lo unimos con O. La línea OM es la gráfica de la distancia. 

Midiendo el valor de la ordenada, veremos que por ejemplo, a las 8 y 20 se 
halla a 53.3 Km del punto de partida; a las 9? y 15 a 90 Km. Al punto P 
situado a 140 Km Ilega a las 10 y 30 a.m. 





Un hombre sale de O hacia M, situado a 20 Km de O a las 10 a. m. y va a 
8 Km por hora. Cada vez que anda una hora, se detiene 20 minutos 
para descansar. Hallar gráficamente a qué hora llegará a M. 


Cada división de OX (fig. 39), representa 10 minutos; cada división de OY 
representa 4 Km. 





ó 
12420 12340 


HORAS 


10. 


11. 


13. 


14. 


Como va a 8 Km por hora y sale a las 10 a. m. a las 11 habrá andado ya 
8 Km; se halla en A. 

El tiempo que descansa, de 11 a 11.20 se expresa con un segmento AB para- 
lelo al eje de las horas, porque el tiempo sigue avanzando. Alas 11 y 20 
emprende de nuevo su marcha y en una hora, de 11.20 a 12.20 recorre otros 
8 Km, luego se hallará en C que corresponde a la ordenado 16 Km. Descan- 
sa otros 20 minutos, de 12.20 a 12.40, (segmento CD) y a las 12.40 emprende 
otra vez la marcha, Ahora le faltan 4 Km para llegar a M. DeDamMIa 
ordenada aumenta 4 Km y al punto M corresponde en la abscisa la 1 y 10 
pm R. 


EJERCICIO 171 
(ELIJA LAS UNIDADES ADECUADAS) 


Construir una gráfica que permita hallar el costo de cualquier número 
de metros de tela (hasta 10 m) sabiendo que 3 m cuestan 34. 

Sabiendo que 5 m de tela cuestan $6, hallar gráficamente cuánto cuestan 
8m, 9m, 12 m y cuántos metros se pueden comprar con 220. 
Sabiendo que 1 dólar =15 sucres, construir una gráfica que permita 
cambiar sucres por dólares y viceversa hasta 20 dólares. Halle gráfica- 
mente cuántos dólares son 37.50, 45 y 63 sucres, y cuántos sucres son 4.50 
v 7 dólares. 

Sabiendo que bs. 200 ganan bs. 16 al amo, construya una gráfica que 
permita hallar el interés anual de cualquier cantidad hasta bs. 1000. 
Halle gráficamente el interés de bs. 450, bs. 700 y bs. 925 en un ano. 
Por 3 horas de trabajo un hombre recibe 18 soles. Halle gráficamente 
el salario de 4 horas, 5 horas y 7 horas. 

Un tren va a 60 Km por hora. Hallar gráficamente la distancia reco- 
rrida al cabo de 7 hora y 20 minutos, 2 horas y cuarto, 3 horas y media. 
Hallar la gráfica del movimiento uniforme de un móvil a razón de 8 m 
por segundo hasta 10) segundos. Halle gráficamente la distancia recorrida 
en 51 seg., en 7% seg. 

Un hombre sale de O hacia M, situado a 60 Km de O, a las 6 am. 
y va a 10 Km por hora. Al cabo de 2 horas descansa 20) minutos y 
reanuda su marcha a la misma velocidad anterior. Hallar gráficamente 
a qué hora llega a M. 

Un hombre sale de O hacia M, situado a 33 Km de O, a las 5 am. 
y vaa 9 Km por hora. Cada vez que anda una hora, descansa 10 minutos. 
Hallar gráficamente a qué hora llega a M. 

Un hombre sale de O hacia M, situado a 63 Km. de O, a 10 Km por 
hora, a las 11 am. y otro sale de M hacia O, en el mismo instante, a 
8 Km por hora. Determinar gráficamente el punto de encuentro y la 
hora a que se encuentran, 

Un litro de un e pesa 800 g. Hallar gráficamente cuánto pesan 
14 1, 28 1y 875 1 

1 Kg=2.2 lb. Hallar gráficamente cuáântos Kg son 11 lb y cuántas 
libras son 5.28 Kg. 


a "am 


Si 6 yardas = 5.5 m, hallar gráficamente cuântas yardas son 22 m, 38.5 m. 
Un auto sale de 4 hacia B, situado a 200 Km de 4, a las 8 am. y regresa 
sin detenerse en B. A la ida va a 40*Km por hora y a la vuelta a 50 Km 
por hora. Hallar la gráfica del viaje de ida y vuelta y la hora a que 
llega al punto de partida. 
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(278 ESTADISTICA 


Las cuestiones de Estadística son de extraordinaria importancia para 
la industria, el comercio, la educación, la salud pública, etc. La Estadística 
es una ciencia que se estudia hoy en muchas Universidades. 

Daremos una ligera idea acerca de estas cuestiones, aprovechando la 
oportunidad que nos ofrece la representación gráfica. 


METODOS DE REPRESENTACION EN ESTADISTICA 


El primer paso para hacer una estadística es conseguir todos los datos 
posibles acerca del asunto de que se trate. 

Cuanto más datos se reúnan, más fiel será la estadística. 

Una vez en posesión de estos datos y después de clasificarlos rigurosa- 
mente se procede a la representación de los mismos, lo cual puede hacerse 
por medio de tabulares y de gráficos. 


280) TABULAR 


Cuando los datos estadísticos se disponen en columnas que puedan ser 
leídas vertical y horizontalmente, tenemos un tabular. 

En el título del tabular se debe indicar su objeto y el tiempo y lugar 
a que se refiere, todo con claridad. Los datos se disponen en columnas 
separadas unas de otras por rayas y encima de cada columna debe haber un 
título que explique lo que la columna representa. Las filas horizontales 
tienen también sus títulos, 

Los totales de las columnas van al pie de las mismas y los totales de 
las filas horizontales en su extremo derecho, generalmente. 

Los tabulares, según su índole, pueden ser de muy diversas formas y 
clases. A continuación ponemos un ejemplo de tabular: 


VENTAS DE LA AGENCIA DE MOTORES “P. R.” - CARACAS 


ENERO - JUNIO 
CAMIONES Y AUTOMOVILES POR MESES 


AUTOMOVILES TOTAL 
MESES CAMIONES AUTOMOVILES 


ABRIL 

“MAYO 
JUNIO 
TOTALES 
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GRAFICOS 


Por medio de gráficos se puede representar toda clase de datos esta- 
dísticos. Gráficamente, los datos estadísticos se pueden representar por me- 
dio de barras, círculos, líneas rectas o curvas. 


BARRAS 


Cuando se quieren expresar simples comparaciones de medidas se em- 
plean las barras, que pueden ser horizontales o verticales. Estos gráficos 
suelen llevar su escala. Cuando ocurre alguna anomalía, se aclara con una 
nota al pie. 


PRODUCCION DE CANA DE LA COLONIA “K” 


Ejempipudo POR ANOS 1951 - 57 
gráfico con barras MILLONES DE ARROBAS 


horizontales. 





| FIGURA 40 | 


CIRCULACION DE LA REVISTA "H” 


MILLARES POR MESES JULIO-DIC. 
Ejemplo de DE EJEMPLARES 
gráfico con barras 50 


verticales. 


| FIGURA 41 | JUL, AG. SEPT. OCT, NOV. DIC. 
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283 CIRCULOS 


Algunas veces en la comparación de medidas se emplean círculos, de 
modo que sus diámetros o sus áreas sean proporcionales a las cantidades 
que se comparan. 


DEN To 


VENTAS EN VENTAS EN VENTAS EN VENTAS EN 
LA CAPITAL EL INTERIOR LA CAPITAL EL INTERIOR 
$ 40,000 $ 20,000 $40,000 $ 20,000 


| FIGURA 42 | 


En la figura 42-A se representan las ventas de una casa de comercio 
durante un afio, $40000 en la Capital y $20000 en el interior, por medio de 
dos círculos, siendo el diámetro del que representa $40000 doble del que 
representa $20000. En la figura 42-B el área del círculo mayor es doble que 
la del menor. 

Siempre es preferible usar el sistema de áreas proporcionales a las can- 
tidades que se representan en 
vez del de diámetros. 

Este sistema no es muy usa- 
do; es preferible el de las barras. 

Los círculos se emplean 
también para comparar entre sí 
las partes que forman un todo, 
representando las partes por sec- 
tores circulares cuyas áreas sean 
proporcionales a las partes que x, A 
se comparan. / Í 

Así, para indicar que de los 0) A 
$30000 de venta de una casa de VENTA 
tejidos en 1958, el 20% se vendió $30,000 $30,000 


al contado y el resto a plazos, se | 
puede proceder así: rua | 
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Es preferible el método de barras B, dada la dificultad de calcular 
claramente el área del sector circular. 

Para expresar que de los $120000 en mercancias que tiene en existen- 
cia un almacén, el 25% es azúcar, el 20% es café y el resto víveres, podemos 
proceder así: 





EXISTENCIA EXISTENCIA 
$ 120,000 $120,000 


Los gráficos anteriores en que las partes de un todo se representan por 
sectores circulares son llamados en inglés “pie charts”, (gráficos de pastel) 
porque los sectores tienen semejanza con los cortes que se dan a un pastel. 


(284) LINEAS RECTAS O CURVAS. GRAFICOS POR 

EJES COORDENADOS 

Cuando en Estadística se quieren expresar las variaciones de una can- 
tidad en función del tiempo se emplea la representación gráfica por medio 
de ejes coordenados. Las abscisas representan los tiempos y las ordenadas 
la otra cantidad que se relaciona con el tiempo. 


Cuando una cantidad y es proporcio- 
nal al tiempo t, la ecuación que la liga con 
éste es de forma y =at, donde a es cons- 
tante, luego el gráfico de sus variaciones será 
una línea recta a través del origen y si 
su relación con el tiempo es de la forma 
y=at+b, donde a y b son constantes, el 
gráfico será una línea recta que no pasa 
por el origen. 

Asi, la estadística gráfica de las ganan: 
cias dg un almacén de 1954 a 1957, sabiendo 
que en 1954 ganó $2000 y que en cada afio 
[meus posterior ganó $2000 más que en el inmedia- 

| to anterior, está representado por la Ji 


nea recta OM en la fig. 45. 
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Pero esto no es lo más corriente. Lo usual es que las variaciones de la 
cantidad que representan las ordenadas sean más o menos irregulares y en- 
tonces el gráfico es una línea curva o quebrada, 


La fig. 46 muestra las variaciones de 
la temperatura mínima en una ciudad del 
dia 15 al 20) de diciembre, Se ve que el 
dia 15 la minima fue 17.5º; el dia 16 de 
10º, el dia 17 de 15º, el 18 de 25º, el 19 
de 22º y el 90 de 15º. La línea quebrada 
que se obtiene es la gráfica de las varia- 
ciones de la temperatura. 


En la fig. 47 se representa la produc- 
ción de una fábrica de automóviles durante 
los 12 meses del ano en los anos 1954, 1955, 
1956 y 1957. 

El valor de la ordenada correspondiente 
a cada mes da la producción en ese mes. 

El gráfico exhibe los meses de mínima 
y máxima producción en cada ano. 


En la fig. 48 se exhibe el aumento de 
la población de una ciudad, desde 1935 
hasta 1960. Se ve que en 1935 la población 
era de 5000 almas; el aumento de 1935 a 
1940 es de 2000 almas; de 1940 a 1945 de 
6000 almas; etc. La población en 1955 es 
de 30000 almas y en 1960 de 47000 almas. 


m- EJERCICIO 172 


1. Exprese por medio de barras horizontales o verticales que en 1962 las 
colonias del Central X produjeron: La colonia A, 2 millones de arrobas; 
la colonia B, 3 millones y medio; la colonia C, un millón y cuarto y la 
colonia D, 41 millones. 

2. Exprese por barras que de los 200 alumnos de un colegio, hay 50 de 
10 anios, 40 de 11 anos, 30 de 13 anos, 60 de 14 anios y 20 de 15 anos. 

3. Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 80000 
sacos de mercancias que tiene un almacén, el 40% son de azúcar y el 
resto de arroz. 
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4. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 200000 
autos que produjo una fábrica en 1962 100000 fueron camiones, 40000 
autos abiertos y el resto cerrados. 

Exprese por barras horizontales que cl ejército del país 4 tiene 3 mi- 
Hones de hombres, el de B un millón 800000 hombres y el de € 600000 
hombres. 

Exprese por medio de barras verticales que la circulación de una revista 
de marzo a julio de 1962 ha sido: marzo, 10000 ejemplares; abril, 14000; 
mayo, 22000; junio, 25000 y julio, 30000. 

Indique por medio de barras que un almacén ganó en 1956 $3000 y 
después cada ano hasta 1962, ganó $1500 más que el ano anterior. 


Exprese por medio de barras que un hombre tiene invertido en casas 
bs. 540000; em valores bs. 400000 y en un Banco bs. 120000. 

Exprese por medio de barras que un país exportó mercancias por los 
siguientes valores: en 1957, 14 millones de pesos; en 1958, 17 millones; 
en 1959, 22 millones; en 1960 30 millones; en 1962 25 millones y en 
196 2 40 millones. 

Haga un grálico que exprese las temperaturas máximas siguientes: 
Dia 14, 32º; dia 15, 35º; dia 16, 38º; dia 17, 22º; día 18, 15º; dia 19, 25º. 
Haga un grálico que exprese las siguientes temperaturas de un enfermo: 
Dia 20: a las 12 de la noche, 39º; a las 6 am., 39.5º; a las 12 del dia 40º; 
a las 6 p.m., 38.5º. Dia 21: a las 12 de la noche, 38º; a las 6 am., 37º; 
a las 12 del dia, 37.4º; a las 6 pm, 36º. 

Las cotizaciones del dólar han sido: Dia 10, 18.20 soles; dia 11, 18.40; 
dia 12, 19.00; día 13, 18.80; día 14, 18.60. Exprese gráficamente esta 
cotización. 

Un alumno se examina de Algebra todos los meses. En octubre obtuvo 
do puntos y en cada mes posterior hasta mayo obtuvo 5 puntos más que 
en el mes anterior. Hallar la gráfica de sus calificaciones. 


Las caliticaciones de un alumno en Algebra han sido: octubre 15, 
90 puntos; oct. 30, 60 puntos; nov. 15, 72 puntos; nov. 30, 85 puntos; 
dic. 15, 95 puntos. Hallar la gráfica de sus calificaciones., 

La población de una ciudad fve en 1930, 5000 almas; en 1940, 10000 
almas; en 1950, 20000 almas; en 1960, 40000. Hallar la gráfica del aumento 
de población. 

Las ventas de un almacén han sido: 1957, $40000; 1958, $S60000; 
1959, 835000; 1960 $20000; 196 1. 85000; 1962, $12500. Hallar la gráfica 
de las ventas. 

Las importaciones de un almacén de febrero a noviembre de 1962 han 
sido: febrero, 856000; marzo, $80000; abril, $90000; mayo, $100000; junio, 
$82000; julio, >74000; agosto, 860000; septiembre, $94000; octubre, 
$75000 y noviembre, $63000. Hallar la gráfica. 

Las cantidades empleadas por una compania en salarios de sus obreros 
de julio a diciembre de 1962 fueron: julio 825000; agosto, S30000; 
sept. S40000; oct. $20000; nov., $12000; dic., $23000. Hallar la gráfica 
de los salarios. 

Recomendamos a todo alumno como ejercicio muy interesante que lleve 
una estadística gráfica de sus calificaciones de todo cl curso en esta 
asignatura, 


VERSALLES 





capmuto XXI 
ECUACIONES INDETERMINADAS 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 


Consideremos la ecuación 2x + 3y=12, que tiene dos variables o in- 
cógnitas. Despejando y, tentrenos: 





Para cada valor que demos a x obtenemos un valor para y. Así, para 
x=0, y=4 X=2 yY=28 
x=1, y=8 2=3, y=2, 
Todos estos pares de valores, sustituidos en la ecuación dada, la con- 
vierten en identidad, o sea que satisfacen la ecuación. Dando valores a x 
podemos obtener infinitos pares de valores que satisfacen la ecuación. Esta 
es una ecuación indeterminada. Entonces, toda ecuación de primer grado 
con dos variables es una ecuación indeterminada. 


(286) RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO CON 
DOS INCOGNITAS. SOLUCIONES ENTERAS Y POSITIVAS 


Hemos visto que toda ecuación de primer grado con dos incógnitas es 
indeterminada, tiene infinitas soluciones; pero si fijamos la condición de 
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que las soluciones sean enteras y positivas, el número de soluciones puede 
ser limitado en. algunos casos. 


Ejemplos (1) Resolver x+y = 4, para valores enteros y positivos. 


(2) 


Despejando y, tenemos: y=4-—x. 


El valor de y depende del valor de x; x tiene que ser entera y positiva según 
la condición fijada, y para que y sea entera y positiva, el mayor valor que 
podemos dar a x es 3, porque si x=4, entoncesy=4—-x=4—-4=0,ysix 
es 5 ya se tendria y =4— 5= —1, negativa. Por tanto, las soluciones ente- 
ras y positivas de la ecuación, son: 


x=1 y=3 
x= y=2 
x=3 y=) R 


Resolver 5x + 7y = 128 para valores enteros y positivos. 
Despejando x que tiene el menor coeficiente, tendremos: 





Ahora descomponemos 128 y — 7y en dos sumandos uno de los cuales sea el 
mayor múltiplo de 5 que contiene cada uno, y tendremos: 








125+3—-5y-—2y 125 5Sy 3J-2y 3 — 2y 
Pi E UR =95—y+ 
E 5 5 5 5 NET 
3— 2y 3—2y 





luego queda: x=25—-y+ y de aqui E rs 


Siendo x e y enteros, (condición fijada) el primer miembro de esta igualdad 
tiene que ser entero, luego el segundo miembro será entero y tendremos: 





Ahora multiplicamos el numerador por un número tal que al dividir el coefi- 
ciente de y entre 5 nos dé de residuo 1, en este caso por 3,y tendremos: 
ça d 


Ae 
= entero 





Q sea 


4 eme 
luego nos queda 1 —y+ —— = entero. 


4 4 em 


y y 
sea entero es necesario que = entero. Lla- 








Para que 1— y + 


memos m a este entero: -—-——— =m, 


3) 
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Despejando y: 4—-y=5m 
— y=5m—4 
y=4-5m. (1) 
Sustituyendo este valor de y en la ecuación dada 5x + 7y = 128, tenemos: 


5x +7(4—5m)= 128 
5x + 28 — 35m = 128 





5x = 100 + 35m 
*100+35m 
O rena 
j (2) 
Reuniendo los resultados (1) y (2), tenemos: 
; mr E ca ja donde m es entero. 


Ahora, dando valores a m obtendremos valores para x e y. Si algún valor es 
negativo, se desecha la solución. 


Asi: Para  m=0 x=20, y=4 
m=] x=27, y=— se desecha. 


No se prueban más valores positivos de m porque darian la y negativo. 


Para m=-— x= 13 y=9 
m=—2 x= 6, y=14 
m=-—3 x=— 71, se desecha. 


No se prueban más valores negativos de m porque darian la x negativa. 
Por tanto, las soluciones enteras y positivas de la ecuación, son: 


x=20 y=4 
x= 6 yv=14.R. 


Los resultados (1) y (2) son la solución general de la ecuación. 

















Resolver 7x — 12y = 17 para valores enteros y positivos. 
- 7+12y 
Despejando x: 7x=17+12y .. x= - 
14+3+7y+5y 4 7y 3+5 3+5y 
E e re: 25) cr te rj =2+y+ 
o sea x ; ts : y 
+55 
lvego queda x=2+y+ À 
3+5y 
o sea x—2-—-y= 7 - 


Siendo x e y enteros, x— 2— y es entero, luego 
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Multiplicando el numerador por 3 (porque 3X 5=y 15 dividido entre 7 da 














9+15y 
residuo 1) tendremos: ; = entero 
osea9+15y 7+2+l4yy+y 7 14 y+2 y+2 
——— Depot =1|+ty+— = ent 
5 z 7 "3 fe 5 + 2yt z entero 

+.2 

luego queda: Fay + — = entero. 

Para que esta expresión sea un número entero, es necesario que d = entero. 
+2 

Llamemos m a este entero: = m. 

Despejando y: y+2=7m 


y=/m-2. (1) 
Sustituyendo este valor de y en la ecuación dada 7x — 12y = 17, se tiene: 


fx—1217/m=2)=W 
7x— B84m + 24= 17 
7x = B4m—7 
84m —7 


X 





La solución general es: JX=12m— 1 gonde m es entero. 
y= /m-—2 


Si m es cero o negativo, x e y serian negativas; se desechan esas soluciones. 
Para cualquier valor positivo de m, x e y son positivas, y tendremos: 


Para m = x= 4 == 
m=3 x=35 y=19 
m=4 x=47 y = 26 


COD V.oIo IDA" O .D. 6 DT 0/0 0- 0U!6 "CO DID 


y así sucesivamente, luego el número de soluciones enteras y positivas es ili- 
mitado. 


OBSERVACION 


Si en la ecuación dada el término que contiene la x está conectado con el tér- 
mino que contiene la y por medio del signo + el número de soluciones enteras 
y positivas es limitado y si está conectado por el signo — es ilimitado. 


m- EJERCICIO 173 


se. po qo 4 


Hallar todas las soluciones enteras y positivas de: 


x+y=5. 6. 15x+7y=136. 11. T7x-+5y=104. 16. 10x+13y=294. 
2x+3y=37. 7. x+ôy=24. 12. 10x+y=32. 17. 11x+8y=300. 
3x+5y=48. 8. 9x+11y=203. 13. 9x+4y=86. 18. 21x+259=705. 
x+3y=9. 9. x+2y=78. 14. 9x+11y=207. 


Tx+8y=115. 10. 8x+13y=162. 15. 1lx+12y=354. 


ECUACIONES INDETERMINADAS & 3] 5 


Hallar la solución general y los tres menores pares de valores enteros 
y positivos de x e y que satisfacen las ecuaciones siguientes: 


19. 3x—4y=5. 22. 11x—12y=0. 25. 8x—13y=407. 
20. 5x—8y=1. 23. 14x—17y=32. 26. 20y-23x=411. 
91. Tx—l3y=48. 24. T7x—11y=83. 27. 5y—7x=312. 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES INDETERMINADAS 


Un comerciante emplea Q. 64 en comprar lapiceros a Q.3 cada uno 
y plumas-fuentes a Q. 5 cada una. «Cuánios lapiceros y cuántas pla- 
mas-fuentes puede comprar? 
Sea x = número de lapiceros. 
y= número de plumas-fuentes. 


Como cada lapicero cuesta Q. 3, los x lapiceros costarán 


Q. 3x y como cada pluma cuesta Q. 5, las y plumas costarán 


Q. 5y. Por todo se paga Q. 64; luego, tenemos la ecuación: a 


Resolviendo esta ecuación para valores enteros y positivos, se obtienen 
las soluciones siguientes: 








luego, por Q. 64 puede comprar 18 lapiceros y 2 plumas o 13 lapiceros y 
5 plumas u 8 lapiceros y 8 plumas o 3 lapiceros y 11 plumas. R, 


m- EJERCICIO 174 


1. «De cuántos modos se pueden tener $42 en billetes de $2 y de $5? 

2. «De cuántos modos se pueden pagar $45 en monedas de $5 y de $10? 

3. Hallar dos números tales que si uno se multiplica por 5 y el otro 
por 3, la suma de sus productos sea 62. 

4. Un hombre pagó 340 bolivares por sombreros a bs. 8 y pares de zapa- 
tos a bs. 15. «Cuántos sombreros y cuántos pares de zapatos compró? 

5. Un hombre pagó $42 por tela de lana a $1.50 el metro y de seda a 
$2.50 el metro. ;Cuántos metros de lana y cuántos de seda compró? 


6. En una excursión cada nifo pagaba 45 cts. y cada adulto $1. Si el gasto 
total fue de $17, icuántos adultos y ninos iban? 


7. Un ganadero compró caballos y vacas por 41000 sucres. Cada caballo 
le costó 460 sucres y cada vaca 440 sucres. gCuántos caballos y vacas 
compró? 

8. El triplo de un número aumentado en 3 equivale al quíntuplo de otro 
aumentado en 5. Hallar los menores números positivosque cumplen 
esta condición. 


9. De cuántos modos se pueden pagar $2.10 con monedas de 25 cts. y 
de 10 cts.? 
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION LINEAL 

Las ecuaciones de primer grado con dos variables se llaman ecuaciones 
lineales porque representan líneas rectas. En efecto: 

Si en la ecuación 2x — 3y = 0, despejamos y, tenemos: 


y aquí vemos que y es función de primer grado de x sin término indepen- 
diente, y sabemos (274) que toda función de primer grado sin término in- 
dependiente representa una línea recta que pasa por el origen. 


S1 en la ecuación 4x — 5y = 10 despejamos y, tenemos: 
4x — 10 
õ 
y aquí vemos que y es función de primer grado de x con término inde- 
pendiente, y sabemos que toda función de primer grado con término inde- 


pendiente representa una línea recta que no pasa por el origen (274). Por 
tanto: 


4 
—0y=10—-4x o sea 5y=4x-—10 .. y= o sea p= (a 


Toda ecuación de primer grado con dos variables representa una lí- 
nea recta. 

$i la ecuación carece de término independiente, la línea recta que ella 
representa pasa por el origen. 

Si la ecuación tiene término independiente, la línea recta que ella re- 
presenta no pasa por el origen. 


| Ejemplos 
(1) Representar gráficamente la ecuación 5x — 3y = 0. 


Como la ecuación carece de término independiente el origen es un punto de 
la recta. (Fig. 49). Basta hallar otro punto cualquiera y unirlo con el origen. 
Despejando y: 


Hallemos el valor de y para un valor cualquiera 
de x, por ejemplo: 


Para x=3, y=5. 


El punto (3, 5) es un punto de la recta, que uni- 
do con el origen determina la recta 5x — 3y = 0. 


FIGURA 49 


! 
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(2) Gráfico de 3x + 4y = 15. 


(3) 


(4 


“ 


Como la ecuación tiene término independiente la 
linea recta que ella representa no pasa por el 
origen. En este caso, lo más cómodo es hallar 
los interceptos sobre los ejes. El intercepto sobre 
el eje de las x se obtiene haciendo y = O y el in- 
tercepto sobre el eje de las y se obtiene ha ien- 
do x=0. 


Tenemos: 
Para y=0, x=5 
x=0, y=3. 
Marcando los puntos (5,0) y (0,3%), (Fig. 50 ), 


y uniéndolos entre sí queda representada la rec- 
ta que representa la ecuación 3x + 4y = 15. 


Gráfico de x—3=0. 
Despejando x, se tiene x =3. 
Esta ecuación equivale a Oy + x=3. 


Para cualquier valor de y, el término Oy = O. Para 
y=0, x=3; para y=1, x=3; para y=2, 
x=3, etc., luego la ecuación x=3 es el lugar 
geométrico de todos los puntos cuya abscisa es 
3,0 sea que x—3=0 6 x=3 representa una 
linea recta poralela al eje de los y que pasa por 
e! punto (3,0). (Fig. 51). 

Del propio modo, x + 2=0 6 x=— 2 represen- 
ta una línea recta paralela al eje de las y que 
pasa por el punto (— 2, 0). (Fig. 51). 

La ecuación x =0, representa el eje de las or- 
denadas. 


Gráfico de y— 2=0. 
Despejando y se tiene y = 2. 


Esta ecuación equivale a Ox +y=2, o sea que 
para cualquier valor de x,y = 2, luego y — 2=C 
oy=2 es el lugar geométrico de todos los pun- 
tos cuya ordenada es 2, luego y =2 representa 
una línea recta paralela al eje de las x que pasa 
por el punto (0, 2). (Fig. 52). 

Del propio modo, y+4=0 6y = — 4 represen- 
ta una línea recta paralela al eje de las x que 
pasa por el punto (0, — 4). (Fig. 52). 


La ecuación y = 0 representa el eje de las abs- 
cisas. 
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Hallar la intersección de 3x+4y=10 con 2x+y=0. 


Representemos ambas líneas. (Fig. 53). 
En 3x + 4y = 10, se tiene: 

Para x=0, y=2 

y=0, x=3%, 

Marcando los puntos (0, 23) y (34, 0) y unién- 
dolos queda representada 3x + 4y = 10, 
En 2x+y =0 se tiene: 

Para x=1, y=—2. 


Uniendo el punto (1, —2) con el origen (la 
ecuación carece de término independiente ) que- 
da representada 2x + y =0. 

En el gráfico se ve que las coordenadas del pun- 
to de intersección de las dos rectas son x= — 2, [ meus 
y =4, luego el punto de intersección es [— 2, 4). FISURA: 32 


—-— -— — e ço 








Hallar la intersección de 2x +5y =4 con x +2y=— 5, 
En 2x + 5y =4, se tiene: 
Para x=0, y=t 
y=o0, x=2. 
Marcando estos puntos (Fig. 54) y uniéndolos que- 
da representada la ecuación 2x + 5y = 4, 
En 3x+2y=—5, se tiene: 
Para x=0, y=-2 
y=0, x=— 13. 
Marcando estos puntos y uniéndolos queda re- 
presentada la ecuación 3x + 2y =— 5. 





Lo intersección de las dos rectas es el punto 


[= 3, 2) .R. 
FIGURA 54 | 
EJERCICIO 175 mms ) 


Representar gráficamente las ecuaciones: 


x—y=0. 6. 8x=9. 11. dx—dy=8. 16. 10x-3y=0. 
x+y=5. 7. x-y=—d. 12. 2x+59=30. 17. 9x+2y=-12. 
x—1=0. 8. x+6=0. 13. 4x+5y=-—20. 18. 7x—-2y-14=0. 
y+9=0. 9. y—-7=0. 14. 7x—12y=84. 19. 3x—dy—6=0. 
ox+2y=0. 10. 2x+3y=-20. 15. 2y-3x=9. 20. 8y—15x=40. 
Hallar la intersección de: 

x+1=0 con y-4=0. 26. x+5=0 con 6x—-7y=—9, 

3Jx=2y con x+y=5. 27. 3x+8y=28 con 5x—-2y=-—30. 
x—y=2 con 3x+y=18. 28. y-4=0 con 7x+2y=22. 

2x—y=0 con 5x+4y=—26. 29. 6x=-5y con dx—-3y=—38. 


5x+6y=—9 con 4x—3y=94. 30. 5x—2y+14=0 con 8x-5y+17=0. 


LONDRES 





BROOK TAYLOR (1685-1731) Matemático y hom- de oscilación. su obra fundamental, e pa los 
bre de ciencia inglés. Cultivó la física, la música y incrementos directos e Fava es rin- 
la pintura, Pertenecia a un círculo de discípulos de ge básicos del cálculo de las diferencias. finitos. 
Newton, y se dio a conocer en 1708 al presentar en el Algebra elemental Pnet el Teorema de 
ta “Royal Society” um trabajo acerca de los centros Toyior, cuya consecuencia es el Teorema de Maclaurin. 


capmuto YYXTV 





ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO 
CON DOS INCOGNITAS 


ECUACIONES SIMULTANEAS 
Dos o más ecuaciones con dos o más incógnitas son simultáneas cuan- 


do se satisfacen para iguales valores de las incógnitas. 


Asi, las ecuaciones 





son simultáneas porque x=3, y=?2 satisfacen ambas ecuaciones. 


ECUACIONES EQUIVALENTES son las que se obtienen una de la 


otra. 
Asi, “x+ 9=4 
Deri=ô 
son equivalentes porque dividiendo por 2 la segunda ecuación se obtiene 
la primera, 


Las ecuaciones equivalentes tienen infinitas soluciones comunes. 
Ecuaciones independientes son las que no se obtienen una de la otra. 
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Cuando las ecuaciones independientes tienen una sola solución co- 
mún son simultáneas. 

Así, las ecuaciones x+y=5 y x—y=1 son independientes porque no 
se obtienen una de la otra y simultáneas porque el único par de valores 
que satisface ambas ecuaciones es x=3, y=2. 

Ecuaciones incompatibles son ecuaciones independientes que no tie- 
nen solución común. 


Asi, las ecuaciones a. 


son incompatibles porque no hay ningún par de valores de x e y que veri- 
fique ambas ecuaciones. 





291) SISTEMA DE ECUACIONES es la reunión de dos o más ecuaciones con 
dos o más incógnitas. 


há Es Asi 


es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 





Solución de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las 
incógnitas que satisface todas las ecuaciones del sistema: La solución del 
sistema antericr es x=2, y=3. 

Un sistema de ecuaciones es posible o compatible cuando tiene solu- 
ción y es imposible o incompatible cuando no tiene solución. 

Un sistema compatible es determinado cuando tiene una sola solución 
e indeterminado cuando tiene infinitas soluciones. 


SISTEMAS DE DOS ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER 
GRADO CON DOS INCOGNITAS 


RESOLUCION 


Para resolver un sistema de esta clase es necesario obtener de las dos 
ecuaciones dadas una sola ecuación con una incógnita. Esta operación se 
lama Eliminación. 


(293) METODOS DE ELIMINACION MAS USUALES 


Son tres: Método de igualación, de comparación y de reducción, tam- 
bién llamado este último de suma o resta. 
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|. ELIMINACION POR IGUALACION 


à A Tx+4y=13. (1) 
Resolver el sistema bx Dy=19, (9) 


Despejemos una cualquiera de las incógnitas; por ejemplo x,en am- 
bas ecuaciones., 
13 — 4y 
Despejando x en (1): Tx=13-4y . x=——""—. 
19 +2y 


Despejando x en (2): 5x=19+2y. x= a 
õ 


Ahora se igualan entre sí los dos valores de x que hemos obtenido: 





y ya tenemos una sola ecuación con una incógnita; hemos eliminado la x. 
Resolviendo esta ecuación: 


5(13 — 4y) = T(19 + 23) 
69 — 20y = 133 + 14y 
— 20y — 14y = 134 — 65 
— ddy = 68 
y=—2. 


Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las ecuaciones dadas, 
por ejemplo en (1) (generalmente se sustituye en la más sencilla), se tiene: 


Tx+4H—-2)=13 


ix—8=13 dO Doda 8. 
7x =21 | J=—2. 
Xx=3. 
VERIFICACION 
Sustituyendo x=3, y=—2 en las dos ecuaciones dadas, ambas se con- 
vierten en identidad. 
B- EJERCICIO 176 
Resolver por el método de igualación: 
1. PAES 4. Tx—4y=5. 7. Slôx—119y=—87. 
Tx—3y=9. 9x+8y=13. (—12x—-5y=—97. 
2. ae As 5. S9x+16y=7. 8. EE fm 
9x +8y=—60. | dy—3x=0. 12x+10y=-—4. 
3. 3x+5y=7. 6. l4x—11y=-—29. o. 16x—18y=-—85. 
Ix—y=—4, 13y—8x=30. | 24x—5y=—5. 


acSEnas Ha.DoR - 1 


322 O  ALGEBRA 
IH. ELIMINACION POR SUSTITUCION 


j 2x + 5y=— 24. (1) 

Resolver el sistema Bx—3y)= 19. (2) 
Despejemos una cualquiera de las incógnitas, por ejemplo x, en una 
de las ecuaciones. Vamos a despejarla en la ecuación (1). Tendremos: 


Este valor de x se sustituye en la ecuación (2). 


(E )-3y=19 


y ya tenemos una ecuación con una incógnita; hemos eliminado la x. 





Resolvamos esta ecuación. Simplificando 8 y 2, queda: 
4(—24-—-5y)— 3y=19 
— 96 — 20y — 3y=19 
— 20y— 3y=19+96 


— 23y = 115 
y=-—5. 
Sustituyendo y =—5 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem- 


plo en (1) se tiene: 
2x + 5(—5)=— 24 


2x — 29 = — 24 XxX = = 
2x = 1 R. ã 
1 y=-5. 
Xx=—, 
2 
VERIFICACION 
Haciendo x=4, y=—5 en las dos ecuaciones dadas, ambas se convier- 
ten en identidad. 
Bm  EJERCICIO 177 
Resolver por sustitución: 
L ) x+3y=6. a Jx—5y=8. 7 Jdxrôy=5. 
5x—2y=18. —T7x+8y=25. “ L—10y-4x=—1. 
dx+T7y=-1. 5. | 15x+11y=32. 8 32x—25y=18. 
—3x+4y=—24. 7y—9x=8. — (16x+15y=1. 


) 4y+3x=8. 6. 10x+18y=—11. 9 —13y+11x=—103. 
8x—9y=—77. 16x—9y=—5. — (-—-8x+79=94. 
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HI. METODO DE REDUCCION 


ox + 6y= 20. (1) 
(298) Resolver el sistema ix —Sy=—98. (9) 


En este método se hacen iguales los coeficientes de una de las incóg- 
nitas. 


Vamos a igualar los coeficientes de y en ambas ecuaciones, porque es 
lo más sencillo. 


El m.c.m. de los coeficientes de y, 6 y 3, es 6. 
Multiplicamos la segunda ecuación por 2 porque 
ESTE ata men RE A é 


2x 3=6, y tendremos: 


ox +6y= 20 
Como los coeficientes de y que hemos igua- 8x — 6y = — 46 
lado tienen signos distintos, se suman estas ecua- E = 
ciones porque con ello se elimina la y: Fa 26 
—.— 13 quo SU 
Sustituyendo x = — 2 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem- 
plo en (1), se tiene: (—2)+6y=20 
— 10+6y=20 O E ia 
6y =30 “ly= 5 
y= 5. 


: [10x+ 9= 8 (1) 
Resolver el sistema | 8x—15y=-1. (2) 
Vamos a igualar los coeficientes de x. El m.c.m. 


de 10 y 8 es 40; multiplico la primera ecuación por 4 eee anti 
porque 4x 10=40 y la segunda por 5 porque 5x8=40, 
ciliar 


y tendremos: 


Como los coeficientes que hemos igualado 40x + 36y ='d4 
tienen signos iguales, se restan ambas ecuaciones — 40x + 15y= 5 
y de ese modo se elimina la x. Cambiando los cc  NHiy=% 
signos a una cualquiera de ellas, por ejemplo a E 
la segunda, tenemos: Pa Pd É 


Sustituyendo y=4 en (2), tenemos: 


Bx—15(4)=-1 


=] 
8x—5 =-1 ide 
E : R. 4 
y=>— 
=—=— 3 

“8 o 
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El método expuesto, que es el más expedito, se lama también de suma 
o resta porque según se ha visto en los ejemplos anteriores, si los coeficien- 
tes que se igualan tienen signos distintos se suman las dos ecuaciones y si 
tienen signos iguales, se restan. 

Es indiferente igualar los coeficientes de x o de y. Generalmente se 
igualan aquellos en que la operación sea más sencilla. 


m- EJERCICIO 178 


Resolver por suma o resta; 


6x—5y=—9. 7 10x—3y=36. 12x—14y=20. 
1. )4x+3y=13. d. )ox+5y=-4. 9d. 11%W-14x=-19. 
ix—lõy=1. lIx—9y=2. lôx—y=40. 
2 Y-x—by=8. 13x—15y=—2 10. 19x+8y=236. 
| 3x—dy=41. 18*+59==11. 36x—1lly=—14. 
3. | 1Ix+6y=47. 12x+11y=31. 11. )94x-17y=10. 
9x+1ly=—14. E Gx+Ty=—4, 12x—177=104. 
Gx—5y=—34. 8. )11x-13y=-48. 12 )15x+19y=-31. 


(298) resoLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS 

ECUACIONES ENTERAS CON DOS INCOGNITAS 

Conocidos los métodos de eliminacion, resolveremos sistemas en que 
antes de eliminar hay que simplificar las ecuaciones. 


3x — (4) + 6) = 2y — (x + 18). 
2%—3 = w-y+4, 
Suprimiendo los signos de agrupación: Roo e dy 
dx—dy—2y+x=—18+6 
2x— x+y=4+3 


1. Resolver el sistema 


Transponiendo: 





Reduciendo términos semejantes: 4 fee Og 
(xty= 7 
a? 2x — 3y=—6 
Dividiendo la 1a. 3: , 
ividiendo la la. ecuación por + 7= 71) 
2x— 3y=—6 
Vamos a igualar los coeficientes de y. Multiplicamos dx +dy= 21 
la segunda ecuación por 3 y sumamos: de = 35 
Xx= 8. 
Sustituyendo x=3 en (1), se tiene: 
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2. Resolver el sistema 


Efectuando las operaciones indicadas: 


Transponiendo: 


Reduciendo: 


Dividiendo por 3 la 2a. ecuación: 


Multiplicando la la. ecuación 


por 3 y la 2a. por 8: 


Cambiando signos a la la. ecuación: 


Sustituyendo y=—4 en (1): 


! 
| 
Trad ni 
| 
| 


(2x +)—AUy—x)=— 4&y+ 7). 


3(2y + 3x) — 20 = — 53. 


( 6x +3y— 2y + 2x = — dy — 28 
| 6y + 9x — 20= — 53 


( 6x + 3y—2y+ 2x + dy=—28 
9x + 6y=— 093+20 


8x + 5y = — 28 
9x + 6y =—33 


3x+2y=—11 (1) 


3x + 2(— )=—11 
gx —8 = 
3x = 
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24x + 15y = — 84 
24x + 16y= — 88 
— 24x — 19y= 84 
2Ax+16y=—88 
7 =— Cc y=-4 
— 11 x=-1. 
— R. raR 





Resolver los siguientes sistemas: 


ai 8x—0=7y—9, 
“ | 6x=3y+6. 

| x-1=y+1. 
2 Yx-3=8y—1. 
3 | Hx+2)=2 
“ 29+5)=7x. 


x—1=2(9+6). 
x+6=3(1—29). 


30—(8—x)=29+30. 
àx—29=x—(5—49). 


— 


Lá 
5 | 
à 


4x—(3y+71)=5y—47. 


3x—(9x+9)=5y—(2x+99). 


7. 


10. 


11. 


(x—y)—(6x+8y)=—(10x+5y+8). 
 (x+y)—(9y—11x)=2y—2x. 


4 5(x+3y)—(7x+89)=—6. 
| 7x—9y—2(x— 187)=0. 

| 2(x+5)=4(y—dx). 
110(y=x)=11y—12x. 


RP, Mi 7)=0. 
5(x—1D)—(2y—1)=0. 


12(x+2y)—8(2x+7)=2(5x— 69). 
20(x—4y)=—10. 

( A GA SR 

| y(x—6)—x(y+9)=54 
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RESOLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS 
ECUACIONES FRACCIONARIAS CON DOS INCOGNITAS 





3x + 4 a + 2 
fi: 3 
1. Resolver el sistema 
2 es 4 4 .* + aa 








21x — iiiodioe T(y + 2) 
44y — 2(5x + 4) = 11(x + 24) 
2lx— 9x—12= 7y+ 14 
44y — 10x — 8=1lx + 264 
2lx— 9x— Ty= 14+12 
— 10x — llx + 44y = 264 + 8 
l2x— 7y= 26 (1) 
— 21x + 44y = 272 
84x — 49y= 182 
— 84x + 176y = 1088 


Suprimiendo denominadores: 


Efectuando operaciones: 


Reduciendo: 


Multiplicando la la. ecuación 
por 7 y la 2a. por 4: 


| 
| 
Transponiendo: | 
| 


—  RMW=1270 
y=10. 
Sustituyendo y=10 en (1): 
12x — 70 = 26 8 
b/ X= . 
12x = 96 R. ) w= 10. 
2 =B, ; 
x+9 2 
x—y 7 
2. Resolver el sistema 
8x +y—1 
x — Y — 2 ás 


x + 9)=— Ux —3) 
Sety-l= Ug=y—2) 


ixtiy=—2x+2y 
tx+ty—-1l= 2x—2y—4 


| 
| 
td 
| 
| 


Suprimiendo denominadores: 
Efectuando operaciones: 


T 
ransponiendo: Bx+y—2x+2y =-4+1 


9x +57=0 (1) 
6x + 3y=—3 

9x + 5y=0 

2x + y=—1 


Reduciendo: 


Dividiendo por 3 la 2a. ecuación: 


Multiplicando por —5 la 2a. ecuación: ) 


no 


ECUACIONES SIMULTANEAS COM DOS INCOGNITAS 


2 





Sustituyendo x=—5 en (1): 
H—5)+Hõ5y= 0 
—4+5y= 0 
dy =45 
EJERCICIO 180 
Resolver los siguientes sistemas: 
7. o) J 
y O 19 
+—=7 —+—W=D—TJ-. 
“o sa tê 
ox 
jo PH *+2=0. 
7 8 
8. 
3) l. 4 
— — = 15. — % — — 9 == 
ar: Rad neo 
x 2) 
—+—=65. 2x+1 9 
a =+. 
9. 5 4 
x 
3 — — = 26 — Y = — 
) 14 2x — 3y 8. 
DS 
E 12x+5y+6=0. 
ai 5x 7 
3 3 
du-dy=2 — =3(0+2 
5 4" di 
11. 
= E jim dis 
=). E + dx = dam 
*x-Dy=1. e A 
1 do x 9 1 
87"? 390º la 


dx + 57=0 
— JUx —5y=5 


=> 


£=-— 5. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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19. 


21. 


23. 
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X+y 9% A 














6 3 24 
x Xx—) 5 

3” 6 12 
asi a 
+ 2 

SX— 3P—x 

8 6 
2-2 =9+2 
dx 

E 


y(x—4)=x()—6). 


[oa 
fed 
pueah 


3(x+37) 21 


5x+6y 17 
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24. 


25. 


26. 





























7 é q 
dx—3y+6 Bu Py— 
6 10 
x—y+4 +2º 
x+ 
DD =. 7. 
GR 
x+y+1 3 
x+ty—1 & 
x 3 1 
É: 2 , 
y—x 2x+y 17 
3 2 24 
X—2 9-1 
x+2º 9-5 
x+1 º  y—3 
gt v—5. 
a—y—1 03 
xty+1 0 17 
x+y—1 
da 
x—y+1 


CON DOS INCOGNITAS 


Ejemplos 


É 


(1) Resolver el sistema | 


ox + by = q? + b?, 
bx + ay = 2ab. 


29. 


31. 


(1) 
(2) 


6x+9y—4 2 
4x—by+5 5 
2x+3y—3 6 
3x+2y—4 11 
dx+2y 
x+y—15 
dx (gy) + 
3 8 
2x+o 
17 
y+62 
9 


Sud 


dx +4y 30 
x—6y E 
9x—y 63 
3+x—y. 37 
4x+1  29-5 
x — =—— 
9 3 
3y+2 
7.1 


— 1. 





— (5—y)=—60. 





= (1— x) = 40. 











x+18 





) 


Vamos a igualar los coeficientes de la x. Multiplicando la primera ecuación 
por b y la segunda por a, tenemos: 


la primera: 


Restando la 2a. ecuación de 


/ abx + b2y = a?b + b? 


Labx + o2y = 20ºb 


abx + b2y = a?b + b3 
— abx — a?y = — 2aºb 


b?y — o?y = a2b + bê — 2aºb 


(2) 


(3) 
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Reduciendo términos semejantes: ——— is by-a'y=b!— ab 


Sacando el factor común y en el primer miembro y(b-a!)=b(bº—a?). 
y el factor común b en el segundo: 


Diiiando pos LED == BT Ou lco AITAa d i a ã D: 


Sustituyendo y=b en (2), tenemos: 








| u=a 
Transponiendo: R ( y=b 
Dividiendo por b: x=a. 
x b 
|==[=> 1) 
Resolver el sistema o b a 
x-—y=a. (2) 
Quitando denominadores en (1 ), (x — ay =b? 
nos queda: x— y=aq 
Multiplicando por b la 2a. ecua- | bx — ay = b? 
ción y cambiándole el signo: |—bx+by=—ab 


by—-ay=b"— ab 
Sacando factor común y en el primer miembro y b en el segundo: 
y(b—-a)=b(b—a]) 
Dividiendo por (b— a): y=b. 


] 
Sustituyyendo en (2) este valor de y, tenemos: 
R. yY= b. 


| a* + b? 
x+y = à 
ab 





P, 


Resolver el sistema | 
ox — by = 2b. 


abx + aby = a? + b? (1) 
ox— by=2b (2) 


: 
abx + aby = a? + b? 
| clx—aby =2ob 


Quitando denominadores: 


Multiplicando la 2a. ecuación 


ra y sumando: ep 
ic a?x + abx = q? + 2ab + b? 


Factorando ambos: miembros: axlo+b)=(a+b) 
Dividiendo por (a + b): ax=a+b 
ao+b 
x= 





a 
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Este valor de x puede sustituirse en cualquier ecuación para hallar y, pero no 
vamos a hacerlo así, sino que vamos a hallar y eliminando la x. Para eso, 
tomamos otra vez el sistema (1) y (2): 


abx + aby = q? + b? ( 
ox— by=2b ( 


Multiplicando (2) por b y abx + aby = q? + b? 
cambiándole el signo: — abx + b?y = — 2b? 


aby + b?y = a? — b? 
Factorando ambos miembros: by(ao+b)=(a+b)(a-—b) a+b 


v) 
2) 





by=a-—b e a 


o a—b R cab 
à fc cido p= 





NOTA 


El sistema que hemos empleado de hallar la segunda incógnita eliminando la 
primera, es muchas veces más sencillo que el de sustituir. 


Bm» EJERCICIO 181 


Resolver los sistemas: 
































x+y=a+b. ' ax—by=0. né ax—by=0. 
x—y=a—b. cc a+b ida a?—b2 
ã Rabi” Po ab 

9 2x+y=b+2. 

bx—y=0. 9. ig e 16. E tiga+. 
[ 2x—y=3a. nx+my=m?-+nê. ' 

3. | » x—y=ab(b—a). 
x—2y=0. 10. e am nx+my=m+n. 
x—y=l-—a. 17. m—n?% 
x+y=I+a. mx—ny=mº-—mnt?, mx—ny= = 

x+y=a 
Eos. 11. —b)x—(a+b)y=b?—3ab. 
=+y=2b. I —by=a(arb)rdo 8 | 

“la ax—by=a(a+b)+b?. (a+b)x—(a—b)y=ab—b?. 

x-y=m—n 
p= y=a-b. 13. pe =mº—n? “+ DE 
, z 19. a b b 
q+r=2 sá =+5=0 x—a E dm é a+b 

é b a a 
" E alia = à Pç E «+ a se. 

a b ab b a ab 90. a+b a+b ab 
x+y=a+b. 14. x+y=2c. x y ab? 
ax+by=a?+b?, a?(x—y)=2a3 ba abr: 
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301) CUACIONES SIMULTANEAS CON INCOGNITAS 
EN LOS DENOMINADORES 


En ciertos casos, cuando las incógnitas están en los denominadores, el 
sistema puede resolverse por un método especial, en que no se suprimen 


los denominadores. A continuación resolvemos dos ejempios usando este 
método. 


Ejemplos | 


TO! 9 
— +-—=2 (1) 
X yY 
(1) Resolver el sistema aê A 
———=— (2) 
x y Pa 


Vamos a eliminar la y. 


Multiplicando la primera ecuación por 2 y la segunda 
por 3, tenemos: 


20 18 
— + — =4 
x yY 

21 18 e 33 

' x y » 

Sumando: 4] u 4) 

x 2 
Quitando denominadores: 82 = 41x 


Sustituyendo x=2 en (1): 


10 9 
dp ED 
2 
10y + 18 = 4y e [u= 2 
6y=-18 (Y=-3 
2 7 
— +—=1. (1) 
x 3 
(2) Resolver el sistema a h 
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Vamos a eliminar la x. 
gunda por 2, tenemos: 


Multiplicando la primera ecuación por & y lo se- 


DA a 
pm + pi je O 
4x 12y 4 
6 10 
— + —— = 18 
AN TRY 
3 7038 
x 4y 4 
Simplificando y restando: 3 5 
————=- 18 
2x y 
13 39 
4y = 4 
13 3 
o sea — TT —a 
4y 4 
Quitando denominadores: 13 





Sustituyendo y=4 en (1): 


2 7 
— ef me Tm 
x 313) 
2 
—+/=1] 
x 
2+7x= 1x 
2 = 4x 1 
aa 
e A R 2 
PoE | 1 
dm 
B- EJERCICIO 182 
Resolver los sistemas; 
7 o 4 9 3 9 10 
qm Em Sae, A — =". — + —=97. -—+—=-li. 
* PY B 3. xo 9 5. x 9 7 xy 
* % x 9 Rc q x 9 
2 1 12 . 5 13 6 8 1 d 8 
fis ms, Dip — = es 08. sa 
, 2 4. A | 6. x 9 8 dx q dq 
2 & 28 18 7 19 4 dal ] 5 4 
—p—= —, — + —=—— — + — = 50. —t—=—-. 
x y 12 xy xo y x 2) 3 
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Po E 11 3 Tue sa do El 
9. 5x 3 45 10. x 3) 3 11. | 10x 3%y 60 
1 Ss 4 1 8 . 108 E qa gi 
10x 5) 5 4x » 84 ox  4y 5 
b 2 2 min 
duda Djs: en (Cs . 
12 1% 2 ta |j* 3 14. |x y mn 
b 2—- 
* dm a sa e hd 
x 9 xy a % 9 
q) 
DETERMINANTE 


Si del producto ab restamos el producto cd, tendremos la expresión 
ab — cd. 


Esta expresión puede escribirse con la siguiente notación: 


ad 


c b 


ab — cd = 








. d - 
La expresión -es una determinante. 








C 


Las columnas de una determinante están constituidas por las cantida- 
des que están en una puma línea vertical. En el ejemplo anterior | es 
la primera columna y | * Ja segunda columna. 


Las filas están constituidas por las cantidades que están en una mis- 


ma linea horizontal. En el ejemplo dado, a d es la primera fila y c b la 
segunda fila. 


Una determinante es cuadrada cuando tiene el mismo número de co- 
lumnas que de filas. Así, ; | es una determinante cuadrada porque tie- 
ne dos columnas y dos filas, 

El orden de una determinante cuadrada es el número de elementos 
de cada fila o columna. Así, 
orden. 





12 : 
| y | | son determinantes de segundo 
b 3 4 é. 


; 04 48| F á 
En la determinante sa la línea que une a con b es la diagonal 


principal y la línea que une c con d es la diagonal secundaria. 
Los elementos de esta determinante son los productos ab y cd, a cuya 
diferencia equivale esta determinante. 


(1) Nos concretamos a responder a este titulo del Programa Oficial, prescindiendo de la 
teoria de esta interesante materia, que haria demasiado extensos estos elementos, 
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(603) DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE 
DE SEGUNDO ORDEN 


Una determinante de segundo orden equivale al producto de los tér- 
minos que pertenecen a la diagonal principal, menos el producto de los 
términos que pertenecen a la diagonal secundaria. 

“ 


Q n 




















(1) A = ob —- mn. 
m 
q em) 
(2) >C =ob-m(—-n)=ab+mn, 
m b 
3 2 
(3) =3x4-5x2=12-10=2. 
ç 4 
3 = 
(4) =3(-2)-1(-5)=-6+5=-1. 
-2 | 
o) “nd 
(3) =(-2)(-9)-(-5)(-3)=18-15=3. 
- 
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Desarrollar las determinantes: 








io A 7 | 7 as el o. [05 4] 
à 91. 5 21. 13 21. -—19 211. 
2 |? E] s | 5 —3 e |U ns n. [82 
3 51. = =Bil; 13 —9|. -& 01; 
a, - | ê | O tl o, o | a 91 —85 
4 31. ei 7 |. 17 131. -29) 481. 








GosREsoLUCION POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA 
DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS 


ax +biyy=c. (1) 


Sea el sistema + ax + by=os. (2) 
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Resolviendo este sistema por el método general estudiado antes, se 
tiene: 
— Gba—cob; 


0,0, — Q9Cy 
x A E E AS — 
bs na Gob1 


3 E oe JOE 

(3) RES (4) 
Véase que ambas fracciones tienen el mismo denomi- 

nador ab; — ab, y esta expresión es el desarrollo de la 


determinante a 


q do 


lg ba 











formada con los coeficientes de las incógnitas en las ecuaciones (1) y (2). 
Esta es la determinante del sistema. 


El numerador de x, cibs— cob,, es el desarrollo de c bi 
la determinante E TE A A co bo 


que se obtiene de la determinante del sistema (5) con sólo sustituir en ella 
dy 
la columna de los coeficientes de x | por la columna de los términos in- 
G1 : o 
dependientes | de las ecuaciones (1) y (2). 
C2 


El mumerador de y, ajc;— a2c,, es el desarrollo de 


GQ €1 
la determinante o. 





(Lo Ey 
que se obtiene de la determinante del sistema (5) con sólo sustituir en ella 


1 
la columna de los coeficientes de y, | por la columna de los términos 


C1 do 
independientes | de las ecuaciones dadas. 


C2 
Por tanto, los valores de x e y, igualdades (3) y (4), pueden escribirse: 




















€1 db & 
ca b Ga 
% 2 Og y=— Ia Cq) 
a br | à by 
(Lg da | gy by 











Visto lo anterior, podemos decir que para resolver un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas por determinantes: 


1) El valor de x es una fracción cuyo denominador es la determinan- 
te formada con los coeficientes de x e y (determinante del sistema) y cuyo 
numerador es la determinante que se obtiene sustituyendo en la determi- 
nante del sistema la columna de los coeficientes de x por la columna de los 
términos independientes de las ecuaciones dadas. 


2) El valor de y es una fracción cuyo denominador es la determinan- 
te del sistema y cuyo numerador es la determinante que se obtiene susti- 


tuyendo en la determinante del sistema la columna de los coeficientes de y 
por la columna de los términos independientes de las ecuaciones dadas. 


Ejemplo 


5x +3y= 5 
(1) Resolver por determinantes a +7y=77. 


3 23% bayca 
bh dl | 35-81 —4 




















- = —2 
o + 3 E UH — 85-19orada 
4 7 
li ol 
a |. 27 135 — 20 bs epa À 
ARA RT go bio e 5; 
4 7 
(2) Resolver por determinantes r RE A 
24x — 60y = — 29. 
12 8 
. —60 —720+232 — 488 2 
x= — = 
[9% hos =7a 8 
É — 60 
ER E E | x A 
24 —B —261—288 —549 3 3 
dE Berna: KT oct ST epa 3 Re. 
e EN y=s2 
: 3 
(3) Resolver por determinantes 
xrA y=2 8 
3 6 3 
Quitando denominadores: ( 7x+7=5y—10 
2x+8—-y +9=16 
Transponiendo y reduciendo: ( Tx — sy =— 1 
2x— y=—=— 1 
Tendremos: 
—1/ — 5 
e a 5 
RE Ade a E 
2 = 
7 —17 
2 — 
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m- EJERCICIO 184 


Resolver por determinantes: 


























Ea ax+2y=2. , 2y+3 

2X — 

5x+11y=26. E ifs=Á 13. 1 

3x—4y=13. ; dx+1 

x 3y— 
pia 21 
8x—0y=— ar: 
o. |4 6. A 
=== x 

3. 13x rea 326. E A APR 
25x+377=146. lato ? 6: 1:82 

4. cad Aero Ega ui 
39y—97x=—1. 10. x+y+1 9 

, =+ay=2. x—y=2b. 

j da = Is: 15. A 
2x+5-+3)=35. 1. 6 a+b a- 
ax—by=— “3 o x+9 +21 
ax+by=7. E o 16. x—9 +39 
+=. a na o x+8 +19 
Dy—(x+3)=3x+1. lt 2(m+-1). x—8 y+11 


(605) RESOLUCION GRAFICA DE UN SISTEMA DE DOS 
ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS 


Si una recta pasa por un punto, las coordenadas de este punto satis- 
facen la ecuación de la recta. Así, para saber si la recta 2x + 5y = 19 pasa 
por el punto (2, 3), hacemos x =2, y=3 en la ecuación de la recta y tenemos: 


luego, la recta 2x + 5y = 19 pasa por el punto (2, 3). 

Reciprocamente, si las coordenadas de un punto satisfacen la ecuación 
de una recta, dicho punto pertenece a la recta. 

Sea el sistema dy Cp 
[3x + 4y=25. Resolviendo este sistema se encuentra 
x=3, y=4, valores que satisfacen ambas ecuaciones. 

Esta solución x=3, y=4 representa un punto del plano, el pun- 
o (3, 4). 

Ahora bien, x=3, y=4 satisfacen la ecuación 2x + 3y=18; luego, el 
punto (3, 4) pertenece a la recta que representa esta ecuación, y como x =3, 
y =4 satisfacen también la ecuación 3x + 4y = 25, el punto (3, 4) pertenece 
a ambas rectas; luego, necesariamente el punto (3, 4) es la intersección de 
las dos rectas. 
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Por tanto, la solución de un sistema de dos ecuaciones con dos incóg- 
nitas representa las coordenadas del punto de intersección de las dos rectas 
que representan las ecuaciones; luego, resolver gráficamente un sistema de 
dos ecuaciones con dos incógnitas consiste en hallar el punto de intersec- 


ción de las dos rectas. 
Ejemplos 


(1) Resolver gráficamente el sistema x+y=6. 

5x — 4y = 12. 
Hay que hallar la intersección de estas 
dos rectas. Representemos ambas ecua- 
ciones. (Fig. 55). 


En x+y=6, tenemos: 

Para x=0, y=6. 
y=0, x =6, 

En 5x— 4y = 12, tenemos: 

Para x=0, y=-3, TS TER 
p=0 1=28 E 


1 Vesd 
à EA es (ro uh Et 





La intersección es el punto (4, 2) luego 


la solución del sistema es x=4, 
sd, FIGURA 55 


4x + 5y=— 32. 


(2) Resolver gróficamente e! sistema 
3x—Sy= 14. 


Hallemos la intersección de estas rec- 
tas. (Fig. 56). 


En 4x+5y=-— 32, se tiene: 

Para x=0, y=- 62. 
y=0, x=-—8, 

En 3IJx—5y=1],se tiene: 

Para x=0, y=—2+. 
y=0, x= 33. 


El punto de intersección es |— 3, — 4] 
luego la solución del sistema es x=—3, | FIGURA 56 | 


y=-—4. R 





(3) 


(4) 


| x—w=6. 
|2x — dy =5. 
Representemos ambas ecuaciones. (Fi- 
gura 57) 
En x— 2y =6 se tiene: 
Para x=0, y=-3. 

y=0, x= 6. 
En 2x—4y=5 se tiene: 
Para x=0, y=-1). 

y=0, x= 2. 
Las líneas son paralelas, no hay puntos 
de intersección, luego el sistema no tie- 
ne solución; las ecuaciones son incom- 
patibles. 


Resolver gráficamente 


x—2y=5. 
2x — 4y = 10. 
Representemos ambas ecuaciones. (Fi- 
gura 58). 
En x— 2y =5, se tiene: 
Para x=0, y=-—-2. 
y=0, x=5. 
En 2x—4y= 0, se tiene: 
Para x=0, y=-2. 
y=0,  x=5. 


Resolver gráficamente | 


Vemos que ambas rectas coinciden, tie- 
nen infinitos puntos comunes. Las dos 
ecuaciones representan la misma linea, 
las ecuaciones son equivalentes, 
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Resolver gráficamente: 
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= rod 

1 [ 
“. Ê = 47 4 
E + , e E. 


1 x—y=1. 4 3x=—4y, 7 x+8=y+2. 
x+y=7. ox—6y=38. y—4=x+2. 
3x 9 
id ds — + > =2 
9. x—2y=10. 5. dx+4y=15. 5 4 
gy 1 
E JO q jeto CR T2 é 
Tx—y=—16. 4x+3y=10. xy - 
—+-—=——, 
3 4 12 





0. | 
| 


12. 





las E há 


' 
2i— Dea 
o UNE CE UT Re e E 
) 
À al é- 


s +. 
Da fes 


». 
[X 

IE 

| E 
dk 

E 
: 

f 

7 + 
+ eu 


x+3y=6. 
3x+9y=10. 


2x+3y=—18. 
6x+9y=—39. 





Hallar gráficamente el par de valores de x e y que satisfacen cada uno 
de los grupos de ecuaciones siguientes: 
13. [rd | 
x—y=—1. 3x+4y=18. 
x—2y=—6. 2x+3y=13. 


| 2x+y=—1. 
x—2y=—18. 
3x—2y=—19. 


16. 


x—y=1. 
2y—x=—4. 
4x—5y=7. 


SS PETENSBU RGO 


ME 
£ 
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o, 


Ea 
tz —ad 
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3) Matemático suizo, talina de Rusia lo lleva a Sam Petersburgo, donde tra 
nacido en Basilea, Fue alumno de Johannes Bernoulli. baja incesantemente, Por su “Tratado sobre Mecánica 
Durante doce afios ganó el premio que anualmente puede considerarse el fundador de la ciencia moderna. 
ofrecia la Academia de París sobre diversos temas Su obra fue copiosísima, a pesar de que los últimos 
científicos. Federico el Grande lo llamó a Berlin; Ca- 'diecisiete afios de su vida estuvo totalmente ciego. 
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ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO 
CON TRES O MAS INCOGNITAS 


RESOLUCION DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES 
CON TRES INCOGNITAS 











Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas se pro- 
cede de este modo: 


1) Se combinan dos de las ecuaciones dadas y se elimina una de las 
incógnitas (lo más sencillo es eliminarla por suma o resta) y con ello se ob- 
tiene una ecuación con dos incógnitas, 


2) Se combina la tercera ecuación con cualquiera de las otras dos ecua- 
ciones dadas y se elimina entre ellas la misina incógnita que se eliminó 
antes, obteniéndose otra ecuación con dos incógnitas. 


3) Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones con dos 1n- 
cógnitas que se han obtenido, hallando-de este modo dos de las incógnitas. 


4) Los valores de las incógnitas obtenidos se sustituyen en una de las 
ecuaciones dadas de tres incógnitas, con lo cual se halla la tercera incógnita. 
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: ud = & (1) 
Ejemplos (1) Resolver el sistema | dx + iriam — 9. (2) 


3%x—2y+ 2z= 2 (3) 


Combinamos las ecuaciones (1) y (2) y vamos a eliminar la x. Multipli- 
cando la ecuación (1) por 2, se tiene: 
2x + 8y — 22= 12 
- 2x=— Sy+b7/z= 9 
Restando: 3%y +572=21 (4) 
Combinamos la tercera ecuación (3) con cualquiera de las otras dos ecua- 


ciones dadas. Vamos a combinarla con (1) para eliminar la x. Multipli- 
cando (1) por 3 tenemos: 


3x +12y—3z= 18 

-3x+ 2y— g=— 2 

Restando: l4y—- 42= Tó 
Dividiendo entre 2: 7y—22= 8 (5) 


N 


Ahora tomamos las dos ecuaciones con dos incógnitas que hemos obtenido 
(4) y (5), y formamos un sistema: 


3y + 52=21. (4) 
7y—272= 8. (5) 


Resolvamos este sistema. Yamos a eliminar la z multiplicando (4) por 2 y 


(5) por 5: 
6y + 10z = 42 
35y — 10z = 40 
41y = 82 


Sustituyendo y=2 en (5) se tiene: 


7(2)—-22=8 
W4—22=8 

—22=—6 
z=3. 


Sustituyendo y =2, z=3 en cualquiera de las tres ecuaciones dadas, por ejem- 
plo en (1), se tiene: 


x+4(2)-3=6 x=1 
x+8-—-3=6 R Ea 
eo (S; 


VERIFICACION 


Los valores x=1,y=2,zZ=3 tienen que satisfacer las tres ecuaciones dadas. 
Hágase la sustitución y se verá que las tres ecuaciones dadas se convierten 
en identidad. 
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| 6x — 19 

g= 4 is 

em) 

(2) Resolver el sistema =2-). 
ER 3x — y. 


52—20+6x—19=—5y 
Quitando denominadores: | 80 — x+2z =16y-—8 
42 +3y=3x—y 


6x+ 5Sy+-5z= 39 (1) 
Transponiendo y reduciendo: | — x— lóy+2z=— 88 (2) 
—3x+ 4y+4= 0. (3) 


Vamos a eliminar x. Combinamos (1) y (2) y multiplicamos (2) por 6: 


6x+ 5Sy+ 52= 39 
— 6x — 96y + 12z = — 528 
Sumando: — 91y + 177 = — 489. (4) 
Combinamos (2) y (3). 3x + 48y — 67 = 264 
Multiplicando (2) por3y )—3x+ 4y+42= 0 
cambiándole el signo: 52y — 2z = 264 
Dividiendo por 2: 26y — 2=132. (5) 


| (—9y+l7z=—489 (4) 
Combinemos (4) y (5): | 26y— z= 132 (5) 


Multiplicando (4) por 2y | —182y+342=-—978 
(5) por 7: |. 182y— 77= 924 





Sumando: 27z=— 54 





Sustituyyendo z=— 2 en (5): 


2%y—(—2)=132 
26y +2=132 
26y = 130 


Sustituyendo y=5, z=-—-2 en (3): 
— 3x+4(5)+4(—-2)=0 


— 3x +20 — 8= Ó cien 4. 
mei! mapas 
mm O => 
2x—5y= 13. (1) 
(3) Resolver el sistema 4y+z=-— 8. (2) 


x—y—z=-— 2. (3) 
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En algunos casos, no hay reglas fijas para resolver el sistema y depende de 
la habilidad del alumno encontrar el modo más expedito de resolverlo. Este 
ejemplo puede resolverse así: 


La ecuación (1) tiene x e y. Entonces tengo que buscar otra ecuación de 
dos incógnitas que tenga x e y para formar con (1) un sistema de dos 
ecuaciones que tengan ambas x e y. 


Reuniendo (2) y (3): / ytrz=— 8 


| pm geo 2 
Sumando: “x+3y =— 10 (4) 
Ya tengo la ecuación que buscaba. Ahora, formamos un sistema con (1) 
y (4): 
2x— 5Sy= 13. 
x+3y=-—10. 


Multiplicando esta última ecuación por 2 y restando: 
x— Sy= 3 
—2x— b6y= WO 


k 


—ly= 38 





Sustituyendo y=— 3 en (1): 
Ax-—5S|—-3)= 13 


2x + 15= 13 
2x=— 2 
x=-— 1. 
Sustituyendo x=— 1, y=-—3 en (3): 
1 aj Bj pod 
-—Y +3 -2=—2 ni 
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Resolver los sistemas: 


x+)+2=6. 2x+3y+z=1. 2x+4y+32=5. 
1. 4 x—y+27=5. O. 4 6x—2y—-z=—14. 9. 4 10x—8y—9z7=0. 
x—y—3z=—10. 3x+y—z=1. 4x+4y—3i=2. 
x+y+2=12: ox—2y+7=24. dx+y+z=1. 
2. 4 2x—y+2=7. 6. 4 2x+5y—2z=—14. 10. 4 x+2y—z=1. 
x+2y—2=6. x—dy+37=26. x+y+22=—17. 
x—y+z=2. 4x+2y-+327=8. ix+3y—dz=—80. 
3. 4 x+y+z=4. T. 4 3x+4y+22=—1, 11. + 3x—2y+57=38. 
2x+2y—z=—4. 2x—y+02=8. x+y—6z=—27. 
2x+y—dz=—1. 6x+3y+227=12. 4x—y+9z=—6. 
4. + x-dy-2z=—12. 8. 4 9x—y+427=37. 12. 4 3x+3y—47=30. 
3Xx—2y—1=—5. 10x+5y+32z2=21. 6x+2y—37=89. 
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9x+4y—107=6. 
13. 4 6x—8y+52=-1. 








[x+2y=-1. 
16. 4 27+2=0. 














3z—5x=10. 
19. 4 9x—3y=—7. 























12x-+12y—15z=10. x+22=11. 3y—d1=—13. 
ox+3y—z=—11. Pr —8. x—2y=0. 

14. 4 10x—y+2=10. 17. 4 2x+2=09. 20. 4 y—22=5. 
15x+2y—2=—"7. 3y+2x=—3. x+y+7=8.. 
x+y=1. 3x—2y=0, OX—BZ=2, 

15. 4y+z=-—1. 18. 4 3y—dz=25. 91, 4 22-y=—5. 
ztx=—6. z—bx=—14. x+2y—d4z=8. 

2x—2z=14. x+y—z=1. 
22. + 4x+y—z=41. 23. 4 7+x—y=3. 
3X—y+Dz=58. z—x+y=7. 
+ +4 e 
A a a ” dado — A. — = 5, 
2 28 1 o x y 
a —4 1 
24. Dodi EE ii 27. do a 30. dh 
3 6 2 õ 2 % “% 
A y—z  x+2 1 À 
6 ATi 3 10 rias 
+2 2 92 
ado dp e gro a Td Su O am 
d 4/3 o x y 
z+4 Do. &% 3 
25. RE Mt 28. : dps =. % = 31. = + — =D—, 
à 6 3 PA v 2 2 
Dm Ez X— 1 4 4 
— +>D--=B3. si =y—0 —+—=-. 
x: 1.4. 5% 
eco = 4, x—y+2 = à. —+—+—=-6. 
9 2 x PM E 
— aim, ' 4 
26. E ado 99. |JNX>) à a 99. 3.0, 4 
8 2 4 jx 9 2 
= - É a 
a E =5. 4 rei E. 
2 2 x y z 


EMPLEO DE LAS DETERMINANTES EN LA RESOLUCION 
DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES 
CON TRES INCOGNITAS 


(307) DET ERMINANTE DE TERCER ORDEN 
Una determinante como Vá 
& b, €1 
Gs Do Cs 
O bs G 


| 
que consta de tres filas y tres columnas, es una determinante de tercer orden. 
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308) HALLAR EL VALOR DE UNA DETERMINANTE 
DE TERCER ORDEN 


El modo más sencillo y que creemos al alcance de los alumnos, de ha- 
lar el valor de una determinante de tercer orden es aplicando la Regla 
de Sarrus. Explicaremos esta sencilla regla práctica con dos ejemplos. 


1-2 —3 
1) Resolver |—4 2 1] porla Regla de Sarrus. 
oe) 


Debajo de la tercera fila horizontal se repiten las dos primeras filas 
horizontales y tenemos: 





| a 
=4 21 Ahora trazamos 3 diagonales de dere. 
o, = 3 cha a izquierda y 3 de izquierda a de- 
1 —2 —3 recha, como se indica a continuación: 
— 4 2 1 


Ahora se multiplican entre sí los tres números por que pasa cada 
diagonal, 

Los productos de los números que hay en las diagonales trazadas de 
izquierda a derecha se escriben con su propio signo y los productos de los 
números que hay en las diagonales trazadas de derecha a izquierda con el 
signo cambiado. Así, en este caso, tenemos: 






valor de la determinante dada. 


DETALLE DE LOS PRODUCTOS 

De izquierda a derecha: 

1x2x3=6  (-9x(=Dx(-3)=-12  5x(-2)x1=-10. 
De derecha a izquierda: 


(-3)x2x5=-—30 cambiáândole el signo +30. 
lx(—-1)x1=-— 1 cambiándole el signo + 1. 
3x(-2)x(—-4= 24 cambiándole el signo — 24. 








a 10 1 
2) Resolver por Sarrus | 4 1-3 
E cus si E 


Aplicando el procedimiento explicado, tenemos: 
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Hallar el valor de las siguientes determinantes: 


















































1 2 u a > = O 2 =8 12 5 10 

1. 1 o 4 4. 3 —d4 3 V |=s o] -S 18 o = 3 
E 0 Bl. Da iG 4 O =). tv “= 2 

1 2 —a D =] ==B do 2 5 =) "3 —4 

2. | —3 8 5 |-2 5 3 8 |-l —-3 4| 11. tom =g 
mo 4 51. à 4 21. do & Sl. 4 6 1 

cc 1 4 1 o 5 2 3 1 =5 

S | 2 —3 0 6. 13 2 -6 9. 6 1 2| 12. |-122 3 8 
TR 12 3 21. 3 4 Bi. =-13" 3 9 


























(309) resoLucIoN POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA 

DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS 

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, por 
determinantes, se aplica la Regla de Kramer, que dice: 

El valor de cada incógnita es una fracción cuyo denominador es la de- 
terminante formada con los coeficientes de las incógnitas (determinante 
del sistema) y cuyo numerador es la determinante que se obtiene sustitu- 
yendo en la determinante del sistema la columna de los coeficientes de la 
incógnita que se halla por la columna de los términos independientes de 
las ecuaciones dadas. 


é x+t y+t z=4. 
Ejemplos (1) Resolver por determinantes 2x—3y +52=-5. 
3x + 4y +77=10. 


Para hallar x, aplicando la Regla de Kramer, tendremos: 


ds AA 
5 -3.5 
(AE o E 


=. a — + 0 


Xx= = 


I RY 
2 —3 5 
Se 47 
Véase que la determinante del denominador ( determinante del sistema ) está 


formada con los coeficientes de las incógnitas en las ecuaciones dadas. - 
El numerador de x se ha formado sustituyyendo en la determinante del siste- 





sam 167 
—— = 3. 
— 23 





io 4 
ma la columna - de los coeficientes de x por la columna mê de los 
términos independientes de las ecuaciones dadas. 

Para hallar y, tendremos: 





(> MD = |t3 ho — 
o 
ed Um = [4 ty — 
II 
| 


(2) 
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El denominador es el mismo de antes, la determinante del sistema. El nu- 
- * * 1 . * 
merador se obtiene sustituyendo en ésta la columna —3 de los coeficientes 
E 4 : 


4 
de y por la columna = de los términos independientes. 


Para hallar z, tendremos: 








] ] 4 
2 —3 —5 
“13 4 W 23 
Z= ,————— TT e = — |, 
] | ] — 23 
2 —3 5 
3 4 7 








El denominador es la determinante del sistema; el numerador se obtiene sus- 
. + ! . - 

tituyendo en ésta la columna 5 de los coeficientes de z por la columna 
4 + . . . y 

o de los términos independientes. 


La solución del sistema es 


3. 
2. 


N< x 
Wo 


x+ y—-32=12 











Resolver por determinantes 5x— 4y +772=27 
10x +3y— z=40. 
Tendremos: 
12 1. =3 
27. —d 7 
e 49 31 — 620 
9 1-5] = o 
S —4 7 
16. 13 = 
| % 12:=3 
Ss DP TI 
= o 40 — 0 46 i 
2. 1 +31 = 
e 7 
O Ss 
2 ] ] 
5 —-4 2Y = 5 
| 248 pai 
z= MO 3 401 =—-2 R y=-4 
[2 1-3 —124 ,=—2. 
> = / 
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Resolver por determinantes: 


x+y+z=11 EUA ya 
1. 4 x—y+32=13 dx—2y+62=3 peça 
2x+2y—2=7. Sx+y—z=21. 
x+y+z=—6 4x+7y+õz= 11. ) x DD mai 1 
2. 4 2x+y—z=—1 7. id 6 2 
x—2y+3z2=—6. x—y+9z=—21. XxX Y Z 
2x+3y+42=3 de-Sytde= 22 7 8 2» 
3. 4 2x+6y-+87=5 8. 4 2x—y+62=3 
dx +9y—dz=4. = E dom % 
4x—y+z=4. x+y+z=3 Ee q 
á. 2y—2z+2x Ti 9: (1) x+2y=6 12. 
6x+3z—2y=12. 2x+3y=6. x—y=1 
x+4y-+5z=11 3x—2y=—1 9 
6. 4 3x—2y+7=5 10. + 4x+7=—28 x pes ad: 
4x+y—37=—26. x+2y+0d2=—48. 


REPRESENTACION GRAFICA DE PUNTOS 
DEL ESPACIO Y PLANOS 


310 EJES COORDENADOS EN EL ESPACIO (figura 59) 


Si por un punto del espacio O trazamos tres ejes OX, OY, OZ, de 
modo que cada eje sea perpendicular a los otros dos, tenemos un sistema 
de ejes coordenados rectangulares en el espacio. Si los ejes no son per- 
ua pendiculares entre sí, tenemos un sistema 
de ejes coordenados oblicuos. El punto O 
se llama origen. 

Cada dos de estos ejes determinan 
un plano. 

Los ejes OX y OY determinan el pla- 
no XY; los ejes OY y OZ determinan el 
plano YZ, y los ejes OZ y OX determinan 
el plano ZX. Estos son los planos coorde- 
nados. 

Estos tres planos, perpendicular cada 
uno de ellos a los otros dos, forman un 
triedro trirrectángulo. 

Cuando los ejes están dispuestos como 
se indica en la figura 59, se dice que el 


triedro trirrectângulo es inverso. Si el eje 
| FISURA 59 | OX ocupara la posición del eje OY y vice- 


(1) Ponga cero como coeficiente de las incógnitas que falten en cada ecuación. 
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versa, el triedro sería directo. Nosotros trabajaremos con el triedro 
inverso. 


Para que el alumno aclare los conceptos anteriores, fíjese en el ângulo 
de la izquierda de su salón de clase. El suelo es el plano XY; la pared que 
está a la izquierda del alumno es el plano YZ; la pared que le queda enfrente 
es el plano ZX. El eje OX es la intersección de la pared de enfrente con el 
suelo; el eje OY es la intersección de la pared de la izquierda con el suelo; 
el eje OZ es la intersección de la pared de la izquierda con la pared del frente. 
El punto donde concurren los tres ejes (la esquina del suelo, a la izquierda) 
es el origen. 


(811) coorDENADAS CARTESIANAS DE UN PUNTO 

DEL ESPACIO 

La posición de un punto del espacio queda determinada por sus coor- 
denadas en el espacio, que son sus distancias a los planos coordenados. 

Sea el punto P (figura 60). Las coordenadas del punto P son: 


1) La abscisa x, que es la distancia de P al plano YZ. 
2) La ordenada y, que es la distancia de P al plano ZX. 
3) La cota z, que es la distancia de P al plano XY. 


El punto P dado por sus coordenadas se expresa P (x, y, z). Así, el 
punto (2, 4, 5) es un punto del espacio tal que, para una unidad escogida, 
su abscisa es 2, su ordenada es 4 y su cota es 5. 

(Las coordenadas de un punto del espacio en su salón de clase son: 
abscisa, la distancia del punto a la pared de la izquierda; ordenada, la dis- 
tancia del punto a la pared de enfrente; cota, la distancia del punto al 
suelo). 

En la práctica, para representar un punto del espacio, se mide la abs- 
cisa sobre el eje OX y se trazan líneas que representen la ordenada y la cota. 

En la figura 61 está representado el punto P (3, 2, 4). 
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(812) REPRESENTACION DE UN PUNTO CUANDO UNA 


O MAS COORDENADAS SON O 
Cuando una de las coordenadas es O y las otras dos no, el punto está 


situado en uno de los planos coordenados. (Figura 62). 

Si x=0, el punto está situado en el plano YZ; en la figura, Pi(O, 2, 3). 

Si y=0, el punto está en el plano ZX; 

en la figura, Ps(3, 0, 3). Si z=0, el punto 
está situado en el plano XY; en la figura, 
Ps(3, 2, 0.). 

Cuando dos de las coordenadas son O 
y la otra no, el punto está situado en uno 
de los ejes. 

Si x=0, y=0, el punto está situado 
en el eje OZ; en la figura, Pi(0, 0, 3). 

Si x=0,z=0, el punto está en el eje 
OY; en la figura, P;(0, 2, 0). 

S1y=0,z=0, el punto está en el eje 
OX; en la figura, Ps(3, 0, 0). 


S1 las tres coordenadas son 0, el punto 
| FIGURA 62 | 
es el origen. 


m- EJERCICIO 189 
Representar gráficamente los puntos siguientes: 


1. (1, 1,3). 4. (3, 5, 6). 7. (7,54). 10.(4,0,4). 13. (0,0, 4). 
2. (4, 2, 3). 5. (2,4, 1). 8. (3, 1, 6). 11. (4, 2, 0). 14. (5, 0, 0). 
3. (5, 4, 2). 6. (4, 3, 7). 9. (6,3,4).  12.(5,6,0). 15. (0,5, 0). 


(613 EL PLANO 


Toda ecuación de primer grado con 


tres variables representa un plano.() 
Así, toda ecuación de la forma Ax + 


By+ Cz=D representa un plano. (Figu- 
ra 63). 

Los segmentos OA, OB y OC son las 
trazas del plano sobre los ejes. 

En la figura la traza del plano sobre 
el eje OX es O4=a; la traza sobre el 
eje OY es OB=b yla traza sobre el eje OZ 
es OC =c. 


Los puntos 4, B y €, donde el plano 


intersecta a los ejes, por ser puntos de los [ramo 
ejes, tienen dos coordenadas nulas. pes | 

) Admitamos esto como un principio, ya que su demostración no está al alcance de 
los alumnos de Bachillerato. 
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($14)REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION 
DE PRIMER GRADO CON TRES VARIABLES 


1) Representar la ecuación 4x +3y + 27=12, 


Para representar gráficamente esta ecua- 
ción vamos a hallar las trazas del plano que 
ella representa sobre los ejes (Fig. 64). 

La traza sobre el eje OX se halla ha- 
ciendo y=0,z=0 en la ecuación dada. Ten- 
dremos: 


Para y=0, z=0, queda 4x=12.'.x=3. 
Se representa el punto (3, 0, 0). 


La traza sobre el eje OY se halla ha- 
ciendo x=0, z=() en la ecuación dada. Ten- 
dremos: 


Para x=0, z=0 queda 3y=12..y=4. 
Se representa el punto (0, 4, 0). 





La traza sobre el eje OZ se halla ha- 


ciendo x =0, y=() en la ecuación dada. Ten- 
dremos: | FIGURA 64 | 


Para x=0, y=0 queda 2:=12.º.7=6. 
Se representa el punto (0, O, 6). 
Umiendo entre si los tres puntos que hemos hallado, obtenemos un plano 
que es la representación gráfica. de la ecuación 4x + 3y + 27 = 12, 


2)» Representar gráficamente 4x + 5y +872=20. (Figura 65). 


Tenemos: 
Para 
+=0 2=D,%= - =>. Punto (5, 0, 0). 
Para 
x=0, 2=0, y=2=4. Punto (0, 4, 0). 
Para 
x=0,y=0, 2 == 2—. Punto (0,0, 2). 





Uniendo estos puntos entre si queda 


| trazado un plano que es la representación 
una 85 | gráfica de la ecuación 4x+5y+87=920. 
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Representar gráficamente las ecuaciones: 


1. 3x+6y+27=6. 6. 15x+10y+67=30. 
2. 2x+y-+dz=4. 7. 14x+10y+52=35. 
3. 4x+6y+32=12. 8. 3x+y+22=10. 

4. 15x+6y+57=30. 9. 4x+2y+37=18. 

5. 2x+y+37=6. 10. 15x+20y+24z2=120 


PLANO QUE PASA POR UN PUNTO 

Si un plano pasa por un punto del espacio, las coordenadas de ese pun- 
to satistacen la ecuación del plano. Así, para saber si el plano 2x + y + 3z 
= 13 pasa por el punto (1, 2, 3), hacemos x=1, y=2, z=3 en la ecuación 
del plano y tendremos: 2(1)+2+3(3)= 13, o sea, 13=13; luego, el plano 
pasa por el punto (1, 2, 3), o de otro modo, el punto pertenece al plano. 


(319) SIGNIFICACION GRAFICA DE LA SOLUCION DE UN 
SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS 


x+ y+ z=12 
Sea el sistema 4 2x— y+3z=17 Resolviéndolo se halla 
dx + 2y— z=—8. 


Esta solución representa un punto del espacio, el punto (3,4,5). Aho- 
ra bien: x=3, y=4, z=5 satisfacen las tres ecuaciones del sistema; luego, 
el punto (3,4,5) pertenece a los tres planos que representan las ecuaciones 
dadas; luego, el punto (3,4,5) es un punto por el que pasan los 3 planos, 
el punto común a los 3 planos. 


(1) RESOLUCION Y REPRESENTACION GRAFICA DE UN 
SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS 


Resolver gráficamente un sistema de tres ecuaciones con tres incógni- 
tas es hallar el punto del espacio por el que pasan los tres planos. 

Para ello, dados los conocimientos que posce el alumno, el procedi- 
miento a seguir es el siguiente: 


1) Se representan gráficamente los tres planos que representan las 
tres ecuaciones del sistema, hallando sus trazas. 


2) Se traza la intersección de dos cualesquiera de ellos, que será una 
línea recta. 3) Se traza la intersección del tercer plano con cualquiera de 
los anteriores, que será otra línea recta. 4) Se busca el punto donde se 
cortan las dos rectas (intersecciones) halladas y ese será el punto común a 
los tres planos. Las coordenadas de este punto son la solución del sistema. 
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Resolver graficamente 
el sistema 


[++ Em 
x+ y+ z= 8 
[3% + Dy + 52 =30. 





Apliquemos el procedimiento anterior (Fig. 66). 
Representemos 2x + 2y + z = 12. 


Para y=0, z=0, x=6 
x=0, 2z=0, y=6 
x=0, y=0, z=12 


El plano que representa esta ecuación es el plano ABC. 
Representemos x+y + z=8. 


Paray=0, z=0, x=8 
x=0, 7=0, y=8 
x=0, y=0, z=8. 


Paray =0, z=0, x=10 
x=0, 2=0, y=15 
“=0, y=0, z= 


El plano que representa esta ecuación es el plano GH. 

Trazamos la intersección del plano ABC con el plano DEF que es la línea recta MN; 
trazamos la intersección del plano DEF con el plano GHI que es la línea recta RQ. 
Ambas intersecciones se cortan en el punto P; el punto P pertenece a los 3 planos. 

Las coordenadas de P que en la figura se ve que son x=2, y=2, 2z=4 son la 


solución del sistema. 


sLOCHHA BALDOR * 17 
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Resolver y representar gráficamente los sistemas: 


x+2y+2z=8 2x+2y+32=23 3x+4y-+57=35 
1. 4 2x+2y+27=9. 3. 4 2x+3y+272=20 d 4 2x+5y+32=27 
3x+3y+0z=24. 4x-+3y+27=24. 2x+y+2=18. 
x+y+2=5 2x+2y+32=24 4x+3y+02=492 
2 4 3x+2y+7=8 4. + 4x+5y+22=35 6. 43x+4y+32=33 
2x+3y+3z=14 3x+2y+7=19. 2x+5y-+22=29. 


(818) RESOLUCION DE UN SISTEMA DE 4 ECUACIONES 
CON 4 INCOGNITAS 


Ejemplo 

x+y+tz+v=10. (1) 

gis | 2x— y + 3z— dy =9. (2) 

Resolver ei sistema [o +5u=13. (3) 
x=3y+22—4=—3. (4) 


Combinando (1) y (2) eliminamos la x multiplicando (1) por 2 y restando: 
2x+2y+2z+2v= 20 


—-W+ y-32+4=- 9 
3y— z+6u= W (5) 


Combinando (1) y (3) eliminamos la x multiplicando (1) por 3 y restando: 
3x +3y+3Iz+IJ0= 30 


= My z—S=— 13 
y+42—2u= 17 (6) 


Combinando (1) y (4) eliminamos la x, restando: 
x+ y+ z+ v=10 
- (dy 224 4tu= 3 
4y— z+5v=13 » WMM 
Reuniendo las ecuaciones (5), (6) y (7) que hemos obtenido tenemos un sis- 
tema de 3 ecuaciones con tres incógnitas: 





3%y— z+60=N (5) 
y+42—20=17 (6) 
4y— z+50=13. (7) 
Vamos a eliminar la z. Combinando (5) y (6), multiplicamos (5) por 4 y su- 


mamos: 
12y — 4z + 240 = 44 
y+4— 20=17 


13y + 22u = 61 (8) 


Combinando (5) y (7) eliminamos la z restândolas: 
3y—z+ó6u= NW 
-ly+tz—5S0=—13 
= y +u=-2 (9) 


ECUACIONES SIMULTANEAS CON CUATRO INCOGNITAS e 355 


Reuniendo (8) y (9) tenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas: 


13y+2= 6 (8) 
-— y+t u=- 2 (9) 
Resolvamos este sistema. Multiplicando (9) por 13 y sumando: 
13y +22 = 6] 
= 137 + 13Ju = — 26 


35u = 


pos 


35 





sm - 2 | 


Ahora, sustituimos u = en una ecuación de dos incógnitas, por ejemplo en (9) 
y tenemos: 
yu] = 2 


Sustituimos u=1,y=3 en una ecuación de tres incógnitas, por ejemplo en (5) y 
tenemos: 

3(3)-z+6(1)=W 

9-7 4-6 1 


Ahora, sustituimos v=1, y='3, Zz=4 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por 
ejemplo en (1) y tenenios: 


= 1 
= | 


XxX = 2. 
x+3+4+1=1)0 3. 
istemedra R J2=4 
u= l. 
EJERCICIO 192 
Resolver los sistemas: 
x+y+z+u=4 x+y—z=—4 
1.) x+2y+32-u=—1 5. ) 4x+3y+2z—u=9 
dx+dy+2z+Hu=—5 2x—y—4z+u=—1 
xtáy+3z—u=—T. x+2y+3z+2u=—1. 
x+y+z-+u=10 x+2y+z=—4 
2. ) 2x—-y—2z+2u=2 6. ) 2x+3y+4z=—2 
x—2y+31—u=2 dx+y+z+u=4 
x+2y—4z+2u=1. 6x+3y—z+u=3. 
x—2y+2+3u=—3 dx+2y=—2 
3. ) 3x+y—dz—2u=7 7. )x+y+u=—3 
2x+2y—z—u=1 Sx—2y—u=—" 
x+4y+2z—-Su=12. 4x+5y+62+3u=11. 
2x—3y+2z+4u=0 2x—3z—u=2 
4.) 3x+y—9z—3U=—10 8. ) 3y—27—5uU=8 
6x+2y—z+u=—3 4y—3u=2 
x+iy+dz—3u=—6. x—3y+3uU=0. 
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JEAN LE ROND D'ALEMBERT (1717-1783) Aban-”” rot; la idea de la Enciclopedia, Dirigió dicho movi- 
donado al Pc en el atrio o la Capilia de St. Jean miento y redactó todos los artículos sobre matemáticas 


le-Rond, fue 


tg mind a esposa de un humilde que aparecen en la famosa Enciclopedia, Fue Secre- 


vidriero y criado hasta la Sage de edad. Fue un tario Perpetuo de la Academia Francesa. Puede con- 


verdadero 


genio precoz. Concibió y realizó con Dide- siderarse con Rousseau, precursor de la Revolución. 


CAPITULO XXVI 


PROBLEMAS QUE SE RESUWELVEN POR ECUACIONES 
SIMULTANEAS 


La diferencia de dos números es 14, y - de su suma es 13. Hallar 
los números. 
Sea 





De acuerdo con las couBidighes ae pr yróblariá, tenemos el sistema: 


x—y=14 (1) 
|X+9 
— — =13. (2 
——=18. (2) 
Quitando denominadores y (| x—y=14 
sumando: | x+y=52 
2x  =66 
x=33 


Sustituyendo x=33 en (1): 





Los números buscados son 33 y 19. R. 


356 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTANEAS & 357 
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1. La diferencia de dos números es 40 y - de su suma es 11. Hallar los 
números. 


2. La suma de dos números es 190 y = de su diferencia es 2. Hallar los 
números. 

3. La suma de dos números es 1529 y su diferencia 101. Hallar los números. 

4. Un cuarto de la suma de dos números es 45 y un tercio de su diferencia 
es 4. Hallar los números. 

5. Los À de la suma de dos números son 74 y los - de su dilerencia 9. 
Hallar los números, 


3 5 
6. Los — de la suma de dos números exceden en 6 a 39 y los — de su 
diferencia son ] menos que 26. Hallar los números. 
. 4 
7. Un tercio de la diferencia de dos números es 11 y los — del mayor 
. 3 . 
equivalen a los — del menor. Hallar los números. 


8. Dividir 80 en dos partes tales que los = de la parte mayor equivalgan 
a los - de la menor. 


' pe 1 
9. Hallar dos números tales que 5 veces el mayor exceda a — del menor 
1 a 
en 222 y 5 veces el menor exceda a + del mayor en 66. 


6 Ibs. de café y 5 Ibs. de azúcar costaron $2.27, y 5 lbs. de café y 4 lbs. 
de azúcar (a los mismos precios) costaron $1.88. Hallar el precio de 
una libra de café y una de azúcar. 


Sea 





S1 una libra de café cuesta x, 6 kbs. costarán 6x; si una 
lb. de azúcar cuesta y, 5 Ibs. de azúcar costarán 5), Y como el 
importe de esta compra fue $2.27 ó 227 cts., tendremos: 


à lbs. de café cuestan 5x, y 4 de azúcar, 4, y como el 
importe de esta compra fue de $1.88 ó 188 cts., tendremos: 


Reuniendo las ecuaciones (1) y (2), tenemos el sistema: 
(6x+5y=227. (1) 
| 5x + 4y = 188. (2) 
Multiplicando (1) por 5 | 30x+25y= 1135 
y (2) por 6 y restando: | — 30x — 24y = — 1128 
p= + 
Sustituyendo y=7 en (1) se tiene x=32, 
Una libra de café costó 32 cts., y una libra de azúcar, Tcts. R. 
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- à trajes y 3 sombreros cuestan 4150 soles, y 5 trajes y 9 sombreros 6940. 
Hallar el precio de un traje y de un sombrero. 


fd 


2. Un hacendado compró 4 vacas y 7 caballos por $514 y más tarde, a los 
mismos precios, compró 8 vacas y 9 caballos por SM Hallar el costo 
de una vaca y de un caballo. 


3. En un cine, 1() entradas de adulto y 9 de nmo cuestan 95.12, y 17 de 
nino y 15 de adulto $8.31. Hallar el precio de un entrada de nino y una 
de adulto. 


4. Sia 5 veces el mayor de dos números se anade 7 veces el menor, la 
suma es 316, y si a 9 veces el menor se resta el cuádruplo del mayor, la 
dilerencia es 83. Hallar los números. 


5. Los À de la edad de 4 aumentados en los “ de la edad de B suman 15 
anos, y los - de la edad de 4 disminuidos en los - de la de B equiva- 
len a 2 anos. Hallar ambas edades. 

6. El doble de la edad de 4 excede en 50 anos a la edad de B, y - de la 
edad de B es 35 anos menos que la edad de A. Hallar ambas edades. 


7. La edad de À excede en 13 anos a la de B, y el duplo de la edad de B 
excede en 29 anos a la edad de 4. Hallar ambas edades. 


E Sica - de la ie de A se aumenta en los + — e la de B, el resultado seria 


37 aiios, y de la edad de B equivalem a — de la edad de 4. Hallar 
ambas édades, 


Si a los dos términos de una fracción se amiade 3, el valor de la frac 
+, ! - £ . * 
ción es —, y si a los dos términos se resta 1, el valor de la fracción 
1 pá . 
es — Hallar la fracción. 


Sea x=el numerador 
y=el denominador 


X da 
Entonces — = la fracción. 


a . . 4 . 3 , 
Afiadiendo 3 a cada término, la fracción se convierte en e y según 
las condiciones del problema el valor de esta fracción es 3; luego: 





4 . “4 . Z-1 L 
Restando 1 a cada término, la fracción se convierte en Tp y según 
las condiciones, el valor de esta fracción es 4; luego: 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTANEAS e 359 


x+3 1 


+38 2 
g=1 1 


Reuniendo las ecuacio- 
nes (1) y (2), tenemos el 
sistema: 





Quitando denominadores: 


Transponiendo 


y reduciendo: 3x—y= 2 (3) 


Restando: 


A pa ço A A 
| ez 
| 
pmá 
|| 
co | 


Sustituyendo 15-y=2 
“=5 en (a): y=1 


, e, 5 
Luego, la fracción es +. R. 
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1. S a los dos términos de una fracción se aniade 1, el valor de la lracción 
es =, y si a los dos términos se resta 1, el valor de la fracción es —. 
Hallar la fracción. 

2. Si a los dos términos de una fracción se resta 3, el valor de la fracción 
es — y si los dos términos se aumentan en 5, el valor de la fracción es =. 
Hallar la fracción, 


3. Si al numerador de una fracción se aniade 5, el valor de la fracción es 2, 
y si al numerador se resta 2, el valor de la fracción es 1. Hallar Ja fracción. 


4. Si el numerador de una fracción se aumenta en 26 el valor de la frac- 
ción es 3, y si el denominador se disminuye en 4, el valor es 1. Hallar 


la fracción, 

5. Anadiendo 3 al numerador de una fracción y restando 2 al denominador, 
la fracción se convierte en — pero si se resta 5 al numerador y se aniade 
2 al denominador, la fracción equivale a = Hallar la fracción. 

6. Multiplicando por 3 el numerador de una fracción y afiadiendo 12 al 
denominador, el valor de la fracción es -, y si el numerador se aumenta 
en 7 y se triplica el denominador, el valor de la fracción es - Hallar 
la fracción. 

7. Si el numerador de una fracción se aumenta en +, el valor de la fracción 


4 ARINF 4 o 2 
es — Y si el numerador se disminuye en +» el valor de la fracción es —. 

de + 
Hallar la fracción. 


Dos números están en la relación de 3 a 4. Si el menor se aumenta 


en 2 y el mayor se disminuye en 9, la relación es de 4a 3. Hallar los 
números. 








Sea 
La relación de dos números es el cociente de dividir uno x 3 w 
por el otro. Según las condiciones, x e y están em la relación RR Eae 2 
de 3 a 4; luego, echo sd SD Ps os 
“ . + 
Si el menor se aumenta en 2, quedará x +2; si el x+2 4 " 
mayor se disminuye en 9, quedará y — 9; la relación de ng A (2) 


estos números, según las condiciones, es de 4 à 3; luego, 





À 

Reuniendo (1) y (2), 7 4 

tenemos el sistema: Ix+92 4 
ns — dd 

= 3 


Resolviendo el sistema se halla x=18, y=24; estos son los números 
buscados. R. 
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1. Dos números están en la relación de 5 a 6. S1 el menor se aumenta en 
> y el mayor se disminuye en 6, la relación es de 9 a 8. Hallar los números. 


2. La relación de dos números es de 2 a 3. Si el menor se aumenta en 8 
y el mavor en 7, la relación es de 3 a 4. Hallar los números. 


Ea 


Dos múmeros son entre si como 9 es à 10. Si el mayor se aumenta en 20 
y el menor se disminuye en 15, el menor será al mayor como 3 es a 7. 
Hallar los números. 


4. Las edades de 4 y B están en lã relación de 5 a 7. Dentro de 2 ahios 


la relación entre la edad de 4 y la de B será de 8 a 11. Hallar las edades 
actuales. 


5. Las edades de 4 y B están en la relación de 4 a 5. Hace 5 anos la rela- 
ción era de 7 a 9. Hallar las edades actuales. 


6. La edad actual de 4 guarda con la edad actual de B la relación de 
2 a 3. Si la edad que 4 tenia hace 4 anos se divide por la edad que 
tendrá B dentro de 4 anos, el cociente es %. Hallar las edades actuales. 


7. Cuando empiezan a jugar 4 y B, la relación de lo que tiene 4 y lo 
que tiene B es de 10 a 13. Después que 4 le ha ganado 10) bolívares a B, 
la relación entre lo que tiene À4 y lo que le queda a B es de 12 a 11. 
«Con cuánto empezó a jugar cada uno? 


8. Antes de una batalla, las fuerzas de dos ejércitos estaban en la relación 
de 7a 9. El ejército menor perdió 15000 hombres en la batalla y el 
mayor 25000 hombres. Si la relación ahora es de 11 a 13, ecuántos hom- 
bres teniax cada ejército antes de la batalla? 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTANEAS e 36] 


Si el mayor de dos números se divide por el menor, el cociente es 2 
y el residuo 9, y si 3 veces el menor se divide por el mayor, el cocien- 
te es 1 y el residuo 14. Hallar los números. 


Sea 





Según las condiciones, al dividir x entre y el cocien- 
te es 2 y el residuo 9, pero si el residuo se le resta al 
dividendo x, quedará x — 9 y entonces la división entre y 
es exacta; luego: 





Dividiendo 3y entre x, según las condiciones, el 
cociente es 1 y el residuo 14, pero restando 14 del di- 


videndo la división será exacta; luego 0 SZ 








RR 
= 2, 
Reuniendo (1) y (2), y 
tenemos el sisgema: 3y— 14 
mesas ad 
x 
— 9=9y 
Quitando denominadores: = Rea (3) 
ai ( 3y-14= * 
) x-P= 9 
Transy ndo: ns 
canspontendo: ) a 39w=14 
y=28. 


Sustituyendo y=23 en (3) se obtiene x — 9=46; luego, x = 55. 
Los números buscados son 55 y 23. R. 


m- EJERCICIO 197 


1. Si el mayor de dos números se divide por el menor, el cociente es 2 y 
el residuo 4, y si 5 veces el menor se divide por el mayor, el cociente es 
2 y el residuo 17. Hallar los números. 

2. Si el mayor de dos números se divide por el menor, cl cociente es 3, y 
si 10 veces el menor se divide por el mayor, el cociente es 3 y el resi- 
duo 19. Hallar los números. 

3. Si el duplo del mayor de dos números se divide por el uwiplo del menor, 
el cociente es 1 y el residuo 3, y si & veces el menor se divide por el 
mayor, el cociente es 5 y el residuo 1. Hallar los números. 

4. La edad de 4 excede en 22 amos a la edad de B, y si la edad de 4 se 
divide entre el triplo de la de B, el cociente es 1 y el residuo 12. Hallar 
ambas edades. 

9. Seis veces el ancho de una sala excede en 4 m a la longitud de la sala, 
v si la longitud aumentada en 3 m se divide entre cl ancho, el cociente 
es o y el residuo 3. Hallar las dimensiones de la sala, 


(829) La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las uriidades de un 
número es 15, y si al número se resta 9, las cifras se invierten. Ha- 


llar el número. 


Sea 
Según las condiciones: sx 9=15. 40) 


El número se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y 
sumándole la cifra de las unidades; luego, el número será 10x + 9. 





Según las condiciones, restando 9 de 








este número, las cifras se invierten, luego, sad! 
Reuniendo (1) y (2), ( x+y=15 
tenemos el sistema: | 10x +y—9=10y+x 


Transponiendo ( x+ y=15 
y reduciendo: ] 9x — 9y= 9. 


Dividiendo la 2a. ecuación ( x+y=15 ” 
por 9 y sumando: | *-9=1 
2x = 16 
g= 6. 


Sustituyendo x=8 en (1) se tiene 8+y=15.y=7. 
El número buscado es 87. R. 


m- EJERCICIO 198 


La suma de ia cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un número 
es 12, y si al número se resta 18, las cifras se invierten. Hallar el número, 


2. La suma de las dos cifras de un número es 14, y si al número se suma 36, 
las cifras se invierten. Hallar el número, 


3. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un 
número es 13, y si al número se le resta 45, las cifras se invierten. Hallar 
el número. 


4. La suma de las dos cifras de un número es 11, y si el número se divide 
por la suma de sus cifras, el cociente es 7 y el residuo 6. Hallar el 
número. 


5. Si un número de dos cifras se disminuye en 17 y esta diferencia se 
divide por la suma de sus cifras, el cociente es 5, y si el número dismi- 
nuido en 2 se divide por la cifra de las unidades disminuida en 2, el 
cociente es 19. Hallar el número. 

6. Si a un número de dos cifras se anade 9, las cifras se invierten, y si este 
número que resulta se divide entre 7, el cociente es 6 y el residuo 1. 
Hallar el número. 

7. La suma de las dos cifras de un número es 9. Si la cifra de las decenas 
se aumenta en 1 y la cifra de las unidades se disminuye en 1, las cifras 
se invierten. Hallar el número. 


jd 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTANEAS O 363 


Se tienen $120 en 33 billetes de a $5 y de a $2. ;Cuántos billetes sor 
de $5 y cuántos de $2? 


Sea X= 





Según las condiciones: 








x+y=38. (1) 

Con x billetes de $2 se tienen $2x y con y billetes de $5 2x+5y=120. (2) 

se tienen $5y, y como la cantidad total es $120, tendremos: 
x+ y= 38 
1 

Reuniendo (1) y (2) tenemos el sistem 2x + 5y = 120, 

Resolviendo se encuentra x=15, y=18; luego, hay 15 billetes de 82 
y 18 billetes de 35. R. 

BD» EJERCICIO 199 

1. Se tienen $11.30 en 78 monedas de a 20 cts. y de 10 cts. cCuántas mo- 
nedas son de 1() cts. y cuántas de 20 cts.? 

2. Un hombre tiene S404 en 9] monedas de a $5 y de a $4. ;Cuántas mone- 
das son de S5 y cuántas de 44? 

3 En un cine hay 700 personas entre adultos y nihos. Cada adulto pagó 
4) cts. y cada nião 15 cts. por su entrada, La recaudación es de $180. 
iCuántos adultos y cuúntos ninos hay en el cine? 

4. Se reparten monedas de 20 cts. y de 25 cts. entre 44 personas, dando una 
moneda a cada una. Si la cantidad repartida es $9.95, ecuántas personas 
recibicron monedas de 20 cts. y cuántas de 25 cts.? 

9 Se tienen 8419 en 287 billetes de a $1 y de a $2. eCuántos billetes son 
de a $1 y cuântos de 522 

6. Con 174 colones compré 34 libros de a 3 y de a 7 colones. «Cuáântos 
libros compré de cada precio? 

f. Un comerciante empleó 6720 sucres en comprar trajes a 375 sucres y som- 
breros a 45. Si la suma del número de trajes y el número de sombreros 
que compró es 54, ecuántos trajes compró y cuántos sombreros? 

Si A le da a B $2, ambos tendrán igual suma, y si Ble da a A $2, 
A tendrá el triplo de lo que le queda a B. ;Cuánto tiene cada uno? 
SiÁledaaB$2,4 se queda con S(x — 2) Cx-2=9+2. (D. 7 | 

y B tendrá $%y+2), y según las condiciones 

ambos tienen entonces igual suma: luego, LE, 

Si Bledaa 4 82, B se queda con $(y—2) y 4 x+2=%-2. O 

tendrá 3(x + 2) y según las condiciones entonces 4 


tiene el triplo de lo que le queda a B; luego, 
Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema 1º E Sis 
? — (x+2=3y-—2). 


Resolviendo este sistema se halla x=10, y=6; luego, 4 tiene $10 y 
B tiene $6. R. 
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Hace 8 afios la edad de A era triple que la de B, y dentro de 4 aíios 
la edad de B será los - de la de A. Hallar las edades actuales. 


Sea 





Hace 8 afios 4 tenia x—8 afios y B 
tenia y—8 afios; según las condiciones: ———— — 4 


Dentro de 4 anos, 4 tendrá x+4 anos y 
B tendrá y+4 afios y según las condiciones: 


e; 
x-8=3(y—8). 








Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: , 
y+4=(x+ 4). 


Resolviendo el sistema se halla x =32, y = 16. 
A tiene 32 afios, y B, 16 anos. R. 


m- EJERCICIO 200 
1. SiAledaa B $1, ambos tienen lo mismo, y si B le daa A $1, 4 tendrá 
el triplo de lo que le quede a B. cCuánto tiene cada uno? 


2. SiBledaa A? soles, ambos tienen lo mismo, y si À le da a B 2 soles, 
B tiene el doble de lo que le queda a 4. iCuánto tiene cada uno? 


3. Si Pedro le da a Juan 33, ambos tienen igual suma, pero si Juan le da 
a Pedro $3, éste tiene 4 veces lo que le queda a Juan. cCuánto tiene 
cada uno? 


4. Hace 10) anos la edad de 4 era doble que la de B; dentro de 10 anos 
la edad de B será los - de la de A. Hallar las edades actuales. 

5. Hace G anos la edad de 4 era doble que la de B; dentro de 6 anos será 
los - de la edad de B. Hallar las edades actuales. 

6. La edad de 4 hace 5 anos era los - de la de B; dentro de 10) anos la 
edad de B será los - de la de 4. Hallar las edades actuales. 

7. La edad actual de un hombre es los = de la edad de su esposa, y dentro 


de 4 aíios la edad de su esposa será los * de la suya. Hallar las edades 
actuales. | 


8. A y B empiezan a jugar. Si 4 pierde 25 lempiras, B tendrá igual suma 
que 4, y si B pierde 35 lempiras, lo que le queda es los = de lo que 
tendrá entonces 4. :Con cuánto empezó a jugar cada uno? 


9. Un padre le dice a su hijo: Hace 6 afios tu edad era = de la mia; dentro 
de 9 anos será los —. Hallar ambas edades actuales. 


Pedro le dice a Juan: Si me das 15 cts. tendré 5 veces lo que tú, y Juan 


le dice a Pedro: Si tú me das 2 cts. tendré 3 veces lo que tú. ;Cuánto 
tiene cada uno? 


10. 
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11. Ale dice a B: Dame la mitad de lo que tienes, y 60 cts. más, y tendré 
4 veces lo que tú, y B le contesta: Dame 80 cts. y tendré $3.10 más que 
tú. «Guánto tiene cada uno? 


12. Hace 6 afios la edad de Enrique era los = de la edad de su hermana, 


y dentro de 6 aiios, cuatro veces la edad "de Enrique será 5 veces la 
edad de su hermana. Hallar las edades actuales. 


Un bote que navega por un río recorre 15 kilómetros en 1 horas 
a favor de la corriente y 12 kilómetros en 2 horas contra la corriente. 
Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del rio. 


Sea x=la velocidad, en Km por hora, del bote 
en agua tranquila. 
y=la velocidad, en Km por hora, del rio. 


Entonces x +y=velocidad del bote a favor de la corriente. 
x—y=velocidad del bote contra la corriente. 


El tiempo es igual al espacio partido por la velo- 
cidad; luego, el tiempo empleado en recorrer los 
l5 Km a favor de la corriente, 1; horas, es igual al 
espacio recorrido, 15 Km, dividido entre la velocidad 
del bote, 449,0, 8828 


El tiempo empleado en recorrer los 12 Km contra 
la corriente, 2 horas, es igual al espacio recorrido, 
2 km, dividido entre la velocidad del bote, x —y, 
o sea: ES — 


15 =13 
Xx+y 


12 
To REQ, 
“= 
Resolviendo se halla x=8, y=2; luego, la velocidad del bote en agua 
tranquila es 8 Km por hora, y la velocidad del rio, 2 Km por hora. R. 


m- EJERCICIO 20] 


1. Un hombre rema rio abajo 10) Km en una hora y rio arriba 4 Km en 
una hora. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad 
del rio. 


2. Una tripulación rema 28 Km en 13 horas rio abajo y 24 Km en 3 horas 
rio arriba, Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad 
del rio. 

9. Un bote emplea 5 horas en recorrer 24 Km. rio abajo y en regresar. 
En recorrer 3 Km rio abajo emplea el mismo tiempo que en recorrer 


2 Km rio arriba, Hallar el tiempo empleado en ir y el empleado en 
volver, 











Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: 
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4. Una tripulación emplea 24 horas en recorrer 40 Km rio abajo y 5 horas 
en el regreso. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velo- 
cidad del rio. 


5. Una tripulación emplea 6 horas en recorrer 40 Km rio abajo y en 
regresar. En remar 1 Km rio arriba emplea el mismo tiempo que en 
remar 2 Km río abajo. Hallar el tiempo empleado en ir y en volver. 


6. Un bote emplea 5 horas en recorrer 32 Km rio abajo y 12 Km rio arriba. 
En remar 4 Km rio abajo el botero emplea el mismo tiempo que en 
remar 1 Km rio arriba. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila 
y la del rio. 


La suma de tres números es 160. Un cuarto de la suma del mayor y 
el mediano equivale al menor disminuido en 20, y si a + de la dife- 


rencia entre el mayor y el menor se suma el número del medio, el resul. 
tado es 57. Hallar los números. 


Sea “ = número mayor 
»y = número del medio 
“ = número menor. 


x+y+z=160 
Xx+9 





Según las condiciones del 
problema, tenemos el sistema: 


=2z— 20 


Xx—z 
ana: je DS 
9 
Resolviendo el sistema se halla x= 62, y=50, z=48, que son los nú- 
meros buscados. R. 


330 La suma de las tres cifras de un número es 16. La suma de la cifra 

de las centenas y la cifra de las decenas es el triplo de la cifra de las 
unidades, y si al número se le resta 99, las cifras se invierten. Hallar el 
número. 


Sea x =la cifra de las centenas 
y =la cifra de las decenas 
2: =la cifra de las unidades. 


A 


Según las condiciones, la suma de las tres cifras es 16; luego: 
Ca+y+z=16. (D 
La suma de la cifra de las centenas x con la cifra de las x+y=32 (2) 
decenas y es el triplo de la cifra de las unidades z; luego, 
El número será 100x + 10y +z. S1 


restamos 99 al número, las cifras se 
invierten; luego, 








tenemos el sistema; 
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x+y+z=16 
x+y=3z 
100x + 10y + z — 99 = 100z + 10y + x. 


Reuniendo (1), (2) y (3), | 


Resolviendo el sistema se halla x=5, y=7, z=4; luego, el número 


buscado es 574. R. 


10. 


11. 


EJERCICIO 202 


A pe “ . . e á 1 
La suma de tres números es 37. El menor disminuido en 1 equivale a — 
de la suma del mayor y el mediano; la diferencia entre el mediano y 
el menor equivale al mayor disminuido en 13. Hallar los números. 
5 kilos de azúcar, 3 de café y 4 de lrijoles cuestan $1.18; 4 de azúcar, 
5 de café y 3 de frijoles cuestan $1.45; 2 de azúcar, 1 de café y 2 de 
frijoles cuestan 46 cts. Hallar el precio de un kilo de cada mercancia. 
La suma de las tres cifras de un número es 15. La suma de la citra de 

“e 3 . . 
las centenas con la cifra de las decenas es los E de la cifra de las unidades, 
y si al número se le resta 99, las cifras se invierten. Hallar el número, 
La suma de tres números es 127. Si a la mitad del menor se anade 
: del mediano y — del mayor, la suma es 39 y el mayor excede en 4 
a la mitad de la suma del mediano y el menor. Hallar los números. 
La suma de las tres cifras de un número es 6. Si el número se divide 
por la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las decenas, el 
cociente es 41, y si al número se le afiade 198, las cifras se invierten. 
Hallar el número. 
La suma de los tres ángulos de un triângulo es 180º. El mayor excede 


al menor en 35º y el menor excede en 20º a la diferencia entre el mayor 
y el mediano. Hallar los ángulos. 


E 1 

Un hombre tiene 110 animales entre vacas, caballos y terneros, — del 
+ 4 + 1 

número de vacas más ps del número de caballos más se del número de 


terneros equivalen a 15, y la suma del número de terneros con el de 
vacas es 65. «Cuántos animales de cada clase tiene? 


La suma de las tres cifras de un número es 10. La suma de la cifra de 
las centenas y la cifra de las decenas excede en 4 a la cifra de las uni- 
dades, y la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las unidades 
excede en 6 a la cifra de las decenas. Hallar el número. 


La suma de los tres ángulos de un triângulo es 180º. La suma del mayor 
y el mediano es 135º, y la suma del mediano y el menor es 110º. Hallar 
los ángulos. 


Entre 4, B y G tienen 140 balívares. C tiene la mitad de lo que tiene 
4, y 4 bs. 10 más que B. «Cuánto tiene cada uno? 


Si 4 le da $1 a €, ambos tienen lo mismo; si B tuviera $ 1 menos, tendria 
lo mismo que C, y si 4 tuviera $5 más, tendria tanto como el doble de 
lo que tiene C. ;Cuánto tiene cada uno? 
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12. 


13. 


14. 


15. 


10. 


Determinar un número entre 300 y 400 sabiendo que la suma de sus 
e , 1 P Rg os trd 

cifras es 6 y que leido al revés es a del número primitivo. 

Si 4 le da a B 2 quetzales, ambos tienen lo mismo. Si B le da a CG 1 quetzal, 


. . . . 8 , . 
ambos tienen lo mismo. Si 4 tiene los — de lo que tiene C, ecuánto tiene 
cada uno? 


Hallar un número mayor que 400 y menor que 500 sabiendo que sus 
p p 16 ' qd 
cifras suman 9 y que leído al revés es — del número primitivo. 


Si al doble de la edad de 4 se suma la edad de B, se obtiene la edad de 
€ aumentada en 32 anos. Si al tercio de la edad de B se suma el doble 
de la de C, se obtiene la de 4 aumentada en 9 anos, y el tercio de la 
suma de las edades de 4 y B es 1 ao menos que la edad de C. Hallar 
las edades respectivas. 


EJERCICIO 203 


MISCELANEA DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES 
SIMULTANEAS 


El perimetro de un cuarto rectangular es 18 m, y 4 veces el largo equi- 
vale a 5 veces el ancho. Hallar las dimensiones del cuarto, 


4 tiene doble dinero que B. Si: 4 le da a B 12 balboas, ambos tendrán 
lo mismo. iCuánto tiene cada uno? 


Si una sala tuviera ] metro más de largo y 1 m. más de ancho, el área 
seria 26 m? más de lo que es ahora, y si tuviera 3 m menos de largo y 


2 m más de ancho, el área seria 19 m* mayor que ahora. Hallar las 
dimensiones de la sala, 


Compré un carro, un caballo y sus arreos por $200. El carro y los 
arreos costaron $20 más que el caballo, y el caballo y los arreos costaron 


$40 más que el carro. ;Cuánto costó el carro, cuánto el caballo y cuânto 
los arreos? 


Hallar tres números tales que la suma del 1º y el 2º excede en 18 al 
tercero; la suma del 1º y el 3º excede en 78 al segundo, y la suma del 
29 y el 3º excede en 102 al 1º. 


La suma de las dos cifras de un número es 6, y si al número se le resta 
36, las cifras se invierten. Hallar el número. 


Un pájaro, volando a favor del viento recorre 55 Km en 1 hora, y en 
contra del viento 25 Km en 1 hora. Hallar la velocidad en Km por hora 
del pájaro en aire tranquilo y del viento. 


Un hombre compró cierto número de libros. Si hubiera comprado 5 
libros más por el mismo dinero, cada libro le habria costado $2 menos, 
y si hubiera comprado 5 libros menos por el mismo dinero, cada libro 


le habria costado $4 más. iCuántos libros compró y cuánto pagó por 
cada uno? 


7 kilos de café y 6 de té cuestan $4.80; 9 kilos de té y 8 de café cuestan 
$6.45. «Cuánto cuesta un kilo de café y cuánto un kilo de té? 


Un comerciante empleó $1910 em comprar 50 trajes de a $40 y de a $35. 
:Cuántos trajes de cada precio compró? 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


21. 


25. 
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Si al numerador de una fracción se resta 1, el valor de la fracción es — 
y si al denominador se resta 2, el valor de la fracción -es — Hallar la 


fracción. 

Dos bolsas tienen 200 soles. Si de la bolsa que tiene más dinero se sacan 
15 soles y se ponen en la otra, ambas tendrían lo mismo. «Cuánto tiene 
cada bolsa? 

Compré un caballo, un coche y un perro. El perro. me costó $20. El 
caballo y el perro costaron el triplo que el coche; el perro y el coche 


los - de lo que costó el caballo. Hallar el precio del caballo y del coche. 


Un número de dos cifras equivale a 6 veces la suma de sus cifras, y si 
al número se le resta 9, las cifras se invierten. Hallar el número. 
Cierto número de personas alquiló un ómnibus para una excursión. 
Si hubieran ido 10 personas más, cada una habria pagado 5 bolívares 
menos, y si hubieran ido 6 personas menos, cada una habría pagado 
5 bolívares más. «Cuántas personas iban en la excursión y cuánto pagó 
cada una? 


Entre 4 y B tienen 1080 sucres. Si 4 gasta los - de su dinero y B z del 
suyo, ambos tendrian igual suma. «Cuánto tiene cada uno? 


' . 5 
Ayer gané $10 más que hoy. Si lo que gané hoy es los — de lo que 
gané ayer, icuánto gané cada dia? 
Dos números están en la relación de 3 a 5. Si cada número se disminuye 
en 10, la relación es de 1 a 2. Hallar los números. 
A le dice a B: Si me das 4 lempiras tendremos lo mismo, y B le contesta: 


Si tú me das 4 lempiras tendré - de lo que tú tengas. ;Cuánto tiene 
cada uno? 
Hace '20 anos la edad de 4 era el doble que la de B; dentro de 30 aúios 


será los = de la edad de B. Hallar las edades actuales. 


Una tripulación emplea 3 horas en remar 16 Km río abajo y en rte- 
gresar. En remar 2 Km rio arriba emplea el mismo tiempo que en remar 
4 Km. rio abajo. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la 
velocidad del rio. 


: la edad de 4 excede en 2 anos a + de la edad de B, y el doble de 


la edad de B equivale a la edad que tenia 4 hace 15 anios. Hallar las 
edades actuales. 

En 5 horas 4 camina 4 Km más que B en 4 horas, y 4 en 7 horas camina 
92 Km más que B en 6 horas. «Cuântos Km anda cada uno en cada 
hora? 

La diferencia entre la cifra de las unidades y la cifra de las decenas de 
un número es 4, y si el número se suma con el número que resulta de 
invertir sus cifras, la suma es 66. Hallar el número. 

El perímetro de un rectángulo es 58 m. Si el largo se aumenta en 2 m 
y el ancho se disminuye en 2 m, el área se disminuye en 46 m2, Hallar 
las dimensiones del rectángulo. 

El perímetro de una sala rectangular es 56 m. Si el largo se disminuye 
en 2 m y el ancho se aumenta en 2 m, la sala se hace cuadrada. Hallar 
las dimensiones de la sala. 


d 
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nacido en Italia, y de sangre francesa. À los 16 afios Berlin hacia 1767, “Sobre la resolución de las ecua- 
fue nombrado profesor de matemáticas en la Real ciones numéricas”. Pero su obra fundamental fue la 
Escuela de Artilleria de Turin, Fue uno de los más “Mecânica Analítica”. Respetado por la Revolución, 
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CAPITULO XXV I | 


ESTUDIO ELEMENTAL DE LA TEORIA COORDINATORIA 


(3) LA TEORIA COORDINATORIA estudia la ordenación de las cosas o 
elementos. 


(832) La distinta ordenación de las cosas o elementos origina las coordina- 
ciones, permutaciones y combinaciones. 


(833) COORDINACIONES O ARREGLOS son los grupos que se pueden for- 
mar con varios elementos (letras, objetos, personas), tomándolos uno 
a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo que dos grupos del mismo nú- 
mero de elementos se diferencien por lo menos en un elemento o, si tie- 
nen los mismos elementos, por el orden en que están colocados. 
Vamos a formar coordinaciones con las letras a, b, c, d. 
Las coordinadas monarias de estas cuatro letras son los a, b, c, d. 
grupos de una letra que podemos formar con ellas, o sea: / 









ab, ac, ad, 
ba, bc, bd, 
ta, CD; Cd, 
da, db, de. 
(Véase que los grupos ab y ac se diferencian en un elemento porque el primero tiene b 


que no tiene el segundo y el segundo tiene c que no tiene el primero; los grupos ab y cd se 
diferencian en dos elementos; los grupos ab y ba se diferencian en el orden de los elementos). 


Las coordinaciones binarias se forman 
escribiendo a la derecha de cada letra 
todas las demás, una a una, y serán: 
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Las coordinaciones ternarias se forman escribiendo a la derecha de 
cada binaria, una a una, todas las letras que no entren en ella y serán: 


abc, abd, ach, acd, adb, ade, 
bac, bad, bca, bed, bda, bdc, 
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb, 
dab, dac, dba, dbe, dca, dcb. 


(Véase que los grupos abc y abd se diferencian en un elemento; los abc y bac se 
diferencian en el E ri m ida 


Las coordinaciones cuaternarias se formarían escribiendo a la derecha 
de cada ternaria la letra que no entra en ella, 

El símbolo de las coordinaciones es 4, con un subíndice que indica 
el número de elementos y un exponente que indica cuantos elementos en- 
tran en cada grupo (orden de las coordinaciones). 

Asi, en el caso anterior, las coordinaciones monarias de a, b, c, d' se 
expresan 14,; las binarias, *4,; las ternarias, *4,; las cuaternarias, *A,. 


(334) CALCULO DEL NUMERO DE COORDINACIONES 
DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n 


Con m elementos, tomados de uno en uno, se à 
pueden formar m coordinaciones monarias; luego, 4 


Pará formar las binarias, a la derecha de cada uno de los m elementos 
se escriben, uno a uno, los demás m — 1 elementos; luego, cada elemento 
origina m — 1 coordinaciones binarias y los m elementos darán m(m —1) 
coordinaciones binarias; luego, 

*Am=m(m-—1), 


o sa, 2Ám = Anti 1), 








Para formar las ternarias la derecha de cada binaria 
escribimos, uno a uno, los m — 2 elementos que no entran en 
ella; luego, cada binaria produce m — 2 ternarias y tendremos: Vá 

Para formar las cuaternarias, a la derecha de cada 
ternaria, escribimos, uno a uno, los m—3 elementos 
que no entran en ella; luego, cada ternaria produce 











m—3 cuaternarias y tendremos....... A 
IAm=m 
Am ="Ac(m—1) 
Continuando el procedimiento, 3Ã q =2Aw(M =8) 
obtendríamos la serie de fórmulas: ” tAm=*An(m—3) 


"Ag="Asm-—n+1). 
Multiplicando miembro a miembro estas igualdades y suprimiendo los 
factores comunes a los dos miembros, se tiene: 
"Am=m(m-l)(m-—2)......(m-n+41) (1) 
que es la fórmula de las coordinaciones de m elementos tomados de n en n. 
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(1) sCuántos números distintos de 4 cifras se pueden for- 


Ejemplos mar con los números 1,2,3,4,5,6,7,8y 9? 


Aplicamos la fórmula (1). 
— Aqim=9,n=4. 





(2) sCuántas sefiales distintas pueden hacerse con 7 banderas izando 3 de cada 
vez? 
Las sefales pueden ser distintas por diferenciarse una de otra en una o más 
banderas o por el orden en que se izan las banderas. 
Aplicamos la fórmula (1). Aqui m = é nas.  Tendremos: 






S1 se establece la condición de que cierto número de elementos tienen 

que ocupar lugares fijos en los grupos que se formen, al aplicar la 
fórmula, m y n se disminuyen en el número de elementos fijos. Por 
ejemplo: 

Con 10 jugadores de basket, «de cuántos modos se puede disponer el 
team de 5 jugadores si los dos forwards han de ser siempre los mismos? 

Aquí hay dos jugadores que ocupan lugares fijos: m=10 y n=5, pero 
tenemos que disminuir m y n en 2 porque habiendo 2 Jugadores fijos en 
dos posiciones, quedan 8 jugadores para ocupar las 3 posiciones que que- 
dan; luego, los arreglos de 3 que podemos formar con los 8 jugadores son: 





(339) PERMUTACIONES son los grupos que se pueden formar con varios 
elementos entrando todos en cada grupo, de modo que un grupo se 
diferencie de otro cualquiera en el orden en que están colocados los ele- 
mentos. 
Así, las permutaciones que se pueden ab y ba. 
iormaar- con las letras 4 Y O 
Las permutaciones de las letras a, b y c se obtienen formando las per- 
mutaciones de a y b, que son ab y ba, y haciendo que la c ocupe todos los 
lugares (detrás, en el medio, delante) en cada una de ellas y serán: 
abe, acb, cab, 
bac, bca, cha, 


Las permutaciones de a, b, c y d se obtienen haciendo que en cada 
una de las anteriores la d ocupe todos los lugares y así sucesivamente. 


CALCULO DEL NUMERO DE PERMUTACIONES 
DE m ELEMENTOS 


Las permutaciones son un caso particular de las coordinaciones: el 
caso en que todos los elementos entran en cada grupo. Por tanto, la fór- 
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mula del número de permutaciones de m elementos, P,, se obtiene de la 
fórmula que nos da el número de coordinaciones 
As=m(im-D(m=—2)..... (m-—n+1) 
haciendo m =n. Si hacemos m=n el factor m—n+1=1, y quedará: 
Po=mím-l(m-—2)....x1, 
O sea, ES TAXBNAXK ss: Xxm=m 


La expresión m! se llama una factorial e indica el produc- 
to de los números enteros consecutivos de 1 a m. Por tanto, 4 


] (1) De cuántos modos pueden colocarse en un estante 5 
Ejemplos libros? 


En cada arreglo que se haga han de entrar los 5 libros, 
lvego aplicando la fórmula (2) tenemos: 


(2) De cuántos modos pueden sentarse 6 personas a un mismo lado de una mesa? 
Pg=6!=720 modos. R. 


Si se establece la condición de que determinados elementos han de 
ocupar lugares fijos, el número total de permutaciones es el que se 
puede formar con los demás elementos. 


: Con 9 jugadores, sde cuántos modos se puede disponer una 
Ejemplo novena si el pitcher y el catcher son siempre los mismos? 


Hay dos elementos fijos, quedan 9—-2=7 para permutar, 
luego P;=7!= 5040 modos. R. 


; 


PERMUTACIONES CIRCULARES 


Cuando m elementos se disponen alrededor de un círculo, el número 
de permutaciones es (m —1) si se cuenta siempre en el mismo sentido a 
partir de un mismo elemento. 


R De cuántos modos pueden sentarse é personas en una mesa 
E jemplo redonda, contando en un solo sentido, a partir de una de ellas? 


COMBINACIONES son los grupos que se pueden formar con varios 
elementos tomándolos uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo 


que dos grupos que tengan el mismo número de elementos se diferencien 
por lo menos en un elemento, 


Vamos a formar combinaciones con las letras a, b, c, d. 
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Las combinaciones binarias se forman escribiendo a la derecha de cada 
letra, una a una, todas las letras siguientes y serán: 


ab, ac, ad, 
be, bd, 
cd. 


Las combinaciones ternarias se forman escribiendo 
a la derecha de cada binaria, una a una, las letras que 
siguen a la última de cada binaria; serán: 


En los ejemplos anteriores se ve que no hay dos grupos que tengan 
los mismos elementos; todos se diferencian por lo menos en un elemento. 


CALCULO DEL NUMERO DE COMBINACIONES 
DE m ELEMENTOS TOMADOS n À n 


Si en las combinaciones binarias anteriores pérmutamos los elementos 
de cada combinación, obtendremos las coordinaciones binarias; si en las 
combinaciones ternarias anteriores permutamos los elementos de cada com- 
binación, obtendremós las coordinaciones ternarias; pero al permutar los 
elementos de cada combinación, el número de grupos (coordinaciones) que 
se obtiene es igual al producto del número de combinaciones por el núme- 
ro de permutaciones de los elementos de cada combinación. Por tanto, 
designando por "Cm las combinaciones de m cosas tomadas n a n, por P, 
las permutaciones que se pueden formar con los n elementos de cada grupo 
y por "Am las coordinaciones que se obtienen al permutar los » elementos 
de cada grupo, tendremos: 






lo que dice que el número de combinaciones de m elementos tomados 
names igual al número de coordinaciones de los m elementos tomados 
nan dividido entre el número de permutaciones de Jos n elementos de 
cada grupo. 

(1) Entre 7 personas, ;de cuántos modos puede formarse un 


Ejemplos comité de 4 personas? 
Aplicamos la fórmula (3). 
Aqui m=7,n=4, 
SA PRER 7441) [x6x5X4 


= = DDD > >—>—— > =35 modos, R. 
Ps 4! Ix2x 3x 4 


(2) En un examen se ponen 8 temas para que el alumno escoja 5. ;Cuántas se- 
lecciones puede hacer el alumno? 
 "Dhs  BMXAX ses x(8-5+1) 8x7x6x5x4 


Eee e ESA, À 
Ps 5] 1x 2x 3x 4X 5 








10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 
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EJERCICIO 204 

«Cuántos números distintos de 3 cifras se pueden formar con los nú- 
meros 4, 5, 6,7, 8y 9? 

Con 5 jugadores, ide cuántos modos se puede disponer un team de basket 
de 5 hombres? 

Con 7 personas, «cuántos comités distintos de 5 personas pueden formarse? 
Entre la Guaira y Liverpool hay 6 barcos haciendo los viajes. «De cuán- 
tos modos puede hacer el viaje de ida y vuelta una persona si el viaje 
de vuelta debe hacerlo en un barco distinto al de ida? 

De cuántos modos pueden sentarse 3 personas en 5 sillas? 

De 12 libros, scuántas selecciones de 5 libros pueden hacerse? 

«De cuántos modos pueden disponerse las letras de la palabra Ecuador, 
entrando todas en cada grupo? 


«Cuântas selecciones de 4 letras pueden hacerse con las letras de la pala- 
bra Alfredo 


Se tiene un libro de Aritmética, uno de Algebra, uno de Geometria, 
uno de Física y uno de Química. «De cuántos modos pueden disponerse 
en un estante si el de Geometria siempre está en el medio? 

cCuántos números distintos de 6 cifras pueden formarse con los nú- 
meros 1,2,3, 4 5y 6? 

«De cuántos modos pueden disponerse en una fila un sargento y 6 sol- 
dados si el sargento siempre es el primero?, si el sargento no ocupa lugar 
id 5 P P é 8 pa lug 
fijo? 

:iDe cuántos modos pueden sentarse un padre, su esposa y sus cuatro 
hijos en un banco?, cen una mesa redonda, contando siempre a partir 
del padre? 


:Cuántas sefiales distintas pueden hacerse con 9 banderas, izando 3 de 
cada vez? 

:Cuántos números, mayores que 2000 y menores que 3000, se pueden 
formar con los números 2, 3, 5 y 6? 

:Cuántas selecciones de 3 monedas pueden hacerse con una pieza de 
5 centavos, ura de 10, una de 2o..., una de 40 y una de a peso? 

De cuántos modos puede disponerse una tripulación de 5 hombres si 
el timonel y el stroke son siempre los mismos? 

Hay 7 hombres para formar una tripulación de 5, pero el timonel y 
el stroke son siempre los mismos. «De cuántos modos se puede disponer 
la tripulación? 

«De cuántos modos pueden disponerse 11 muchachos para formar una 
rueda? 

De entre 8 candidatos, ecuántas ternas se pueden escoger? 

:Cuántos números de 5 cifras que empiecen por 1 y acaben por 8 se 
pueden formar con los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8? 

Con 5 consonantes y tres vocales, ecuántas palabras distintas de 8 letras 
pueden formarse?, ecuántas, si las vocales son fijas? 

:De cuántos modos se puede disponer un team de basket de 5 hombres 
con 5 jugadores si el centre es fijo? 





o Ei. 
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3SASPARD MONGE (1746-1818) Matemático fran- para la ejecución de las VER de ingenieria. Fue el 
cês. Fue Ministro de Marina de la Revolución. Dentro primero en utilizar pares de elementos imaginarios 
de las matemáticas cultivo muy especialmente la Geo- para simbolizar relaciones espaciales reales Su teoria 
metria. Inventó la Geometria Descriptiva, base de los de la superficie, permite la solución de las ecuaciones 
dibujos de mecánica y de los procedimientos gráficos diferenciales. Aplicó su ciencia a problemas maritimos. 


CAPITULO 
POTENCIACION 


de una expresión algebraica es la misma expresión o el 

resultado de tomarla como factor dos o más veces. 

La primera potencia de una expresión es la misma expresión. 

Asi (24)! = 2a. 

La segunda potencia o cuadrado de una expresión es el resultado de 
tomarla como factor dos veces. Asi, (2a) = 2a X 2a = 4a? 

El cubo de una expresión es el resultado de tomarla como factor tres 
veces. Asi, (2a)º = 2a x 2a x 2a = 84º. 


En general, (20)"=2ux2axX2a...... n veces. 


Cualquier potencia de una cantidad positiva evidentemente es positi- 
1, porque equivale a un producto en que todos los factores son positivos. 
En cuanto a las potencias de una cantidad negativa, ya se vio (85) que: 


) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva. 
) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa 
Asi, (—2a2=(—-2a)x(— 2a) = 44? 
(—2a3=(—20)x(—2a)x(— 2) =— 84º 
(— 2a)*=(— 20) x (— 29) x (— 24) x (— 24) = 164º, etc 
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POTENCIA DE UN MONOMIO 
Para elevar un monomio a una potencia se eleva su coeficiente a esa 


potencia y se multiplica el exponente de cada letra por el exponente que 
indica la potencia. 


S1 el monomio es negativo, el signo de la potencia es + cuando el 


exponente es par, y es — cuando el exponente es impar. 


. (1) Desarrollar (3ab?)º 
Ejemplos ( 3ab?)* = 3º 08.b28 = 9705bº. R 


i 


PIA Na 


En efecto: 
(3ab?)* = 3ab? x 3ab? x Jab? = 270ºbº. 
(Z) Desarrollar (— 3a2b3 |”. 
(— 302b3) ? = 32,022. b2 = 9atb8. R. 
En efecto: 
(— 302b3 )2 = ( — 302bº |) x (— 302bº |) = 904bº. R. 

(3) Desarrollar (— 5x3y* )º. 

(— ey P=— 12503. R 


2 ho 
(4) Desoarrollar (=) : 
Y 


Cuando el monomio es una fracción, para elevarlo a una potencia cualquiera, 
se eleva su numerador y su denominador a esa potencia. Asi, en este caso, 


tenemos: 
2x n* (2x) Téx * 
( epa, TS Le li Sa 
3y? (3y2)* B1y8 


2 5 
(5) Desarrollar ( — 5 bt ) à 








( - = o8bt) =- iso R. 

EJERCICIO 205 
Desarrollar: 
(4a2)2. 9. (ambn)z, ms? amên y * 
(—5a)º. 10. (—2xºy8z9)*, dt. ( n2 )º àl. ( 3x4 ) ; 
(3x7). 11. (—3mên)3. p2s3 3 2 
(=6atbya. 12. (a2bscyn, 18. E) 29. =) 
—9x2y3)3 13. (—mênxº)*. 
Teia 2b15 3x2 2 1 " 
(4a2b3c4)3. 14. (—3aêb)8. 19. (= E — mn?) 
(=6x4y5y? 15. (7x5y928)2, 4y 3 

; D) ab? + 1 5 
—Tabscs, E fear e e f-Sam 
(—Tab3cs) 16 5) 20 ( a) 24 ( bt ) 
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ese 


Aunque en los productos notables ya hemos trabajado con estas for- 
mas, trabajaremos algunos casos más, dada su importancia. 


; (1) Desarrollar ( 34º — Sa2b! |". 
Ejemplos [38 — 5a2bt)º = (30º)? — 2 (308) (Sa2b! ) + (Sab! ? 
= 9a12 — 3008b! + 25a!b8. R 


(2) Desarrollar (Seriy ). 


Gergr)= (qe) ne (Ge) (57) + (57) 


4 9 
=-wW+xyst—ys, R. 
o * + x2y3 16) 





(3) Desarrollar (1008 — = otb* ). 
(1008 — abs ) =(1008):— 2 (1068) (tr) = (tr) . 


= 1000º — 160%? + otb!t. R 


xe 
o. 2) 


(5-5 = (5) =? (5) (65) + +(55). 


Po. 2 


1007 6 36xi0 


(4) Desarrollar ( 





D-  EJERCICIO 206 





Desarrollar: , E cá des 
> (aS+T7b')2. 9. (0=50") . lá. (— o 
) (3x4— Dxy3)2. 5 32 2 So? 2 
1d [Ma E 15. 
ô. (a2b3—asy2. (5% nm xy?) (E+ 8 Tb 
4. O A Td E 2 9x4 
Mimi 11. (Sat Dasbr) ; 16. 3 SEN” 
5 (9ab2+5a2bs2. 9 7 9x 3 
7 2 
6. (9x2y3—Tx3y2)2, 12. mn). a ox 03) 
7. (xy—atb?y 5 4 64 10x 
2 Z mêç* q A 
8. (>x+59) 13. +). 18. (ça Sê 
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(346) cuso DE UN BINOMIO 
Sabemos (90) que: 


Ejemplos 


(1) Desarrollar (40º + 5a2b? )3. 
[408 + Sa2b? )3 = (408 8 + 3 (403 |: (5a2b2) + 3 ( 403) (5a2b? |º + (Satb? )º 
= 640º + 2400ºb? + 30007b! + 1250º%bº. R. 





É 


3 5 ' 
(2) Desarrollar [rt] é 


(Gui) = (Es (3) (Er) 8 (o) (6) (67) 





2x3 10y* py 
(3) Desarrollar =” e À 


2 3 





Ea (go) 2 (7) Gols Gola = 
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Desarrollar: 
1 2 8 2a” 5 3 
do Da-+3b 3, k ea E by E 14. E k 
( ) 9 (Go+562) ( ; E) 
2. (4a—3b?)3. ” E , E 
3. (5x2+6y3)3. 10. (qu-5b") 15. (e 
4. (4x3—-3xy?)3. 5 3 ” da ADS 
11. (ab -— b!). ART (pda Soria, AR 
5. (Tai—Sa2b8)3. (q 10 ) o» 5 ) 


6. (a8+9aix*)3, 12. (ro) 17. (1x) 

To (Bu fatgeio, o i 

8. (3aºb—5a3b?)8. 13. (E+- pi 18. (em? E) 
yo 


ma 


3 
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DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR 

UN POLINOMIO AL CUADRADO 

1) Vamos a elevar al cuadrado el trinomio a+b+c. Escribiéndolo 
(a+b)+c podemos considerarlo como un binomio cuyo primer término 
es (a +b), y el segundo, c. Tendremos: 


(a+b+cy=[(a+b)+cle=(a+b)?+9a+b)c+c? 
=a*+2ab+ b2+2ac+2bc+c? 
(ordenando) =a? + b?+cº+2ab+2ac+2bc. (1) 


2) Sea el trinomio (a — b+c). Tendremos: 


(a-b+cy=[(a-by+cl=(a-b+2a — b)e+e 
=a"-2ab+b?+2ac—2bc+c? 
(ordenando) =a? + b?+c2—2ab+2ac—2be. (2) 


3) Sea el polinomio a+b+c—d. Tendremos: 


(a+b+e—dy= [(a+ b)+ (c— dyJe=(a+ b)2+2(á + b)lc— d)+(c—d? 
=uº+2ab+bº+2ac+2bc—2ad — 2bd+ c— 2cd + d? 
(ordenando) =a?+b?+ci+d?+2ab+2ac—2ad +2bc—2bd—2cd. (3) 


Los resultados (1), (2) y (3) nos permiten establecer la siguiente: 


REGLA 


El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de 
cada uno de sus términos más el duplo de las combinaciones binarias que 
con ellos pueden formarse. 

Esta regla se cumple, cualquiera que sea el número de términos del 
polinomio, 

Las combinaciones binarias se entienden productos tomados con el sig- 
no que resulte de multiplicar. 

Obsérvese que los cuadrados de todos los términos son positivos. 


Ejemplos (1) Elevar al cuadrado x? — 3x + 4. 
Aplicando la regla anterior, tenemos: 
(x —Ix+4P=(P+(-%P+2+2(x)|[—3x)+2(x])(4) + 2(— 3x)(4] 
= x* + 9xº + 16 — 6x8 + 8x? — 24x. 
=x*— 6x8 + 17xº— 24x + 16. R. 
Obsérvese que las combinaciones binarias se forman: 1º y 2,1 y3,2y3, 


cada término con los siguientes, nunca con los anteriores y que al formar las 
combinaciones cada término se escribe con su propio signo. 
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(72) Desarrollar (3x? — 5x? — 7 2. 
(338 —- 5x2—72=(38P+(—-522+(—-7P+2(38)|[— 5x2) 
+2(3)(—-7)+2(— 5x2º)(—7) 
= 9xº + 25x! + 49 — 30xº — 42x) + 70x? 
= 9x8 — 30x8 + 25x! — 42x8 +70x2 + 49. R 


(3) Elevar al cuadrado a* — 30º + 4a — 1. 
(a3—- 302 +40 — 1P=(08)2+(—302)2+(40)2 +(— 1) +2(0º)(— 30º) 
+2(0º)(4)+2(0º)(—1)+2(—30º)(40)+2(—30º)(— 1) +2(40)(—1) 
= 0º + 9a! + 1602 + 1 — 605 + Ba! — 20º — 2408 + 6a! — Ba 
=at—6a+17a!— 260º +220º —- Ba +1. R. 
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Elevar al cuadrado: 
na a 3 b? 
1. xº—Dx+1. 8. 2a2+2ab—3b2. 16. E 
2. 2xº+%+1, 10. m3—-2mên+2n'. 17. x3—x2+x+1. 
3. xº-Bx+2. És: e 18. x3)—-9x2-9x+2, 
dl. qb. 19. xt+3x2—-4x+5. 
4. xº—5xº+4-6. de aum É 4 4x3+9x—3 
12. ai ad 20. x x3+9x—8. 
5. 4a*—-3a2+5. j ” 21. 3-6a+a?—as. 
a so nel 
6. x+2y=—z. 13. qx*—x+—. 22. =28—xtpox+2. 
a 1 x 
T. 3-xº—xº, lá. E: 93. mat Sata. 
8. 5x4-Tx2+3x. 15. catar. D4. xi—xttx3—x2+x—? 


CUBO DE UN POLINOQMIO 


DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR 
UN POLINOMIO AL CUBO 


1) Sea el trinomio a+b+c. Tendremos: 
(a+b+cy=|(a+b)+cl'=(a+b3+3(a+b)c+3(a+ b)c? + c* 
=(a+b)+3(aº + 2ab + b?)c+ 3(a+ b)c + c* 
= qº* + 30ºb + 3ab? + bº + 3a2c + 6abc + 3b2c + 3ac? + 3bc2 + 3 
(ordenando) = a? + bº + c3 + 3a2b + 3a2c + 3b2a + 3b2c + 3c2a + 3c2b + Gabe. (1) 


2) Elevando a+b+c+d al cubo por el procedimiento anterior, se 
obtiene: 


a+b+c+r+dj'=e+b'+c+d' + 3alb + 3a?c + 3a2d + 3b2a + 3b2c + 3b2d 
+ 3c2a + 3c2b + 3c2d + 3d?a + 3dº2b + 3d?c + Gabc + Gabd 
+ 6acd + 6bcd. (2) 
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Los resultados (1) y (2) nos permiten establecer la siguiente: 
REGLA 
El cubo de un polinomio es igual a la suma de los cubos de cada uno 
de sus términos más el triplo del cuadrado de cada uno por cada uno de 
los demás más el séxtuplo de las combinaciones ternarias (productos) que 
pueden formarse con sus términos. 
1) Elevar al cubo xº— 2x +. 
Aplicando la regla anterior, tenemos: 
(>= 284 = (0) (— 28)*+ 2º 
+ 3(x2)*(— 2x) + 3(x2)*(1) 
+ 3(— 2x)?(x2) + 3(— 2x)*(1) 
+ 3122) + 3 — 2x) + 6(x2)(— 2x) (1) 
(ordenando =xº—-8x3+1—6x5+ 3x! + 12xt+ 12xº + 3xº — 6x — 12xº 
y reduciendo) =xº*— 6x? + 15x*— 20%º + 15x*— 6x + 1. R. 
Téngase bien presente que todas las cantidades negativas al cuadrado 


dan signo más. 
En los trinomios sólo hay una combinación ternaria: l1o., 20. y 30. 


2) Elevar al cubo xº* — xº + 2x — 3. 
(03 — x2 + 2x — 3)8 = (xº)8 + (— 2º)º + (2x) + (— 3)? 
+ 3(x3)2(— x2) + 3(x8)2(2x) + 3(xº)(— 3) 
+ B(— 3) + 3(— e) H2x) + B]— x — 3) 
+ 3(2x)2(x:º) + 3(2x)(— x) + 3(2x)*(— 3) 
+ 3(— 3)(x08) + 3(— 3) — x?) + 3(— 3)2(2x) 
+ 6(x3)(— x?) (2x) + 6(x3)(— x2) (— 3) + 6(x03) (2x) (— 3) + 6(— x?) (2x) (— 3) 
=x*—-x8º+8x3—27— 3x8 + 6x7 — 9x8 + 3x7 + 6xº — 9x4 + 12xº 
— 12x! — 36x? + 27xº — 27x2 + 54x — 12xº + 18xº — 36xº + 36xº 
= xº — 3x8 + 9x7 — 22xº + 36xº — 57x! + 71xº — 63x? + 04x — 27. R. 
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Elevar al cubo: 


2 

1. x2+x+1. 4 2-Bx+x2. 7 ira 10. x3—Px24x—3. 
2. 2x*—x—1. 5. x3—9x2-—4, 8. )x2—1x+2. 11. x8—4x24+2x—3, 
3. 1-3x+2x2. 6. x!—x2—»9, 9. a3-al+a-l. 19. 1-x2+49xt—x8, 


BINOMIO DE NEWTON 


ELEVAR UN BINOMIO A UNA POTENCIA 
ENTERA Y POSITIVA 


Sea el binomio a + b. La multiplicación da que 
(a+b)?= a? + 2ab + b? (a+b)3= a! + 342b + 3ab? + b? 
(a+ Db)! = at + 40% + Gab? + 4ab? + bi, 
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En estos desarrollos se cumplen las siguientes leyes: 


1) Cada desarrollo tiene un término más que el exponente del bi- 
nomio. 


2) El exponente de a en el primer término del desarrollo es igual al 
exponente del binomio, y en cada término posterior al primero, dismi- 
nuye 1. 


3) El exponente de b en el segundo término del desarrollo es 1, y en 
cada término posterior a éste, aumenta 1. 

4) El coeficiente del primer término del desarrollo es 1 y el coeficien- 
te del segundo término es igual al exponente de a en el primer término 
del desarrollo. 

5) El coeficiente de cualquier término se obtiene multiplicando el 
coeficiente del término anterior por el exponente de a en dicho término 
anterior y dividiendo este producto por el exponente de b en ese mismo 
término aumentado en 1. 


6) El último término del desarrollo es b elevada al exponente del 
binomio. 


Los resultados anteriores constituyen la Ley del Binomio, que se cum- 
ple para cualquier exponente entero y positivo como probaremos en segui- 
da. Esta Ley general se representa por medio de la siguiente fórmula: 

ntn—1) min 1)(n—2) 


+ bjr=a"-+ = e e———— a fyis 2102 e n-3h8 
> = gi DA 1.2 * 1.2.3; *D 








ntn—1)(n—2)tn—3) M 
à SRA NE CESÉ Sé 
1.2.3.4 
Esta fórmula descubierta por Newton nos permite elevar un binomio 
a una potencia cualquiera, directamente, sin tener que hallar las potencias 
anteriores. 


br () 


(850) PRUEBA POR INDUCCION MATEMATICA 

DE LA LEY DEL BINOMIO 

Vamos a probar que la Ley del Binomio se cumple para cualquier ex- 
ponente entero y positivo. 

Admitamos que la Ley se cumple para (a + b)" y obtendremos el re- 
sultado (1). 

Multiplicando ambos miembros de la fórmula (1) por a+b (se mul- 
tiplica primero por a, después por b y se suman los productos) y combi- 
nando los términos semejantes, se tendrá: 


| | nin + 1) 
larbiri=armi+(n+ Ia EEE ar-1b2 
nin + Win —1) nin +tIin—1l)(n—2) 
+ a ——— mm -a?-2b3 + - ar-3b1 + ... + br+i, (2) 





1.2.8 1.2.3.4 
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Este desarrollo (2) es similar al desarrollo (1), teniendo n+1 donde el 
anterior tiene n. 

Vemos, pues, que la Ley del Binomio se cumple para (a + b)"*! igual 
que se cumple para (a + b)": 

Por tanto, si la Ley se cumple para un exponente entero y positivo 
cualquiera n también se cumple para n +11. Ahora bien, en el número 349 
probamos, por medio de la multiplicación, que la Ley se cumple para 
(a + b)*, luego, se cumple para (a + b)º; si se cumple para (a + b)º, se cum- 
ple para (a + b)º; si se cumple para (a + b)º, se cumple para (a+b) y así 
sucesivamente; luego, la Ley se cumple para cualquier exponente entero 
y positivo. 


(35) DESARROLLO DE (a —-b)" 

Cuando el segundo término del binomio 
es negativo, los signos del desarrollo son alter- a=be=[a+(-byp 
nativamente + y —. En efecto: YS 
y al desarrollar [a + (— b)]º los términos 2o., 40., 60., etc., de acuerdo con 
la fórmula (1) contendrán el segundo término (— b) elevado a un exponente 
impar y como toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa, 
dichos términos serán negativos y los términos 30., 50., 70., etc.. contendrán 
a (— b) elevada a un exponente par y como toda potencia par de una can- 


tidad negativa es positiva, dichos términos serán positivos. Por tanto, po- 
demos escribir: 


nin—l1) 
a-br=a" — naº!b + —— q"-2bº 
1.2 
n(n-—l)in—2) 
-. ie DO Desvio (= D)R 
1.:2:.8 


El último término será positivo si n es par, y negativo si n es impar. 


En el desarrollo de una potencia cualquiera de un binomio los deno- 
minadores de los coeficientes pueden escribirse, si se desea, como factoria- 
les. Así, 1.2 puede escribirse 2!; 1.2.3 =3!, etc. 


' (1) Desarrollar [x + y)!. 
Ejemplos Aplicando la ley del binomio, tenemos: 


(xtyjlt=3+48y+6y? + 4x) +yt. R. 


El coeficiente del primer término es 1; el del segundo término es 4, igual que 
el exponente de x en el primer término del desarrollo. 

El coeficiente del tercer término 6 se halla multiplicando el coeficiente del tér- 
mino anterior 4 por el exponente que tiene x en ese término 3, o sea 4 X 3= 12 
y dividiendo este producto por el exponente de y en dicho 2º término cumen- 
tado en 1, o sea por 2 y se tiene 12+2=6. 

El coeficiente del 4º término se halla multiplicando el coeficiente del término 
anterior 6 por el exponente de x en ese término: 6 X 2= 12 y dividiendo este 
producto por el exponente de y en ese término aumentado en 1, o sea por 3 
y se tiene 12+3=4, y así sucesivamente. 
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(2) Desarrollar É 2x) 5 


Como el 2º término es negativo los signos alternan: 
(a-2*=as-— Sat (2x) + 1008 (2x)? — 1002 (2x) + Sa (2x)! — (2x )º 
( efectuando ) = o? — 10a!x 1 400ºx? — 800?x* + B0axt — 32xº. R. 


Los coeficientes se obtienen del mismo modo que se explicó en el ejemplo 
anterior. 


OBSERVACION 


En la próctica, basta hallar la mitad o la mitad más 1 de los coeficientes, se- 
gún que el exponente del binomio sea impar o par, pves los coeficientes se 
repiten; en cuanto se repite uno se repiten los demás. 


(3) Desarrollar( 2x2 + 3y9) *. 
(2x2 +39 * = (2x2) + 5(2x2)(3y1) + 10(2x2)8(3y 4)? + 10/25) (3yt)º + S[2x2)(3yº)8 + (39º) 


= 32x10 + 240x8y4 + 720x8y* + 1080xty12 + B10x2y18 + 243920. R. 


b? U 
(4) Desarrollar ( q* — E 


( 8-5) =(otp-6(68 5 (>) HIS (05)! (É) oro (D) 


close (E) crer (E) (E) 
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Desarrollar: 

d (x=2)º. 10. (x*—5y3)8. 16. (x2+292). 
2. (a+3)'. 11 (2x- EA 17. (x23—1)8. 

3. (2—x)'. 27. nê a. y 
4. (2x+5y)*. x2, 5 (x RR 

5 990 12. (Sm . 

- (a-3)º. 19. (Qm3—nt), 
6. (2a—b)º. 13. (Qm3-—3nt)8 

' 1 2 
“ 85 0. | y3t mu? 
dE dá 14. (x2-3). (5 “g) 
ne ld b2s 5 1 50,8 
9, IM b 5, 15. — —— o 21. as same que . 
(2a—3b) (3a = ( 


aLcrEnmAa 


nALOGA «+ 
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(852) TRIANGULO DE PASCAL 
Los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquier potencia 


de un binomio los da en seguida el siguiente triângulo llamado Triángulo 
de Pascal: 


. 
i . 
! 2 . 
. 3 3 . 
| 4 6 4 1 
l 5 10 10 5 1 
| 6 15 20 15 6 l 


, 8 28 56 70 36 28 8 Ê 
| 9 36 84 I26 " 126 84 36 9 i 


El modo de formar este triángulo es el siguiente: 

En la primera fila horizontal se pone 1. 

En la segunda fila se pone 1 y 1. 

Desde la tercera en adelante se empieza por 1 y cada número poste- 
rior al 1 se obtiene sumando en la fila anterior el ler. número con el 2o,, 
el 20. con el 30., el 30. con el 40., el 40. con el 5o., etc., y se termina por 1. 

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia de un binomio 
son los números que se hallan en la fila horizontal en que después del 1 
está el exponente del binomio. 

Así, los coeficientes del desarrollo de (x +)! son los números que es- 
tán en la fila horizontal en que después del 1 está el 4, o sea, 1, 4, 6, 4,1. 

Los coeficientes del desarrollo de (m + n)* son los números de la fila 
horizontal en que después del 1 está el 5, 0 sea, 1, 5, 10, 10, 5, 1. 

Los coeficientes del desarrollo de (2x — 3y)! son los números de la fila 
horizontal en que después del 1 está el 7, o sea, 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1. 

En la práctica, basta formar el triángulo hasta la fila horizontal en 
que después del 1 viene el exponente del binomio. Los números de esta 
última fila son los coeficientes que se necesitan. 

Este triángulo es atribuido por algunos al matemático Tartaglia. 


; Desarrollar (x? — 3yº ]º por el triángulo de Pascal. 
Ejemplo Se forma el triângulo hasta la fila horizontal en que después 
del 1 viene el 6 o sea: 


. 
. 1 
l 2 l 
l 3 3 l 
. 4 6 4 l 
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Entonces, tomando los coeficientes de esta última fila, tenemos: 
[8 — 3y5)8 = (x2)8 —6 (x2)8(3y5) +15 (x2) (395 2 —20 (xe (37º 
+IS (2 (398) 4—6 [x2) (398 | + (395 )8 
= x!2 — 18 x10y8 + 135 x8y10 — 540 x9y16 + 1215 x4y20 — 1458 x2y25 +729y30, R. 
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Desarrollar, hallando los coeficientes por el triángulo de Pascal: 


1. (a+2b)8. 7. ( a 3 11. (xº+mn)s. 

2. (2m2-3n3)s. 3 b7. 12. (3-= y 

3. (x2+93)8. 8. (1-x8. 3 

O CRE 

O. (2xº-3y98, dx 2Y 14. (Qm?-5n5), 
: ) 

6. (249º). 10. (+= : 15. (e ' 


TERMINO GENERAL 


La fórmula del término general que vamos a establecer nos permite 
hallar directamente un término cualquiera del desarrollo de un binomio, 
sin hallar los términos anteriores. 

Considerando los términos del desarrollo 






observamos que se cumplen las leyes siguientes: 

1) El numerador del coeficiente de un término cualquiera es un pro- 
ducto que empieza por el exponente del binomio; cada factor posterior a 
éste es 1 menos que el anterior y hay tantos factores como términos pre- 
ceden al término de que se trate. 

2) El denominador del coeficiente de un término cualquicra es una 
factorial de igual número de factores que el numerador. 

3) El exponente de a en un término cualquiera es cl exponente del 
binomio disminuido en el número de términos que preceden à dicho 
término. 

4) El exponente de b en un término cualquiera es igual al número 
de términos que lo preceden. 

De acuerdo con las leyes anteriores, vamos a hallar el término que 
ocupa el lugar r en el desarrollo de (a + b)", 

Al término r lo preceden r — 1 términos. Tendremos: 


1) El numerador del coeficiente del término r es n(n—1)(n — 2)... 
hasta que haya r—1 factores. 


355 0 “sa 


2) El denominador es una factorial 1,2.,3... que tiene r—1 factores. 


3) El exponente de a es el exponente del binomio n menos r—1, o 
sea, n—(r—1). 


4) El exponente de b es r—1. 
Por tanto, tendremos; 


nin—NW(n-—2)... hasta r—1 factores 
di Ix2x3x... x(t-1) 
que es la fórmula del término general. 


) (1) Hallar el 5º término del desarrollo de (3a + bJ". 
Ejemplos | Aquir=5. Al 5º término lo preceden 4 términos; r — 1 


aP-tr-Dbr-1 


= 4, Tendremos: 


7 xXx6xX5X4 7x5 
=" (30 )!-*b!=——— (3a Pb! 
|IxX2xX3x4 ] 





(2) Hallar el 6º término del desarrollo de (x? — 2y )'º. 

Al 6º término le preceden 5 términos. Tendremos: 
2 NWXx9x8x7 X6 
“NX2X3X4 X5 


Cuando el segundo término del binomio es negativo, como en este caso — 2y, 
el signo del término que se busca será + si en el planteo este segundo término 
tiene exponente par y será — si tiene exponente impar, como sucede en el 
caso anterior. 


tg [ue po (= 2y)? 
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Hallar el 
1. Jer. término de (x—y)º, 7. 79 término de (x2?—-2y)h, 
2. 49 término de (a—4b)7. 8. 8º término de (x—yº)M.º 
3. 5º término de (1+x)H, 9. 109 término de (a?+b)15, 
4. 49 término de (3x—2y)º. 10. 9º término de (1—-x?)12, 
5. 5º término de (a?—2b)º. 11. El penúltimo término de (2a—b?)º. 
8. 69 término de. (2a. 12. El término del medio de (3x2-y?), 


Y 


Io bi 
mM si 
bm x 


a 
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capmuto XXIX 
RADICACION 


RAIZ de una expresión algebraica es toda expresión algebraica que 


elevada a una potencia reproduce la expresión dada. 





Así 2a es raíz cuadrada de 4a? porque (2a)? = 4a? y — 2a también es raíz 
cuadrada de 4a” porque (— 2a)? = 4a?, 
3x es raíz cúbica de 27xº porque (3x)º = 27xº. 


El signo de raíz es |, Ilamado signo radical. Debajo de este signo 
se coloca la cantidad a la cual se extrae la raíz llamada por eso cantidad 
subradical. 


El signo V lleva un índice que indica la potencia a que hay que ele- 
var la raíz para que reproduzca la cantidad subradical. Por convención el 
índice 2 se suprime y cuando el signo V no lleva índice se entiende que 
el índice es 2. 

Así, Va? significa una cantidad que elevada al cuadrado reproduce la 
cantidad subradical a*, esta raíz es a? y — a? porque (a?)*=a* y (— a?) = a'. 

Y 8x? significa una cantidad que elevada al cubo reproduce la canti- 
dad subradical 8xº; esta raíz es 2x porque (2x)º = 8xº. 

W— 324º significa una cantidad que elevada a la quinta potencia re- 
produce la cantidad subradical — 324º; esta raíz es —2a porque (— 2a) 
=— 324º. 
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EXPRESSION RADICAL O RADICAL es toda raíz indicada de un nú- 

mero o de una expresión algebraica. Así, V4, 9º, 164º son ex- 
presiones radicales. 

S1 la raíz indicada es exacta, la expresión es racional; si no es exacta; 
es irracional, 

Las expresiones irracionales como v2, W3a? son las que comúnmente 
se Ilaman radicales, 

El grado de un radical lo indica su indice. Así, V2a es un radical de 
segundo grado; w/5a? es un radical de tercer grado; W3x es un radical de 


cuarto grado. 


SIGNOS DE LAS RAICES 


1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo que la 
cantidad subradical. 
Así, V27a* = 3a porque (3a)*=27º, 
W-o7a!=—3a porque (—3a)'=-—27aº. 
Va = qx* porque (xº)'=a”. 
V 000 = —4* porque (-2'P==8", 
2) Las vaices pares de una cantidad positiva tienen doble signo: 
ty 
Así, v25xº=5x o —5x porque (5x)º= 25x? y (— 5x)? = 25xº. 
Esto se indica de este modo: v25xº==5x. 


Del propio modo, wY16at=2a y —2a porque (2a)* = 16a* y (—2a)* = 16aº. 


Esto se indica: V 164º = + 2a. 


CANTIDAD IMAGINARIA 


Las raíces pares de una cantidad negativa no se pueden extraer, por- 
que toda cantidad, ya sea positiva o negativa, elevada a una potencia par, 
da un resultado positivo. Estas raíces se llaman cantidades imaginarias. 


Ast, V—4 no se puede extraer. La raíz cuadrada de —4 no es 2 por- 
que 22=4 y no —4, y tampoco es — 2 porque (—-2)2=4 y no —4. v-—4es 
una cantidad imaginaria. 

Del propio modo, V—9, V—a?, W— 16x? son cantidades imaginarias 

CANTIDAD REAL es una expresión que no contiene ninguna canti- 

dad imaginaria. Así, 3a, 8 v5 son cantidades reales. 


VALOR ALGEBRAICO Y ARITMETICO DE UN RADICAL 


En general, una cantidad tiene tantas raíces de un grado dado como 
unidades tiene el grado de la raíz. Asi, toda cantidad tiene dos raíces cua 
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dradas, tres raíces cúbicas, cuatro raiíces cuartas, etc., pero generalmente 
una o más raíces de éstas son imaginarias. Más adelante hallaremos las 
tres raíces cúbicas de la unidad, dos de las cuales son imaginarias. 

El valor real y positivo de un radical, si existe, o el valor real negativo 
si no existe el positivo, es lo que se llama valor aritmético del radical. Así, 


/ 9=+8; el valor aritmético de V9 es + 3. 
V16=+ 2; el valor aritmético de V 16 es + >. 


Al tratar de radicales, siempre nos referimos a su valor aritmético. 


(360) raiz DE UNA POTENCIA 


Para extraer una raíz a una potencia se divide el exponente de la po- 
tencia por el índice de la raíz. 


Decimos que Va” =a”. 
En efecto: ( — y =x 
a =a  =a”, cantidad subradical. 


Aplicando esta regla, tenemos: 
+ u 





vat=aq =a?. VW w=*' =, 


Si el exponente de la potencia no es divisible por el índice de la raiz, 
se deja indicada la división, originándose de este modo el exponente frac- 


cionario. 


Asi, a=a. Vx=x 


— | &$ 


En el capítulo siguiente se trata ampliamente del exponente frac- 
cionario, 


361 RAIZ DE UN PRODUCTO DE VARIOS FACTORES 


Para extraer una raíz a un producto de varios factores se extrae dicha 
raíz a cada uno de los factores. 


Así, Vabc=W'a. Wb. Wc, porque 
(Va. Yb. Wo ='Wa)l. (Wb). ic) =abe, cantidad subradical. 


|. RAIZ DE UN MONOMIO 


De acuerdo con lo anterior, para extraer una raíz a un monomio se 
sigue la siguiente: 


REGLA 


Se extrae la raíz del coeficiente y se divide el exponente de cada letra 
por el índice de la raíz. 
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Si el índice del radical es impar, la raíz tiene el mismo signo que la 
cantidad subradical, y si el índice es par y la cantidad subradical positiva, 
la raíz tiene el doble signo +=. 


Ejemplos (1) Hallar la raíz cuadrada de 9a?b*. 


(2) Hallar la raiz cúbica de — 803xºyº. 






(3) Hallar la raiz cuarta de T6atm'x*”, 


(4) Hallar la raíz quinta de — 243m!àn!9x, 
/ — 243miônidr = — 3mên?z, R. 


2 


(5) Hallar la raiz cuadrada de —, 
9b* 


Cuando el monomio es una fracción, como en este caso, se extrae la raiz 
al numerador y denominador. 





lua? Va 2 
V o] 





























RE — od = e o 
9h* 9b* 3h? 
8xº 
(6) Hallar la raíz cúbica de — ; 
27 aêml2 a 
| a 8xº = 2x* 
27 a“mi? Jam” 
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Hallar las siguientes raices: 

1. v4aºbs, 13.  64a12b18c30, oo: 128 

2. v25x%y8. 14. v49a2nbin, Erê 

3. Y97Tab?, 15. W—xnyiox, 5a 
4. Y-B0bxi vi Ja 21. E — 
5. v64xsyo. Rr Lily" 
6. </16aSb1º, 3 125xº 
7. W/ x15y20775, 17. * o a da. “Mem? 
8. W—b4alxóyls, e 9/ als 

2. YDBmns, jd j/ =] 23. e 
10. v/81x%87%0, Soma bic 

11. 3/ 1000x9y15, 19. 4 as o 94. 10 x* 
12. YWSlatlb?, 81b4clz 10247y3º 
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Il. RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS 


(353) Raiz CUADRADA DE POLINOMIOS ENTEROS 


Para extraer la raíz cuadrada de un polinomio se aplica la siguiente 
regla práctica: 


1) Se ordena el polinomio dado. 


2) Se halla la raíz cuadrada de su primer término, que será el primer 
término de la raíz cuadrada del polinomio; se eleva al cuadrado esta raíz 
y se resta del polinomio dado. 


3) Se bajan los dos términos siguientes del polinomio dado y se divi- 
de el primero de éstos por el duplo del primer término de Ja raíz. El co- 
ciente es el segundo término de la raíz. Este 20. término de la raíz con su 
propio signo se escribe al lado del duplo del primer término de la raiz y 
se forma un binomio; este binomio se multiplica por dicho 20. término y 
el producto se resta de los dos términos que habíamos bajado. 


4) Se bajan los términos necesarios para tener 3 términos. Se duplica 
la parte de raíz ya hallada y se divide el primer término del residuo entre 
el primero de este duplo. El cociente es el 3er. término de la raíz. 

Este 3er. término, con su propio signo, se escribe al lado del duplo 
de la parte de raíz hallada y se forma un trinomio; este trinomio se multi- 
plica: por dicho 3er. término de la raíz y el producto se resta del residuo. 


5) Se continúa el procedimiento anterior, dividiendo siempre el pri- 
mer término del residuo entre el primer término del duplo de la parte de 
raíz hallada, hasta obtener residuo cero. 


Ejemplos (1) Hallar la raiz cuadrada de a? + 2992 — 109º — 20a + 4. 


Ordenando el polinomio se obtiene: 





EXPLICACION 


Hallamos la raíz cuadrada de af que es a?; este es el primer término de la 
raiz del polinomio. a? se eleva al cuadrado y da at; este cuadrado se res- 
ta del primer término del polinomio y bajamos los dos términos siguientes 
— 1003 + 2942, Hallamos el duplo de a? que es 20º. 


fá 


PIS ço np 
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Dividimos — 100º = 20º = — 5a, este es el segundo término de la raiz. Es- 
cribimos — 5a al lado de 2a? y formamos el binomio 2a? — 5a; este binomio 
lo multiplicamos por — 5a y nos da — 100º + 25a*. Este producto lo restamos 
( cambiándole los signos) de — 100º + 2902; la diferencia es 402. Bajamos 
los dos términos siguientes y tenemos 40? — 20a + 4. Se duplica la parte de 
raiz hallada 2 (0? — 5a)=20º — 10a. Dividimos 49º = 20º =2, este es el 
tercer término de la raiz. 

Este 2 se escribe al lado de 20? — 10a y formamos el trinomio 2a? — 100 + 2, 
que se multiplica por 2 y nos da 4a? — 20a + 4. Este producto se resta ( cam- 
biándole los signos) del residuo 49º — 20a + 4 y nos da 0. 


PRUEBA 


Se eleva al cuadrado la raiz cuadrada a? — 5a + 2 y si la operación está co- 
rrecta debe dar la cantidad subradical. 


(2) Hallar la raiz cuadrada de 
pt Vir. nt 4 ; a E dA a e; pod se d E 
o : Jr PÉ 1, qtde: 07 49) (ato ca IX 





Ordenando el polinomio-y aplicando la regla dada, se tiene: 
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Hallar la raiz cuadrada de 


- 16xº—24xy?+99y4. 11. 4at+8asb—8a2b?—12ab*+9b4., 
250*—TOa'x+49a2x2. 12. xº-9x5+3x*+1+2x—x?2, 
xit6x2—-4x3—4x+1. 13. 5x!—-6x5-+x8+16x3—-8x2—8x+4. 
4aº+50º+4at-+1+2a. 14. x8+6xº—-8x5-+19x1—24x3+46x2—40x+95. 
29n2—-20n+4—10nº-+n*. 15. 16xº—-8x7-+x8—99x4-+4x5+94x8-+4x2—192x+9. 
x8—10xº+25x*+12xº—60x2+36. 16. 9-36a-+424º+13a!—-245—]8a3-+aº. 
16a8+49aº—-3002—-240º+95. 17. 9x9—-24x9+98x1!—99x3+19x2-4x+1. 
x2+4y2+22+4xy—Ixz—4yz. 18. 16xº-40x)+73x4—84x3-+66x2—36x+9. 

9— 6x3+2xº—5xº-+x12, 19. mt-4min+4min?+4mn!—8mn'-+4ns. 


- 20x8—T0x8+49x*+30xº+9x2—49x3. 20. 9xº—6xy+13xiy2— 1 6x3y8-+8x2yi— By +48, 


21. 1608%+25a4b2-92495b—92003b3+10a2b!— 4a b'-+b8, 

22. 36x8—36x0y2+48x5y3-—15x%y!—94x3y5-198x2y8—1 6xy7+ 498 
23. 26atx2—40a'x+25a8—98a3x34+17a2xt—4axº+4x8. 

24. 408—-12a7—160º+14a!+170º—10aº-+5a2—92a+1. 

20. x10-Dx9-+3x8—4x7+5x8—Bx5+7xt— 6x3+5x2—4x+4. 
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364 RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS CON 
TERMINOS FRACCIONARIOS 


Ejemplos 


(1) Hallor la raiz cuadrada de 





Ordenando en orden descendente con relación a la a, y aplicando la misma 
regla del caso anterior, tenemos: 








“3, 
“Gp 


(Sob) I-op)= SO o; 











2 2 2 2h2 3 
(Ema) (e) e 


Debe tenerse cuidado de simplificar cada vez que se pueda. Asi, el duplo de 


o a 
— 6 — =— 
4 4 2 
RE oºb ' %b 
La división de — — entre — se verifica — — X — = — ob, simplificando. 
i ê 2 2 q 
La operación — q2b? se verifica convirtiendo — a“b? en fracción equi- 








10 10 10 
La división d tr ifi dic x ed A lificand 
v — ——— o —— — ça a ae” á 
a alviston de 10 entre 2 se verifica 10 a? 5 ,«SImpliRTicando 


(2 


— 


Hallar la raíz cuadrada de — 


Vamos a ordenar en orden descendente con relación a la a. Como hay dos tér- 
minos que tienen q en el numerador, un término independiente y dos términos 
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que tienen a en el denominador, la manera de ordenar este polinomio en 
orden descendente con relación a la a es la siguiente: 


de? 122 3] 2X x 


np q q gs 


E e 31 : 31 2x . 
porque, como se verá en el capítulo siguiente, q equivale a Ed — equi- 
vale a 2a-1x y sa equivale a 9 luego se guarda el orden descendente de 





las potencias de a. Tendremos: 





NOTA | 
La raiz cuadrada de un polinomio fraccionario puede extraerse pasando las 
letras que están en ios denominadores a los numeradores cambiândole el 
signo a sus exponentes. En el capítulo siguiente, después de estudiar los expo- 
nentes negativos, se extraen raíces cuadradas por este procedimiento. 
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Hallar la raiz cuadrada de: 








5x2 4x 4 x? 9x 25 50 
1. Dog D+ 6. + cor 2 +95? 
| CS ars ss VC is 
2 > 2 4 dx 62x: 2 4x 3 4 
é E APR 7, Desa MR dE A casa 7 E AM 
x Ja º 3% q! 9 3 15 õ 25 
a bc e at Ja? 9 ab? 2b2 bs 
à Ea PA, Me À qa ira E api 
add 2 16 16 10 2 18 Tê 81 


4 8 2 | 
Ja Sa 29a da 16 9. vidro + J 


— e Den a sei 44 Asa 
16 4 20 5 25 3a 
4 3 2h2 4 2. 

5 a, 0 po 800? | dA 10. PA a io 


“CAE sd OS Cp a Cias 
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a* 30 9 x* xy ay PY 
 ——— — 5a? 8B+—. 16. —+ —— +—++—. 
o a 16 9. 4 5 95 
+ 29º : WU 2 d4ga”b? Q2ab 21 “x 49x2y? 
DE Sd SR UE E e EA ce 
9." 8% “MF, 3 a? 49x2y2 Txy 20 Sab 25a2b? 
Ga? x 65 Ja 4x? Ja?x? 4mn 6ax 23  4mên? 
13. — = — [== +4—. 188. >. >> — > + — + —— 
x* Ja 16 2x 9a? 25mên? 45ax 2ômn 7.5 Bla?x? 
50 25 1 5 2 32 8 
14. 9xº + 30x2 + 55 + es + e 19. Fredi + ad + di — x5 — edi + 2 + 4. 
4a? 2a 25x? 3 59 2 
15. Eca A, (op o Pp 20 E a TEA Ra ao 
25x? 12 Ja x 9a? 4 4 48 2 3 36 4 


tt. RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS 


365) RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS ENTEROS 


Para extraer la raíz cúbica de un polinomio se aplica la siguiente re- 
gla práctica: 


:) Se ordena el polinomio. 


2) Se extrae la raíz cúbica de su primer término, que será el primer 
término de la raíz; este término se eleva al cubo y se resta del polinomio. 


3) Se bajan los tres términos siguientes del polinomio y se divide el 
primero de ellos por el triplo del cuadrado del término ya hallado de la 
raíz; el cociente de esta división es el segundo término de la raiz. 


4) Se forman tres productos: 1o. Triplo del cuadrado del primer 
término de la raíz por el segundo término. 2o. Triplo del primer término 
por el cuadrado del segundo. 30. Cubo del segundo término de la raíz. 
Estos productos se restan (cambiándoles los signos) de los tres términos del 
polinomio que se habían bajado. 


5) Se bajan los términos que faltan del polinomio y se divide el pri- 
mer término del residuo por el triplo del cuadrado de la parte ya hallada 
de la raíz. : El cociente es el tercer término de la raíz. 

Se forman tres productos: 1o. Triplo del cuadrado del binomio que 
forman el 1o. y 20. término de la raíz por el 3er. término. 2o. Triplo de 
dicho binomio por el cuadrado del tercer término. 30. Cubo del tercer 
término de la raíz. Estos productos se restan (reduciendo antes términos 
semejantes si los hay) del residuo del polinomio. Si la diferencia es cero, 
la operación ha terminado. Si aún quedan términos en el residuo, se con- 
tinúa el procedimiento anterior. 
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Ejemplos 





EXPLICACION 


Se halla la raiz cúbica de xº que es x?; este es el primer término de la raiz. 
x* se eleva al cubo y se resta de xº. Bajamos los tres términos siguientes del 
polinomio; se halla el triplo del cuadrado de x? que es 3x* y se divide 
— 9x? + 3x! = — 3x. Este es el segundo término de la raíz. 

Se forman tres productos: 1) Triplo del cuadrado de x? por — 3x que da 
— 9xº. 2) Triplo de x? por (— 3x)? que da 27x!. 3) Cubo de — 3x que 
da — 27x3. 

Estos productos se restan ( cambiándoles los signos) de — 9xº + 33x! — 63x3; 
nos queda 6x! — 36x? y bajamos los términos que faltan del polinomio. 

Se halla el triplo del cuadrado de la parte ya hallada de la raiz que es el bi- 
nomio x? — 3x y según se detalla arriba el triplo del cuadrado de este bino- 
mio nos da el trinomio 3x* — 18x3 + 27x2. 

Dividimos el primer término del residuo 6x! entre el primer término de este 
trinomio y tenemos 6x! + 3x! =2, Este es el tercer término de la raiz. 

Se forman tres productos: 1) Triplo del cuadrado del binomio x? — 3x por 2 
que nos da 6x! — 36xº + 54x2. 2) Triplo del binomio x? — 3x por 22 que nos 
da 12x? — 36x. 3) Cubo de 2 que nos da 8. Estos productos se restan, cam- 
biándoles los signos, del residuo del polinomio y nos da cero. 

Obsérvese que en los productos teníamos 54x? semejante con 12x*?, se redu- 


cen y da 66x?; cambiándole el signo para restar da — 66x? que aparece de- 
bajo de + 66x?, 
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(2) Hallar la raíz cúbica de 





Ordenândolo en orden descendente con relación a la a y aplicando lo regla 
anterior, tenemos: 


V8aº + 1208b — 300tb? — 3503b? + 4502b! + 270b? — 27b8 | 2a” + ab — 3b? 


Erico 3( 202)? = 120º 
120%b — 300!b? — 3593b? 
— 120ºb — óatb? — a3bs 3(202)*.ab = 120ºb 


2 o 
—3601bê — 3603bº + 452b4 + 27abs —27b8 | 0 E es 
36a!b? + 36a%b3 — 45a2b! — 27ab? + 276º iG 
3/20? + ab)” 
=3(40!+ 40º%b+ o2b?) 
= 120!+ 1208b + 3o2b? 


3(202+ ab) 3b?) 
= 360'b”-36a%b! —9a?b! 
3/20? + ab) (— 3b? 

=  54aºb! + 27ab” 


| —3b%)*= — 27h". 


El segundo término de la raiz ab se obtiene dividiendo 120%b + 120! = ab. 
El tercer término de la raíz — 3b? se obtiene dividiendo — 3601b” = 120! = —3b”, 
Los productos se forman como se explicó en el ejemplo anterior. 

Obsérvese que en los últimos productos tenemos — 9a*b! semejante con 540ºb!', 
se reducen y dan 45a?b*; cambiándole el signo resulta — 450?b! que aparece 
debajo de + 450ºb*. 
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Hallar la raíz cúbica de: 
1. 8-36y+54yº—-279y3. 
2. 649º+3000ºb*4+125b8+9240a*b2, 
3. x8+3x5+6x4+7x3+6x2+9x+1. 
4. 8x8—-12x54-11x3—6x!—-9x+93x2—]1. 
5. 1+33x2-9x+66x*—63xº—-36xº+8xº. 
6. 8—-36x+66x2—-63x3+33x14—9x5-+xº, 
T. xº—6x8+12x7-90x8+48x)—48x14+48x3—-96x2—64. 
8. x12-3x8—-3x10+6x*-+11xº—12x2—8. 
9. 66x!-63xº-36xº+33x2+8x8—9x+1. 
10. 27%0º-1350º+117at+29350º—-1560?º—-2400a—64. 
11. af-Ga'b+15atb?-9003b8+15a?b* —Gab'+bº. 
12. x8+49x4y2—-117x3y3—-9x5%y+210x2y1—225xyº+1259º. 
13. al2-3alo+15a*+60a*—48a?—-25a8+64. 
14. aº-Gasx+27a'x2—-2108xº—36aºxt-+5d4atx'+1208xº--B6a2x7 +8xº. 
15. a?-3a8+6a'—100º+124º—12a!+100º—6a?+3a—1, 
16. xº-12xº+54x]—121xº+180xº—-228x1+179x3—144xº+54x—97, 
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(866) raiz CUBICA DE POLINOMIOS CON TERMINOS FRACCIONARIOS 
Se aplica la misma regla empleada anteriormente. 


Ejemplo 





Hallar la raíz cúbica de 


Ordenando en orden descendente a la S, tendremos: 





SO as SK 
2x 4a 
do ng 158 
2x da 


Ba? 


“Bos 


x 


x? 


l5a' 
El segundo término de la raíz se obtiene dividiendo — —— entre E opera- 
xº 


15a? 
ción que se verifica — —— x 
x 


2 


. “ X . . 4. 3a 3a .” 
El tercer término de la raiz > se obtiene dividiendo E entre E operación 
a 


IC 


—, simplificando. 
a 


Hay que tener do la simplificar cada vez que se haga una multiplicación. 
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Hallar la raiz cúbica de: 
xº  xº 6xt 55xº 90x? 


2 BB 4" 6 12 97 

3 
) Ea fin pe 
8 x o x? x 


o . lha 5 Sa? 15b 3 b 


4 gs" go S au! Ba da 8a 


Bas 2a? a 13 x x2 x3 





EMA A 6a Ga? Pa 


Ba* da 


b b3 b2 
DO Ra 4 2m% amb 2 


“os bb 3b2 Ba Gda* 1642 


runs wICk x2n a Goóling: 
* = : 
O n 


nt d 


qe 
q ds 


1f E Ps A 
e 
cre p 


. 
a * 
| Ê k 





E E = ASS 
CARL FRIEDERICH GAUSS (1777-1855) Matemático so levaron a dejar constituida la Aritmética Superio 
alemán, llamado el “Principe de las Matemáticas”. Demostró primero que nadie el Ilamado Teorema Fur 
Es uno de los casos más extraordinarios de precocidad damental del Algebra. Dirigió el Observatorio de Go! 
en la historia de las ciencias. Protegido por el Duque tinga, donde murió. Su obra principal fue el “Disqu 
de Brunswick pudo realizar profundos estudios que sitione Arithmeticae”, que es un trabajo clásic 


CAPITULO 
TEORIA DE LOS EXPONENTES 


El exponente cero proviene de dividir potencias iguales de la misma 
base. Así, 


INTERPRETACION DEL EXPONENTE CERO 
Toda cantidad elevada a cero equivale a 1. 


Decimos que 


En efecto: Según las leyes de la división, a" = a" =a”" =aº, y por otra 
parte, como toda cantidad dividida por sí misma equivale a 1, se tiene 
aa" =1. 

Ahora bien, dos cosas (aº y 1) iguales a una qº=1. 
tercera (a” = a”) son iguales entre sí; luego, 


El exponente fraccionario proviene de extraer una raíz a una poten- 
cia cuando el exponente de la cantidad subradical no es divisible por el ín- 
dice de la raíz. 





401 
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Sabemos (360) que para extraer una raíz a una potencia se divide el 
exponente de la potencia por el índice de la raíz. Si el exponente no es 
divisible por el índice, hay que dejar indicada la división y se origina el 
exponente fraccionario. Asi: 


INTERPRETACION DEL EXPONENTE FRACCIONARIO 

Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario equivale a una 
raíz cuyo índice es el denominador del exponente y la cantidad subradical 
la misma cantidad elevada a la potencia que indica el numerador del ex- 
ponente. 


Decimos que a" = a”, 
En efecto: Se ha probado (360) que 


Vas =a"; luego, reciprocamente, a n=Y an, 


Ejemplos 


! 


3 1 21 
(1) Expresar con signo radical x?, 292, xºy*. 


(2) Expresar con exponente fraccionario Va, 2W a, V e W yt, 
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Expresar con signo radical: 





à a É é 
j. 8. 4. xy2, 7. 2a%b2, 10. 8mnsº. 

E e gi auE. 
2. ms, 5. asb?, 8. 3x'ydz, 11. 4a2b3c*. 

E AR + id a a 
3. 4a!. 6. x2yt75, 9. atbics, 12. Gmn5xd, 


Expresar con exponente fraccionario: 


13. aí. 16. Ym. 19. 9x] w/9º. 22. 3Ym' Wnº. 
14. Wx?. 17. 2x9. 20. OW absco. 23. 3vam br, 


15. VX 18. 035. 2. Saxo. 24. Vavbiva 
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(269) expoNENTE NEGATIVO. ORIGEN 

El exponente negativo proviene de dividir dos potencias de la misma 
base cuando el exponente del dividendo es menor que el exponente del 
divisor. Así, 


INTERPRETACION DEL EXPONENTE NEGATIVO 


Toda cantidad elevada a un exponente negativo equivale a una frac- 
ción cuyo numerador es 1, y su denominador, la misma cantidad con el 
exponente positivo. 





R 1 
Decimos que at =— 
am a 
En efecto: Rã ar-(m+n) — qm-m-n = q-n 
a 
: a” am 1 
y también — ——— EL —— — mms 


quien a?” x ar a” ? 


l ; oa : 
como dos cosas! q” — | iguales a una tercera |-——) son iguales 
y a" q''+a 


entre sí, tenemos que 





De acuerdo con lo anterior, se tiene que: 


q?= A Eds 
a? 





ay to 

at rr: 

PASAR LOS FACTORES DEL NUMERADOR DE UNA 
EXPRESION AL DENOMINADOR O VICEVERSA 


Cualquier factor del numerador de una expresión se puede pasar al 
denominador y viceversa con tal de cambiarle el signo à su exponente. 








Sea la expresión aa De acuerdo con el significado del exponen- 
te negativo, tendremos: 
E: 
a2b-3 q? b3  a2bs 1 xty5  xtys 
Ro Ri a 11 boas 





Así, que nos queda que 
abra x4 5 x*yº abr? 
— (1) y reciprocamente pr ig oe ao 


- iai a abs 
En la igualdad (1) vemos que los factores a“? y b-? que están en el nu- 
merador del primer miembro con exponentes negativos, pasan al denomi- 





- (2) 
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nador del segundo miembro con exponentes positivos y los factores x"! e y-º 
que están en el denominador del primer miembro con exponentes negati- 
vos, pasan al numerador del segundo con exponentes positivos. 

En la igualdad (2) vemos que los factores x! e yº que están en el nu- 
merador del primer miembro con exponentes positivos, pasan al denomi- 
nador del segundo miembro con exponentes negativos y los factores a? y b? 
que están con exponentes positivos en el denominador del primer-miem- 
bro, pasan al numerador del segundo miembro con exponentes negativos. 


(en) TRANSFORMAR UNA EXPRESION CON EXPONENTES 
NEGATIVOS EN UNA EXPRESION EQUIVALENTE 
CON EXPONENTES POSITIVOS e 


Ejemplos | 


(1) Expresar con exponentes positivos xy? y 3abc3. 


Según el número anterior, tenemos: 














xy = E :R Sab! = o » É 
xy* be? 
x 
(2) Expresar con exponentes positivos Ss ) o 
- Di: RE 
2% 2 
a Es 
” woêyt  x2y! 
= 902b3 : a me 
A dO R. 1 io 2 pu 2 e 
2x 2y-4 


Obsérvese que al pasar un factor del numerador al denominador o viceversa 
el coeficiente numérico no se pasa. 


2a2b Pc 
5a sb-4c8 A 
Zoe btc”  Zotatb'e? 2a” 


(3) Expresar con exponentes positivos 





E pr =". R. 
Sab 48 5b5c? 5bc 
E 
DN AS 
(4) Expresar con exponentes positivos 
4x 4y2z * 
e) 2a E 
MW E Re 
Si E E NA 


4x dy2z 3 4y2y2273 Ay2z3 
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EJERCICIO 219 


Expresar con exponentes positivos y simplificar: 





1 


-4n 2 
Sm “my 
êm-In-+ 

A 
4a? 18. 
a 

Ta4b?c 3 
9m-5n1 19. 
aimên-* 

1 

a 2w-2 20. 

303 x2y-1 


13 
1. ab, 8. 5a 3b ci, 18. 
2. 3x5, 
E 
RE > 9x2 
3. adb 2, 14. 
3 
1 
& nsai* 10. p=) 
a, -2h- == 
6. mas, 11, (SET ; 
q461 
6. a2bic. 
e 
.s all u 
7. 4x2y 5. a2b-5c-8 
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Pasar los factores literales del numerador 
2 -1h-8 
= ER 7. 
b? 3 
2 
9. Su? 5. (Se 8. 
y à 
A, 
4 
3. lada 6. 2x q. 
x 0? 
Pasar los factores literales del 
13. 2 15. E. 17. 
a ; a 
14. o E 2. 18. 
b2 ad 
, x 2y2 


- Expresar sin denominador: 


3a?b3 


arlx 


248 
91. Sxy2z 





o dc 


al denominador: 





ms 
e 10. 
da2bº 11. 

cá 

es 
x 23, 12. 


denominador al numerador: 


ga” 





19. 





mrên-lx 2 


mn x? 














- 9m? 
9m-n + 


as 





x2y 2 
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(872) EsERcicIOS SOBRE EXPRESIONES CON EXPONENTES 
CERO, NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 








3 
e 4 
Ejemplos (1) Expresar = con signo radical y exponentes positivos. 
X "2 
E 
' ui 
— =ott=Voa* Vx R 
x " 
3/2 
(2) Expresar con exponentes fraccionarios positivos 
a 
2 5 
Var a a 
==" R 
Ve” dx” Je 


2 
(3) Hallar el valor de 125º. 
125º =Y 1252=Y (582 =52=25, R 


De W' (53)º pasamos a 52 porque el exponente 3 y la raíz cúbica se destruyen. 


(4) Hallar el valor de (5 º 


- 23 





E PR, PT A. PR 


(5) 
“E E) (E) E Ea 


Véase que los exponentes 2 y la raiz cuadrada se destruyen.. 


B- EJERCICIO 221 


Expresar con signo radical y exponentes positivos: 











A 2 e ANS 
Ls 4, 5. 2m nt, 8 da * 12. f : ) . 
e 
1 y 2-2 
> 12 g +. ; 13. (55) 
a 2b3 1 e 
ds 3 
5a 4x3 9 Fr tá 
3. Sab 3 b 
5a" b , “25 4 14 b 
ES 
Ar +, .2 ay” 
o y 3 11. e2mn 5, 15. ( i ) 
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Expresar con exponentes positivos: 








8W m? 1 
16. Va. 19. j 22. — —. 
5Wn3 a7b-8 
17. 2x %y+, My 
2 EEE 23 dx € 
iá AE 20. a ; . Tr 
Vxô 21. xºvV x, 24. VmivY/n3 
Hallar el valor de: 
8 s a 3 
25. 162. Pi Cs o) 3 ENS 
ii E MR as 
26. 83. á 
3 3 1 = 
— 37. —, 1 
27. o 33. (4) 9-3 41. (52) à 
28. 92 1 Eno À 2 3 
2 2 " 42. 88x 42, 
29. (27) a (x LE se. (x ) NR 
' R a 
30. (—392)5. s 43. 92 x 927 à 
8 35. (2 e 39. (md “Fo soar 
31. 49 2. 243 +48 44. 243 * x 1287. 


VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS CON 
EXPONENTES CERO, NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 


| Ejemplos | 


(1) Valor numérico de a2b + a2b! + xº para a=4, b=16, x=3. 
Sustituyendo las letras por sus valores, tendremos: 


Ahora, el exponente negativo lo hacemos positivo, los exponentes fraccio- 
narios los convertimos en raíces y teniendo presente que toda cantidad ele- 
vada a cero equivale a 1, tendremos: 


1 
q 6 + V A VIE =1+2W(2HP+I=1+2.28+1=1+16+1=18 R. 
1 
-. abs ] 
Taro 2 + casa Para 
a 2b3 
=4, b=8, x=32, y=7, 








(2) Valor numérico de 


Sustituyendo, tendremos: 











42.88 
Ahora hacemos positivos los exponentes negativos: 
1 1 
Sa = 8º 1 


CE TOS 2a BW 
8 325 


Los exponentes fraccionarios los convertimos en raíces y recordando que toda 
cantidad elevada a cero equivale a 1, tendremos: 


3.V 4 | WB 1 
+ -—— + 

















v8 38 2.64 1.32 
PR it PLS 
2 wi 2.64 (2% 
6 71 ] 1 
“pipa 
de. | ] 43 
2 a" a R 
m- EJERCICIO 222 
Hallar el valor numérico de: 
1. a3 pasbi+ xº para a=3, b=4. 
2. ET xty3 + xoyã para x=4, y=1. 
gt Es: 
3. 20% + + 0d * para a=4, b=16. 
A Sin % 
4. a = RÉ 2 para x=16, y=8. 
y3 
x  y3 - 
5. e o para x=81, y=3. 


ds vai 
e ae +a x *+ 





—+8xº para a=16, x=8. 


a tx1 





E. -2 1 
7. + Bar tbaes — - +bt+cº para a=3,6=16, c=2. 


b2c 
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Doi ad cipa 
8. 30 + * y a para x=8, y=32. 
ao 4 E | 
d a t—-—+ab—-Ya b8-— para a=27, b=243. 
b 5 a 8 


374) MULTIPLICACION DE MONOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


La Ley de los exponentes en la multiplicación, que nos dice que para 
multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes es general, 
y se aplica igualmente cuando las cantidades que se multiplican tienen 
exponentes negativos o fraccionarios. 


. (1) auXxa =asi =6º. 
Ejemplos (2) as Xa-s=03.(-5|) =d:5=0", 
(3) asXasz=a12 =q*. 
(4) as *xas=as-s =qo= |, 
1 3 13 5 
(5) a: xai=a'T =al. 
3 l dl sd 
(6) aixaz =qi'z =a!. 
D- EJERCICIO 223 
Multiplicar: 
Z a: a a 
1. x2 por x**. 7. 8mº por m 8. 13. x-*y2 por x-% 2. 
eua -8 3 id: A Sa 
2 a por a. 8. Pas por a 2 14. 3a2b? por 2a-2b 2, 
3. xº por xº3. 1 3b-1 -2b-2 
, a 15: a%b-1 por a-2b-2, 
1 9. x? por x *. a 1a 
4. a? por a. R 16. a 2b! por a2b*. 


. 3nº por n *. 
1 1 10 3 P 2] Z 2 


5. x? por x*. jd. 442 por E) 17. m nº por m nº, 
3 1 


8 
6. a! por af. 12. ab? por ab. 18. 2a1b* por ab-2. 


MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


Sa Desça 
Ejemplos (1) Multiplicar 2x! + 3x 2y 2? +y1porxl—x ?y 2+y+, 
Los polinomios están ordenados en orden ascendente 
con relación a x porque el exponente de x en el segun- 


do término — es mayor que el exponente de x en el primer término —1 


1 
y el tercer término y"* equivale a xºy-* y O es mayor que — -. 
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11 
Tendremos: 2x1+3x ?y 2+ y1 
SD 


A 


81 
2x*+ 3x ?y 2 + xy 
2% AA 
—“xY?—-3xlyi— x2y? 
14.8 
2x 1y 1 + 3x *y 2 + yo, 
es 
+ uW* + Yo ry* R 
à a ade 
(2) Multiplicar ab1 — ab + a! por ab *— b? —a bl, 
Ordenando en orden descendente con relación a la a, tendremos: 
2 1 
abi+ a!— qb 
1 1 


osbr3 — br? — a 3b-1 
4 2 
ab* + ob* — a?b? 
2 1 


—ab3— ab 2+ ab 
1 


2 
— db? abi+] 


4 4 
asbr4 — 30ºb”? +12. é 


El 1 último se obtiene porque el producto 





m- EJERCICIO 224 


Multiplicar, ordenando previamente: 


E à ã E q 

1. as+2+3a? por a-a2+41. 4. 2a!-a2+2a! por aí-a “A. 
2 2 a mn ui sede 
d. xl ty? por wº+2-xº2. 5. as-24+2a 3 por 3t+a 3-4a 3, 
ida E É À É = 
3%. x+xº+2xº por xº+x 3-2. 6. xº+2x*-x * por xº-2+x 2. 


T. ablta+b por a2b2+a-t-abr, 
8. Si do Rc CS por e ada Sei lado aC ae 
É. = = É ti 
9. aib3taib?—-a 4b-1 por a“bl-I+3a 2b. 
DM: e. 
10. al+2a 2b 24+2b1 por al-a 2b 24+ba, 
sx xs 2 Jd 


11. 4x2-x2y2-x2y24xy por x2+y2, 
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6411 


| 


EE à à ER es 
12. x—2aºxº+atxº—-3a por xº+2aºx+3aºx8. 
13. 592+4-3a—-2a-1 por 3a—5al+2. 
14. 2x—3+x-1-+4x-2 por x1-2x-2-+x-8, 
e ESA ey Rali cd 
15. m—mên?+n—m nº? por m?+n?+m 2n. 
E A RE fi rs 
16. a*—a “+2aº por a8—-2-a 5. 
1 2 
17. m+3m3+2m* por 2-2m. dl 
33 | da 32 a. 
18. x y2+3x ty—xiy? por x ipê Som MY 
19. xºy-1+5xº%y-S+2xºy-5 por x- iedpagedya, 
SU serem É EAR mete 
20. a 8b2+2a 3b—a-2b? por 30% 2+1I+a %b2, 


DIVISION DE MONOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


La Ley de los exponentes en la división, que nos dice que para divi- 
dir potencias de la misma base se resta el exponente del divisor del expo- 
nente del dividendo, se aplica igualmente cuando los exponentes de las 
cantidades que se dividen son negativos o fraccionarios. 


Ejemplos 


m- EJERCICIO 225 
Dividir: 
1. a? entre a 2. 
2. x3 entre x2. 
À 
3. m? entre m *. 
4. a? entre aº. 
5. x-3 entre x. 


1 
6. a? entre a. 
2 1 
7T. x 3 entre x ?. 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 
(5) 
(6) 


10. 


11. 


12. 
13. 


2 mol = 
at- gê=q"* =q%. 
9 Q-(-1 
= B=(— 
o“ q"=0q (-5) qt — 
1 3 | 8 1 
l | 
+ ] e 1 
e 3 1+=— 
o-> aq=a lis 
1 à. 1 8 
q 2 4 2 ai 
attai=a “=a!. 
2 1 


a entre a 5. 


.* a 
m * entre m>. 


1 
a* entre a. 


9 1 

dx* entre: 2x ?: 
cas 

as entre a 4. 


Kdyrd eritre XY, 


14. 
15. 


16. 
17. 
18. 


19. 
20. 


11 
a2b* entre ab. 


a2b-3 entre ab. 
À É a Je 
x *% Sentre x %i, 
j 3 13 


min 4 entre m 2nº. 

2 e 
8x-2y5 entre dxy 5. 
1 1 


ab entre a “br3. 
ey Entre: Ny. 
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(877) Division DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


Ejemplos 
(1) Dividir a-lb-3 — 2ab? + a3b? entre a2b? — 2a%b 3 + atbr4. 


Dividendo y divisor están ordenados en orden ascendente con relación a la a. 
Tendremos: 
o — 2ab* docs | gb? = 202 both 
— ortb* + 2b* — ab? ab + 20-2b2 + 01b*, R 
2b-* — 3abr? 
— 2b-* + 4ab5 — 20ºb'* 
ab* — 2a9ºb”* + q*b? 
—=. 05 +2o"b* — ptb 





Al dividir 2b4 entre a?b"? como en el dividendo no hay a y en el divisor hay 
a? debe tenerse presente que 2b* equivale a 20ºb-* y dividiendo esta can: 
tidad entre a”b-? tenemos: 


20ºb-* — ab? = 20º-2b-4*2 = 20-2b”*? 


que es el segundo término del cociente. 
1 1 ] 


1 
Dividir 4x + 1l—-x?+7x]+43x! entre 4X — 1 +x *? 


Ordenando en orden descendente con relación a la x, tenemos: 


(2 


DE 


1 1 1 1 
4x+7xX+HN— x2º+ 3x1 EE a o a 
Ez | 

sendigao: gprs: 1] X2+92+)%2 R. 





1 e: 
8x2 + 10— x? 
1 1 


— 82 + 2—-2x*? 


1 
12—3x*º+ 3x1 

1 
— 12 +43xº— 3x1 


1 
AI efectuar la división de 12 entre 4x? podemos considerar que 12 tiene xº 
1 1 


1 1 
ES 0 s 0-> -- 
y tendremos: 12 + 4x2=12x +4x2=3x 2=3% *?. 
O sea que si en el divisor hay una letra que no la hay en el dividendo, esa 
letra aparece en el cociente con su exponente con el signo cambiado. 


»- EJERCICIO 226 
Dividir, ordenando previamente: 
1. x8tx2+92x8+2 entre xt-x2+1. 
4 2 A 2 
2. a3-2a3+1 entre a+ra'+2aº. 
3. mttm2-2+8m?—-m* entre m?-1l+m, 
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1 3 1 1 1 


4. Qx—x2+x!+3x1—9 entre xi—x EI. 
2 + 2 4 
5. 3m'-5+10m *-8m?2 entre 34+m *-4m 3. 
5 1 1 8 Es 


1 
at-4a!+4a *—a 4 entre a2-9+a 2, 
gx 5—x8—-Ty-4+9x2—Tx1+2 entre 4x2+x-1-3+2x. 
a2b-NtasBb7+a-t*b3 entre aTbº-aSbitasb, 
mintmnl+ns entre mttmên?=m na. 
10. 159º—-19a-+a?+17-24a1+10a-2 entre 3a+2-—5a-. 

5 3 1 3 1 1 
11. atbi-atb3+5a bia + entre abi-D+3a 2h. 


be e 2 


3a td 
12. x2+x % 2txiylit9y2 entre xi-x W 2pya, 


ds Do mibr 
13. m-b6m'+m * entre m'+Im'—-m > 
aa. 2 3. 1 
14. 2x+4x 3+92+4%3 entre x+9x)+2x3. 
5 à d4 De ni 
15. 4x2+3x%y2-x%2 entre x?-+y2. 
A, e 4 5 2 4 A 22 
16. x3-Tax!—ga!x—9a3x? entre ii 8, 
som. k4 = A À 
17. atta2b—-b2-alb? entre a?-+b2-+a ab. 
33 1 1.3 


18. mênt-lImn+1 entrem n2t9m In-min?, 
19. aiii ai a entre e nd 
2 1 3 2 Es 


20. 3+7a 3b2ra2bl—-a Er entre ab” 2+]+a 3b2, 


(79) PoTENCIAS DE MONOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 
La regla establecida anteriormente (344) para elevar un monomio a 


una potencia se aplica igualmente en el caso que las letras del monomio 
estén afectadas de exponentes negativos o fraccionarios. 


Ejemplos | (1) Grb=923=q*. 
La | 2 

(2) (2) =! =p =a. 

e es sá 

(3) 4 = ao'=aq*, 


a 
(zo-aiã à) * = gato” = gu 


414 O — ALGEBRA 


m»- EJERCICIO 227 
Hallar el valor de: 


1. (a1)2. 4. LG). 7, É aii ss); ; 10. (3) 
2. (aba, é (ne) é RA ad (ão) 
3. (03). 6. (&3) 9. (ab, 12. om 7). 


POTENCIAS DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


Aplicaremos las reglas estudiadas para elevar un binomio a una po- 
tencia cualquiera y un polinomio al cuadrado o al cubo,a casos en que 
haya exponentes negativos y fraccionarios. 


Ejemplos 


li 


(1) Desarrollar (3a? +63)? 
(aa 8 + b E) = fas s) -2 (303 ) (57) (53 )- Da + ba “b 
(2) Desarrollar (5 - 472) » 


(53-42) = (5) 3 (3) (are) a (53 ) (apa) 2) 


= x? — 12x!y-2 + 48x8y-4 — 6478, R. 


-— to 


M , 
(3) Desarrollar hi :— 5) 


Convirtiendo la raiz en exponente fraccionario y aplicando la fórmula del 
Binomio de Newton, tendremos: 


(cv) = (Gt) 
= (55) (ga) (62) sro (55) (2º 
olgs D (63) us ks ) (8) tê) 


Ju ! 


=5 5 So bi les “b — 10a ipê + Sa ab? pé R. 
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q 1 1 
(4) Elevar al cuadrado xt — x! + x ?. 


Aplicando la regla del número (347), tenemos: 

(Edo 
cala) (ut) a(o) (5) sala) (55) 
DE pm 2x + ME 2 


1 1 
(5) Elevar al cubo 0º— 2 +a 3. 


Aplicando la regla del número (348), tendremos: 
(72407) = (8) (o) (63) ala) (o) alo) (55) 
+ a(-2) (5). 3 (5) (55), Ro) (62) 
sa(65) (2). 6 (53) (5) (55) 
oral 6 +34 Io + 25 T+ 35 7-655-12 


EJERCICIO 228 


Desarrollar; 
rena). 10. (Vx-3y 1. 19. (SAYS. 
À (A). 11. (mtas): 20. art 
om Bm) > 12. a+-36 2). cá (sra). 
| pe a NE a (aca). 
Caros). a (Rd) os. (mtomt-ame) 
dada 15. » sã a 24. (am =-o+a 28). 


j (eat) 1 815 25. (dust) 
É a y 16. [tag a) (à + 
ER [NATE sé Nisto 7 


215) LX. 4 às 
: (as 03) ; 18. (a:-2V'm)'. 27. MEM mi ) 
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380) RAICES DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
"NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 


| Ejemplo 


Hale lo ros cuodrado de ERAS RR 


Ordenando el polinomio y aplicando la misma regla establecida en el número 


(363), tendremos: 
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Hallar la raiz cuadrada de: 
7 3 5 


À. x*+19x2+0649-+4+19%-1, 4. a2+4a!-292-12a!+9a. 
A 1 2 2, d Eu 2 
2. mtHi+6m “Hmm. 5. mn *-4mên *+G6-4m ênStmind. 
4 z E 4º 3 2 A 
>. 903+9250º—-Ga+l6—8a. 6. a?—Ba5+100º+24aº+9. 


Hallar la raiz cúbica de: 


Hi 3 1 
7. as-ba 2+2]a2-44a 2+63a1—54a 2+97. 


A 2 gar DE 
8. x]—6x3+15x3—-920-+15x 3—6x S+x2, 
3 & q 1 


9. al+3a!-5a!+3a1—1. 


381) RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO CON TERMINOS 
FRACCIONARIOS USANDO LA FORMA DE 
EXPONENTES NEGATIVOS 


El uso de los exponentes negativos nos evita tener que trabajar con 


fracciones algebraicas al extraer una raiz a polinomios con términos frac- 
cionarios. 


Ejemplo 
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Pasando los factores literales de los denominadores a los numeradores cambián- 
doles el signo a sus exponentes (370), tendremos: 
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Ahora extraemos la raiz cuadrada de este polinomio: 


Extraer la raíz cuadrada de los polinomios siguientes pasando los factores 
literales de los denominadores a los numeradores: 








2» 4 9 2 
É pp 
xº da 9 3Jx a? 
2 4 4 1 
2. x2— so que pe ca SR 
E na x fi E a 96 
20 4 
3. a*-—- 0a + 4 + A Pal 
4 30 9 
4 7 Po id o ST 
m mi 
' 4x? T 5 2x 25º 
“29 12 8x 5 9x? 
a* 24º a* Q2ax o x? 
9 Jx x? 3 a? 


ALOCARA DALDOMN «ta 


7. 


10. 


11. 


9m* + 30m? + 55 + Eid + » 
mº mt 


4a?b? 2Zab 21 xy 49x? 





"49x Txy' 20 Bab”' 25aibr 








1 a | aa 
a 4a? 4b3 3 
. ia em qi efe rei fe 
- a 
bs b3 a? 
at Ga? 6h 1 
pa PRa a CABO 
| 4 nd 
x 8y3 8x ? 1 
a 
y 3 x 2 y3 xy? 


Jo 


o” . 
P ddpa 


AGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857) Matemá- 
ico francés. Su vida estuvo sometida a los axares 
de las revoluciones y contrarrevoluciones que prima- 
on en su tiempo. Legitimista convencido, no acepta 
Bi cargo en la Academia para no tener que jurar ante 


— 


la Revolución. Fue profesor de matemáticas en Turin. 
Fue uno de los precursores de la corriente rigorista en 
esta disciplina. Comenxó la creación sistemática de la 
teoria de los grupos, tan imprescindible en la mate- 
mática moderna. Dio una definición de las funciones. 
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RADICALES 


RADICAL, en general, es toda raíz indicada de una cantidad. 

Si una raíz indicada es exacta, tenemos una cantidad racional, y si no 
lo es, irracional, 

Así, V 4a? es una cantidad racional y v 3a es una cantidad irracional, 


Las raíces indicadas inexactas o cantidades irracionales son los radica- 
les propiamente dichos. 


El grado de un radical es el índice de la raíz. Así, Vx es un radical 
de segundo grado, W3a es un radical de tercer grado. 


RADICALES SEMEJANTES son radicales del mismo grado y que tie- 
nen la misma cantidad subradical. 


Así, 23, 5V3 y 4V'3 son radicales semejantes; 2V3 y 5V2 no son 


semejantes. 
| 


REDUCCION DE RADICALES 


REDUCIR UN RADICAL es cambiar su forma sin cambiar su valor. 
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I. SIMPLIFICACION DE RADICALES 


SIMPLIFICAR UN RADICAL es reducirlo a su más simple expresión. 

Un radical está reducido a su más simple expresión cuando la canti- 
dad subradical es entera y del menor grado posible. 

Para simplificar radicales debe tenerse muy pre- =. s 
sente (361) que para extraer una raíz a un producto | “ c=Ya. YU «Vc. 
se extrae dicha raíz a cada uno de sus factores, o sea, 7 | 

En la simplificación de radicales consideraremos los dos casos si- 
guientes: 


CASO | 
Cuando la cantidad subradical contiene factores cuyo exponente es 
divisible por el índice. 


Ê em los (1) Simplificar v 9aº. 
 Ejemplos a ms 


(2) Simplificar 2 75xºy'. 
2 75x4y' =2V 3.52.x4.y!.y = 2V 52.4 4 yt.v 3y 


=2.5.x2,y2M 3y=106y2V 3y. R 





En la práctica no se indican las raíces, sino que una vez arreglados los factores 
de la cantidad subradical, aquellos cuyo exponente sea divisibe por el índice, 
se sacan del radical dividiendo su exponente por el indice. 


(3) Simplificar = 49x%y7. 
= 49x8y? == 72.xº.x.yº.y = : X7x8V xy =xyº V xy. R 
(4) Simplificar 4 Y' 2500bº. 
4” 250088 = 4 2.53.08,b9.b? = 4.5ab2W 2h? =200b? W 2b*. R 
(5) Simplificar Y 32mnº. 
= 32mnº = =V 2* . 2mn* = : x 202% 2m =3nºY 2m. R 
(6) Simplificar  4at — 8a%b. 
V dat — Batb=V 4a (a —2b)=V 2.02.a(0—2b) =20) 0º — 2ab. R 
(7) Simplificar 3x? — 12x + 12. 
V 3x2 —12x+12=V 3(x2 — 4x +4)=V3(x—2P=(x—2 ]V3, R 


m»- EJERCICIO 231 

Simplificar: 
1. Iê. 3. 16. 5. 24243. 7. 3 81x%1. 9. = 1Bômnt. 
2 3V45. 4 Avis. 6 v50%. 8. = T08a'b?. 10. Pav Hasbro. 
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11. 2Y16x%7. 17. 2xyW/128x38. 22. 3a3b2-ga?b?, 
12. <Y2iminê. 18. +v'27aim?. 3. vBx5+16xyt. 
13. 5a 160x7y9z!8, 19. LTD. 24. v2x]-dxy+92. 
14. /80a4b5ci2, ” 25. Taba. 
15. 3WBx5yi&gis, 20. + Bla. 26. vZamEFiamn+dans. 
16. 5W32x2yn, 21. v9a+18b. 27. v9a!-36a?+36a. 


(8) Simplificar :! 


Cuando la cantidad subradical es una fracción y el denominador es irracio- 
nal hay que multiplicar ambos términos de la fracción por la cantidad neceso- 
ria para que el denominador tenga raiz soca. Asi, 


+ R. 
V2= Vts- mi 
9a? 
implificar a 
= 2.0?.2.x o. X Ja fa 
2+. e Rom 2x* V *oR. 
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Simplificar: 


1 1 : 4a? 
ani En Ã 
5 6 2 V 273 
3 1 us 9n ' 2 A 97x? 
) —. o — —. 8. — a no 
ê NV , 2 3 , 5m3 2 NV 16abs 
1 Fd /5a3 ' 
P = 6. Sp Q. 6 . 12. 
S 5 3x 24x? 9x 


“Ain 
4c3y 
CASO HH 


Cuando los factores de la cantidad subradical y el índice tienen un 
divisor común. 


) (1) Simplificar 402, 
Ejemplos 22 11 
V4a? = VE ai= PN at=2oa= va R 


Lo que se hace, prácticamente, es dividir el índice y los exponentes de los fac- 
tores por su divisor común 2. 


(2) Simplificar W/9a2x?. 29» 1 
Vii= VE ai= dd = Sud VIX R 


Lo que hemos hecho, prácticamente, es dividir el índice 6 y los exponentes de 
los factores entre 2. 
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(3) Simplificar V27x3yº, 
V2D0y =V 3 xtiyi=W 3x2. R 


Hemos dividido el índice 15 y los exponentes de los factores por 3. 


B- EJERCICIO 233 


Simplificar: 
1 YG. 4. VT. 7. 5Y4Jalbr. 10. NV Bâmônis, 
2 Yã 5. 8VG4 8. W 81x. 11. 3480ºx22, 


3 27. 6. 25422, 9. NV B2x10y15, 12. NV mlôniição, 


Il. INTRODUCCION DE CANTIDADES 
BAJO EL SIGNO RADICAL 


386 Esta operación es inversa a :a simplificación de radicales. 
Para introducir .1 coeficiente de un radical bajo el signo radical se 
eleva dicho coeficiente a la potencia que indique el índice del radical. 


Ejemplos (1) Introducir el coeficiente de 2Va bajo el signo radical. 
2V a= VT.q=va4a,. KR 


Cuando el coeficiente de un radical es 1 el radical es entero. Asi, V 4a es 
un radical entero. 


(2) Hacer entero el gere 302 W ab. 


a Vab=V(30º Pab=V2ob, R 





(3) Hacer entero (1 —a]) ár 
I—a 
T+a U-aofN+al 
(1-0 “=  tiito "=VT-alital= Vi-a R 
— q 
BD»  EJERCICIO 234 
Hacer enteros los radicales: 
1. 2V3. 4 iv3 7. ablyabd. 10. (a+b) E 
a 
2. 8v5. 5. Jav Pa2. 8. 4mY Im. 11. (x+1) o ; 
x-+-1 
d. 5avb. 6. 5xyv'8. 9. 2DaY Babs. 12. (x—1) 2 











- mm 
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Hl. REDUCCION DE RADICALES AL MINIMO COMUN INDICE 


Esta operación tiene por objeto convertir radicales de distinto índice 
en radicales equivalentes que tengan el mismo índice. Para ello, se 
aplica la siguiente: 


REGLA 


Se halla el m. c. m. de los índices, que será el índice común, y se eleva 
cada cantidad subradical a la potencia que resulta de dividir el índice 
común entre el índice de su radical. 


“(1) Reducir al mínimo común índice V3, Y5, 4/2. 


Elm. c. m. de los índices 2,3 y 4 es 12. Este es el índi- 
ce común. Tendremos: 


V5=V8="7279 
5 = o = V 625 
Vi=vE=V 8 R 


Dividimos el índice común 12 entre el índice de N/3 que es 2, nos da de 
cociente é y elevamos la cantidad subradical 3 a la sexta potencia; dividimos 
12=>3=4 y elevamos la cantidad subradical 5 a la cuarta potencia; divi- 
dimos 12=4=3 y elevamos la cantidad subradical 2 al cubo. 

Los radicales obtenidos son equivalentes a los radicales dados. En efecto: 
Expresando los radicales con exponentes fraccionarios y reduciendo estos ex- 
ponentes fraccionarios al mínimo común denominador, tenemos: 


1 6 a am 
V3=P=98=v38=V729 


4 


Ejemplos 


3 tg a 

V5=B=58=vB=V 625 
| É u já 

VisA=B=VA=V8 


(2) Reducir al mínimo común índice V'2a, Y3a2b y W 15a3x?, 


El m. c. m. de los índices 2, 3 y 6 es 6. Dividiendo 6 entre cada índice, ten- 


dremos: 53 
vã =ViBP =“0 
36 =VT3Mbp=00%b 
VTabê = 150%x? R. 
B- EJERCICIO 235 


Reducir al mínimo común índice: 








vV5 Y2. 5. v5x, W4xº%y, ai 9. 3a, YDB?, VT. 
V2, Y3. 6. 2ab, % 30x, N basx?. 10. 2Y'a, 3v'2D, 4V Dx. 
V3, 4, YB. 7. YBaix, Y3aimi. 11. 3a, 163, 4x5, 
V2, W3, 45, VT. 8. Yx2, Y2yº, Yom. 2 v2m, 8W/08xi, 2V xy. 
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8) Lo anterior nos permite conocer las magnitudes relativas de varios ra- 


dicales de distinto índice. 


Ejemplo 
Ordenar Y7, 3 y “5 en orden decreciente de magnitudes. 


Los reducimos al mínimo común índice y una vez hecho esto. las magnitudes rela- 
tivas de las cantidades subradicales nos dan las magnitudes relativas de los ra- 


dicales: , 
V7=v7P=v343 
V3=VB= Vo 
T=V5= Vê 
Luego el orten decreciente de magnitudes es V3, Y5 y Y7. 
EJERCICIO 236 


Escribir en orden decreciente de magnitudes: 


1 V5 VB 3. VII, Y45. 5. Y3, YE VT. 
2. Y15, Y7. 4 3 Y5, Y82. 6 Y2 Y3, Y5. 


(889) REDUCCION DE RADICALES SEMEJANTES 


Los radicales semejantes, o sea los radicales del mismo grado que tie- 


nen igual cantidad subradical, se reducen como términos semejantes que 


son, hallando la suma algebraica de los coeficientes y poniendo esta suma 
como coeficiente de la parte radical común, 


Ejemplos 


113/24 5V2=(3+5)VZ=8 VD.) R 

2) Va -NV3=(9-11)V3=-2(V3)) R 
8)4/2-7V2+V2=(4-7+1)V2=-2 vZ. R 

4) 7-5 7=(G-)VT=-5(V7) R 

6)n2-N 2 Wa2= 92, R 

6) 3 5-b/5+(2b-3J)/5=(30-b+2b-3a)VB=bh5) R 
EJERCICIO 237 


Reducir: 
1. 7V2-15V2. 4. v3-9V2+30V2-40v2. 
2. 4V3-20V3+19V3. 5. 4v2-4vô. 


3. v5-22V5-8v5. 6. v3-v3 
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7. 2V5-)vb-+1v5. 11. (x-Dv3+H(x—-3)v3+4v3. 
8. 1v3+5v3-1v3. 12. 1Y3-2WVI+979, 
9. avb-3avb+T7av'b. 13. 3W2-1Y2+4Y9. 
10. 3xVy+(a-x)vy—-2x 9. 14. xYWa?-(a-2x)Val+(2a-3x)Y a2. 


OPERACIONES CON RADICALES 
|. SUMA Y RESTA DE RADICALES 


REGLA 


Se simplifican los radicales dados; se reducen los radicales semejantes 
y a continuación se escriben los radicales no semejantes con su propio signo. 


. (1) Simplificar 2450 +9V12—-7v48-3v'98. 
Ejem P los Simplificando, tendremos: 
| Ejemplos | 2x/ 450 = 2 232.5*= 30 V'2 


9/12 =9V223=18V3 
7V48 =7V23=28V3 
3V9%8 =3V272=21V2 


Entonces: 
2V450+9V12-7V48-3V98=30V2+18V3-28V3—-21V2 
=(30-21)V2+(18-28)V3=9 v2-10 vã R. 


(2) Simplificar 2/80 — 2/63 — 2180, 
80 = 25 ="X4V5= v5 
6 =:V87 =0x3V7=:V7 
Vi =ivEss=Ix6v3=iv5 


Entonces: 


80 -1V6- 1VT80=V5-iv7-iv5 
=(1-5])V5-2vV7=:V5-1vT. R. 
(3) Simplificar vi -visvi 


Hay que racionalizar los denominadores: 


Va=v 7 








é 


” so op 


raDICALES O 425 


Entonces: 
atada 3 2 To DRE é 
Vi vis vl=iva-lv3+iv3=5 V3-; VE R 
(4) Simplificar 2V2ab? + 180º — (a + 2b) V'2a. 
2 2ab? = 


V180º = 30 V'2a 


Entonces: 
2 2ab? + V 1808 —(a+2b) V20=2bVDa +30 V Za —(a+2b)V Za 
=(2b+30-0—2b)V2a = 20(V20,) R 
NOTA 


Radicales no semejantes no se pueden reducir. Para sumar radicales no seme- 
jantes, simplemente se forma con ellos una expresión algebraica que los 


contenga a todos sin alterarles los signos. Así, lasumade V 2 —-2V3y3V5 
2-2V3+3V5. 
B- EJERCICIO 238 
Simplificar: 
V45 — 27 — v'20. 1 
D». /<-V5—-V +06. 

VIGA - VE -2 VT. VV atvE 

SE E E- JF à 
V'80 — 2 v'252 + 3 405 — 3 v/500. 10. 2 /2-1 2-5 VT+3vy5 


7450 — 4 V'320 + 3 V'80 — 5 800. 
ivIB—ÃviB+> vaB+> VT72. 


e | +53 | e 


€ 1 1 1 
11. 5VB5-L/1-5V%8+y 


12. 2V700-15,/1+4/E-56 2. 


VI76 — 245 ++ 320 +: v275. 13. 25x? + 49 — v'9ax?, 


147 — = 700 ro -V28 + : V'2187. 14. 2vVmên — V9m2n + V16mn? — V4mn?, 


15. avB20x—7V5aix — (a — 4b) x. 


a Dc à SEStEVE=L=iVT 


17. 2Va'x+3a%y — 02x +27) + V 250ºx + 754%. 
18. 30,4/2E —- da F4+ (a + /— 


19. (a—b)/22 —(a+b)/ E + (2a — 2) /—. 


(5) Simpiificar 3%/108 08 + — = */ 625 5+- = W/ 1715 — 4/32. 


Simplificando: 








3108 = 32.3 =9W4 
erra 1 4 
mv 625 =2W5 .8=7W5 
iVins= VS f= 5 
WA =4WBE= 


O a E ale cd RS 
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Entonces: 
3108 += 625 +>1715 —4Y 32=9W4+-W5+W5—- 84 
=W4 +, R. 


(6) Simplificor V2- 2 += 


Hay que racionalizar pe denominadores: 


VV iva 
a =/52=V 5 =ivs 
3 E: BAIA 44 
Ee Dé SL ui 
Entonces: 


VGA E=IVE-IVE+rIV = VE VI R 


iadaim 
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Simplificar: 
Wod-Y24-V16. 8. Yi+ v= x v=. 
40 +/1029 — 625. T 
24/250— 44/24 6 16+Y2187. > 6WI+yi-avã 


9V 48— 3 3645 — 2 384 +4Y 1715. z 
10. y 
VET-3W3T5 + W656+2Y/ 048. GATE 2 


VD VTT— NY TB8. 1. ita +iva+ivi-mvya. 
-V625->W192+>VITIS— 556. 12 3W=34-4Y=81-V=375. 
13. 4YW—-320-10W—40-2W—54+3W— 1024. 


14. 3Y2aº-bY128+(4b—30)Y/'2. 
15. awy250b—-W 3ab' —5W 203b +3bY 3a. 


HH.  MULTIPLICACION DE RADICALES 


MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO INDICE 


REGLA 

Se multiplican los coeficientes entre sí y las cantidades subradicales 
entre sí, colocando este último producto bajo el signo radical común y se 
simplifica el resultado. 


o o to do tá 
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Vamos a probar que aWmxbWx=abwW mx. 


: (1) Multiplicar 2415 por 310. 
Ejemplos 2V15x3V10=2x3V 15X 10=6vVT50 
=6V23.5'=30V6. R. 


(2) Multiplicar Ya por :Y6. 





m- EJERCICIO 240 
6. xvVBax—v3a. 11. 3W5xYT5 x 420. 
7. 5ViZx3vT5. so /7 Ss /ã 

à : A 12. EVTxiv E 

-VIgx —v'21. 8. +YW9? x 8W3ab. É o 
9. 3v6xvIix2v35. Ja VERX TV 

5 q R 1 2 8 1 x 

15 x 12W50. 10. 7 21x v42x— 22. l4. VExeyZ 

MULTIPLICACION DE RADICALES COMPUESTOS 

El producto de un radical compuesto por uno simple se halla como 


el producto de un polinomio por un monomio, y el producto de dos radi- 
cales compuestos se halla como el producto de dos polinomios. 


Ejemplos (1) Multiplicar 3Vx — 2 por V'x. 


e TM: 
4. 


i 





a . 
ps 


(2) Multiplicar 3V2—5V'3 por 4V2+V3. 


32 — 5v3 
4V2 + 3 


2V2-20V6 
+ 3V6-5V'3 


4-7 V6-15=9—17 Yo R. 
(3) Multiplicar Vx FT +2VX por3VxFT— x. 


vVx+1 +2vVx 
5VXET — vx 
3v(x+1P+6Vx]+x 

— vx+x—2vx 


X+3+5 VE Fx—2Z="+3+5NW+x R 


SPLINRDS çÇN = 


» So o pá 
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BD» EJERCICIO 241 


Muluplicar: 
vV2—-v3 por v2. 10. V2-3V3+v5 por V2+2vV3- vô. 
7V5+5vV3 por 2v3. 11. 2V3-v6+v5 por V3+v6+3v5. 
2V3+v5-5vV2 por 4vT5. 12. Vat+va+1 por Va+2va+1. 
vV2—-v3 por v2+2vV3. 13. 2va-3vVa-—b por 3Va+va-—b. 
vV5+5v3 por 2V5+3v3. lá. vVI-x!+x por 2x+V1-—x2 
3vV7-2V3 por 5V3+4vT. 15. Vafi+va-1 por VaFi+2va-1. 
Va-2vx por 3Va+vx. 16. 2Vx+F2-2 por VxF2-3. 
7/5-11vT7 por 5v5-8v7. 17. 3va-2vaFx por 2Va+3va+z. 
v2+v3+v5 por v2—-v3. 18. Vaftx—-va-x por Vafx—-2va-x. 


(893) MULTIPLICACION DE RADICALES DE DISTINTO INDICE 


REGLA 
Se reducen los radicales al mínimo común índice y se multiplican 
como radicales del mismo índice. 


Ejemplo 
Multiplicar 5 V2a por W/ 4a2b. 


Reduciendo los radicales al mínimo común índice (387), tendremos: 


5v20=5Y(20)) =5N 80º 
W40ºb = W(40'bP = W160!b?. 
Entonces 5V 2a * V 4092b=5" Ba! x Y 16aºb? = 5 / 12807b”. 
=5Y7%,2.0º.0.b?= 100W'20b” R 
E» EJERCICIO 242 


Multiplicar: 
VxxwW 2x2, à WDoxyx 1252. 8. voxxWVixxa, = 
MV Y 8a? 2 mm 4 Pb. 4 4/4 
3v2ab x 4Y 8aº. O £% Ame x + TGmin. 8. , Ex 
Y9x2y x /81xº. 3 1 | x qb« 
Ya?b? x 2 3aºb. 7. Ve x WYx2. 10. - e x — VV “*/243. 


Hi. DIVISION DE RADICALES 


694) DIVISION DE RADICALES DEL MISMO INDICE 


REGLA 
Se dividen los coeficientes entre si y las cantidades subradicales entre 


sí, colocando este último cociente bajo el signo radical comúr; y se sim- 
plifica el resultado. 
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n n q "/m 

Vamos a probar que aVm+bVa= VE 

En efecto: El cociente multiplicado por el divisor reproduce el di- 


o ot Em 
Ejemplo 
Dividir 2=/ 81x” entre 3W 3x2. 





= - /81x mi 
2W Bl + 3V32=5 E SiY 70=: 8 dd= e, R 
X 
m- EJERCICIO 243 
Dividir: 
1. 4V6+2v3. 4 VTx=-5V'3x9. 7. d4xva3x?-2v'a?x3, 
2. 2v3a+10va. 5. 3164 +4x/2a2. 8. Eyx=a. 


3. ivBprivE. 6. EV PÇ à sis 


(895) pivIsION DE RADICALES DE DISTINTO INDICE 
REGLA 


Se reducen los radicales al mínimo común índice y se dividen como 
radicales del mismo índice. 


Ej empl o Dividir / 40? entre Y 2a. 
Waa = V' [dai = 25608 


Y2a =v([20P =v8a? 
E 1% 12 256a ÇA qi 
Entonces: = 492 — “/29 = V25608 — V 8a? = “sa = V 92? R. 


m- EJERCICIO 244 
Dividir: 
1. YW2-+v2. 
2 V9X+Y3x2. 
3. YB8asb + 42. 
4 2x + =/16x7., 


Yomên + 4 mn?. 
18x3y125  W 3x2y223, 
ms + Y97m?. 

4 a 

—V'4ab + —V'2a2, 


o 32 a 
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Iv. POTENCIACION DE RADICALES 


REGLA 


Para elevar un radical a una potencia se eleva a dicha potencia el coe- 
ficiente y la cantidad subradical, y se simplifica el resultado. 


Vamos a probar que (aV b)" =ar wbn, 


En efecto: (a Djs = (abiys - amo = a» bm É 


É (1) Elevar 5V2 y 443 al cuadrado. 
Ejemplos | (5VD)t=52. 7 =25.2=50. R 
UV3)=42.V32=16.3=48. R 
Obsérvese que la raiz cuadrada y el exponente 2 se destruyen. 
(2) Elevar 4 4x2 al cubo. 
(N/4xe '=Y 42 = V 648 =W2.7.x.x0=2xW), R 
(3) Elevar al cuadrado V5— 3 V'2. 
Se desarrolla como el cuadrado de un binomio: 
V5—-3v2"=(V5P-2V5x3vV2+(3V2P 
=5-6vV10+18=23-610. R 
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Desarrollar: 

1. (4V 32. 4. (2W4)2. 7. (W8lab'ys. 10. (2vx+1)2. 

2. (2V'3)2. 5. (3 Y 2a2b)*. 5. (18). 11. (3vVx-a)2. 

3. (5V7. 6 (VB) O (4aVB). 12 (AVDA. 
Elevar al cuadrado: 
13. VET. 16. 5VT-6. 19. Vari=-v501 
lá. 4vVD+v3. If. Vx+vVx—1. 20. 929V9x—1+vVIx+1. 
15. V5-vT. 18. VxXFI-4 VE. 


Y. RADICACION DE RADICALES 


REGLA 


Para extraer una raíz a un radical se multiplica el índice del radical 
por el índice de la raíz y se simplifica el resultado. 


Vamos a probar que É O = o. 


= n ato] am z =— na -— 
En efecto: Vvt=y ft ==. 
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Ejemplos (1) Hallar la raiz cuadrada de YZo?, 
VV a? =Wdd ==, R 


(21 Hallar la raiz cúbica de 5V5. 


Como el coeficiente 5 no tiene raíz cúbica exacta lo introducimos bajo el signo 
de la raiz cuadrada y tendremos:. 


V5v = v5B5=Y5=v5 R 
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Simplificar: 
1 Ya 4 vvê3a. 7. vvYD5a2. 10. Yvaibo, 
2 vB. 5. vYãa, 8. YY97as. 11. VW xd, 
3. vvBl. 6. vY2v3. 9. v3Y3. 12. VW(a+ Db). 


Vi. RACIONALIZACION 


398)RACIONALIZAR EL DENOMINADOR DE UNA FRACCION es con- 

vertir una fracción cuyo denominador sea irracional en una fracción 
equivalente cuyo denominador sea racional, 

Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fracción, des- 
aparece todo signo radical del denominador. 

Consideraremos dos casos: 


6enso à 


Racionalizar el denominador de una fracción cuando el denominador 
es monomio. 

REGLA 

Se multiplican los dos términos de la fracción por el radical, del mis- 
mo índice que el denominador, que multiplicado por éste dé como produc- 
to una cantidad racional. 


Ejemplos 





(1) Racionalizar -el denominador de 
X 


Multiplicamos ambos términos de la fracción por V 2x y tenemos: 
V 2x 3 v2x V2x 3 
3 BVB ( SVE 3 3 
Vê vv vB2.x 2x 2x 





2 
(2) Racionalizar el denominador de ; 
V9a 
El denominador 9a = W/3?,a. Para que en el denominador quede una raiz 
exacta hay que multiplicar  3º.a por W 30º y para que la fracción no varie 
se multiplica también el numerador por Y 39º. Tendremos: 


2 23%? 2 W3%? 243? 


Ya YE Va 3% 





E 
=—wy3* R 
3a 
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(3) Racionalizar el denominador de 





3W 2x2 
Se multiplican ambos términos por W 2º.x? porque esta cantidad multiplicada 
por W 2x”, da una raiz exacta y tenemos: 


5 5VP.x) 5 VB svVvê 5, 



































a aguenta Dire ss — VB R 
32% IVM.VPA INVMA.x! 3.2.x 6x 
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Racionalizar el denominador de: 

2a Ea Eds Ras AL um”. 
vV3 av 5 W 4a? Y9a V 27x 3vVmn 

id Et RL. E. 
V9 v 2ax W x 5V 3x Y Ba! daW/ 25xº 


EXPRESIONES CONJUGADAS 


Dos expresiones que contienen radicales de 20. grado como Va +vb 


yvarvboatwvb yavb, que difieren solamente en el signo que 
une sus términos, se dice que son conjugadas. 


Así, la conjugada de 3v2 —v5es3v2 +v5; la conjugada de 43 V5 


es L4+r3va5. 


El producto de dos expresiones conjugadas es racional. Así, 


(92 -v5(3V2+v5)=(8v2)—(v5)=18 —5= 13 


CASO Il 


Racionalizar el denominador de una fracción cuando el denominador 


es un binomio que contiene radicales de segundo grado. 


REGLA 
Se multiplican ambos términos de la fracción por la conjugada del 


denominador y se simplifica el resultado. 


Ejemp Los ( 1) Racionalizar el denominador de 4 va 


2+5V7T 


Multiplicando ambos términos de la fracción por 2— 5 V'2 tenemos: 


4-V2  (4-V202-5V2) 8-2 V2+10 18-22 Va 


2+5V2 b+5V2)(2-5V7) 2-(5V2P 4 
18-2V2 o 9-NnV2 Nv2-9 
SRS 0 A 
— 46 — 23 23 


Como el denominador — 23 era negativo le cambiamos el signo al numera- 
dor y al denominador de la fracción. También podía haberse cambiado el 
9 = 1] 4/2 


signo del denominador y de la fracción y hubiera quedado — 23 
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v5+2v7 
(2) Racionalizar el denominador de ———— 
4V5—-3V7 


Multiplicando ambos térmiros por la conjugada del denominador, tenemos: 


V5+2V7  (V5+2/7)(4V5+3V7) (20+11)/35+42 
VW 5-3V7 (4 5-3V7)(4V5+3V7) (uv 5E-(3v7P 
"62 +NV 3 62+11V35 
— 80-63 NY 
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Racionalizar el denominador de: 





1, 2-V2 t VE a Verve 
1+v2 7V3-6vV3 9Va+wvx 

2 5+2V3] a 4VB-3VT io SE-VESI 
4—-v3 2v3+3V7 Vx+vx—l 

3 V2-v5 o SVB=evS o Macvati 
v2+v5 4v2-3v3 Va+va+i 

4 VT+2v5 o Sire a SRT 
VT—v5 5vV7+4v11 vxrti—v3 

5 V2-3V5 q. YS+v2 q Véti-vo 
2v2+v5 7+210 Va+4+va 

E 193. VB -3vê a Seriam 
5V3-4V3 6—-v6 Varb+va-b 


402) Para racionalizar el denominador de una expresión que contiene tres 
radicales de segundo grado hay que verificar dos operaciones como se 
indica en el siguiente 


E jemplo Racionalizar el denominador de Et re A A 
vV2+V5— v6 


Consideremos el denominador como un binomio (V2+V5)-—vé. Se multi- 
plican los dos términos de la fracción por la conjugada de esta expresión que es 


([V2+4v5)]+ v6 y tendremos: 
V2—-V5 [V2— V5)(V2+ v5+ V6 | 


V2+V5—-V6 (V2+ V5— V6)(V2+ V5+ V6 | 
— 2V3-V30-3 2V3- V390-3 
“(vVarvsp-lv6P +21 
( multiplicando ambos términos nuevamente por la conjugada del denominador ) 
“(2/3-V30-3)1-2V10) 22V3—5 V30-3+6 Vi0 
“ +2violn=2V10) 1—40 
 2V3-5V30-3+6VIO 3-6V10+5V30-22V3 |, 
— 39 39 
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Racionalizar el denominador de: 


a. v3 ' 2—v3 V6+v3+v3 
v2+v3-v5 * 2+v3+v5 2 v6+v3-v3 

" v32 à v3+v5 v3-o5 
v2+v3+v6  VB+Vv3+v5 v3+v5- v10 


(403) DIVISION DE RADICALES CUANDO EL DIVISOR 
ES COMPUESTO 


Cuando el divisor es compuesto, la división de radicales se electha ex- 


presando el cociente en forma de fracción y racionalizando el denominador 
de esta fracción. 





A: 
V3+vs5 
2V3—-V5 
— (v3+v5)(2v3+ v5) diga 
“(2V3-V5)l2 V3+ V5) | 


Lj do lo Dividir V3+VB entre 2V3— 
(v3+ vs j+ 12% 1 v5)= 
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Dividir: 

V2 entre v9+v3. 

V3 entre V3-2V5. 
2+v5 entre 1—- v5. 
v3+v5 entre vdD-—- 5. 


9V3—-vV7 entre V34vT. 
vV6+2v5 entre 2v6-v3. 
5V9+3V3 entre 3V7 —- 4 VB. 
V7-2V1lentre 2V7+v1l. 


. sw pe 
a a 


RESOLUCION DE ECUACIONES CON RADICALES 
QUE SE REDUCEN A PRIMER GRADO 


Vamos a estudiar la resolución de ecuaciones en las cuales la incóg- 
nita aparece bajo el signo radical. 


Ejem plos (1) Resolver la ecuación V 4x] — 15 — 2x = —1. 
Aislando el radical: V 4x* — 15 = 2x —1. 


Elevando al cuadrado indo sido pora ininor e! Fodical: 





dns à 4x* en é miembros: 
- 15 = — 4x + 
4x = 16 
x=4. R. 


sra”, 
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(2) Resolver la ecuación Vx- ; A+Vx=1: 5 
Aislando un radical: vxF4=5-Vx—1 
Elevando al cuadrado: (Vx+H4P=(5—-vx—1P 
osea x+t4=52-2x5vx— 1] +v(x—1P 


Efectuando: x+4=25—-10Vx— 1 +x—1 
Aislando el radical: x+4—-25-x+1=-—10Vx—T 
Reduciendo: —20=-—10vVx—1 
20=10vx—1 
Dividiendo por 10: 2=Vx—1 
Elevando al cuadrado: 4=x—1 
n=5. BR 





(3) Resolver la ecuación ND ty/x—l-—2vx+2=0. 
Aislando un radical: vVx+7+vVx—-1=2Vx+F2 
Elevando al cuadrado: VIx+7R+21Vx+7)(Vx=1)+vV(x—1P=4(x+2) 


Efectuando: x+7+2vx+6x—7+x—l=4k+8 
Aislando el radical: av'x2+6x—7=4k+8—-x—7—x+] 
Reduciendo: 2vxº+6x—7=2x+2 


Dividiendo por 2: Vx+6x—7=x+1 
Elevando al cuadrado: x2+6x—7=(x+1P 
osea x2+6x—7=xº+2x+1 


6x— 2x=7+1 

4x =8 

= R 
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Resolver las ecuaciones: 
Vx—8=2. 11. v5x—19—-v5x=-1, 
5— vV3x+1=0. 12. Vx—-3+5=Vx+53. 
7+WY'5x—2=9. 13. v9x— 14=3Vx+10—4. 
V9x]—-5—-3x=-—1. 14. Vx—-16—-vx+8=-—4. 
Vx—-2x+1=9-—+. 15. vV5x—1+3=vV5x +26. 
15—-Y7x-—1=12. 16. 13—-vV13+4x=2Vx. 
Vx+tvx+7="7. 17. Vx—4+vVx+d=2Vx—1. 


V3x—5b+vV3x— 14=09. 18. V9X+7-vVx—v16x—-7=0. 
Vx+10-vx+19=-1. 19. V9xX+10-2Vx+3=Vx—3. 
vVd4x—1l=7v2x— 29. 90. vVIBx-8—-vV2x—4-92V2x+1=0. 
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21. vBx+9—- v1Bx+34+vV2x+7=0. 94, Vx-a+vx+ta=vdaix—a, 


22. Vx—-3—-Vx—-b=V4x—98. 95. Vx—dab=-2b+Vk. 
23. vVxt6-v)Kx+7T)=-2Vx+9. 26. vx+da-vx+2Za— I=1. 


ECUACIONES CON RADICALES EN LOS DENOMINADORES 


| Ejemplo | 


Resolver la ecuación 


Suprimiendo denominadores: vIx+4)(x=1)-v(x—1=2 





Efectuando: vV$2+3x-4—(x—1) =2 
Ve+Ik—4— x+1 =2 
Vx+Ix4 =x+T 
Elevando al cuadrado: x2+3kx-4 =x-+2x+] 
3x — 2x=4+1 
s=5 R. 
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Resolver las ecuaciones: 
10 

















8 
À. vx+vxFj=—. 6. vVx—3+ =vx +95. 
Vx Vx+9 
55 Vx+4 vx+11 
2. vVáx—-ll+2Vx=———. É = . 
V4x—11 Vx—-2 Vx-l 
4 
3d. Vx—-vx—i=—— 8. 2vx+6—-v4x—-3= : , 
Vx 4x—3 
A Vx—2 vx+1 R Vx—2 2vx—5 
VR+4 Vx+13  VR42 2V%-1 
6 


6 
É —— VE Eê-N E E 
AA x 10. vVx+Hid-v'x — 





'akarief 








Novgoras 


NICOLAS LOBATCHEWSKI (1793-1856) Matemá- 
tico ruso. Estudió en la Universidad de Kazán, de la 
que fue posteriormente profesor y Decano de su Fa- 
cultad de Matemáticas y Rector. Lobatchewski com- 
bate la idea que del espacio tiene Kant, y establece 






a pets y ir e geometrias no euclidianas. 


CANTIDADES IMAGINARIAS sasmanao EST 


(406) CANTIDADES IMAGINARIAS son las raíces indicadas pares de canti- 
dades negativas. 
Ast, V—1, V—3, Y—8 son cantidades imaginarias. 
Cantidades reales son todas las cantidades, racionales o irracionales, 
que no son imaginarias. 


407) UNIDAD IMAGINARIA | 
La cantidad imaginaria v—1 es llamada unidad imaginaria. 





NOTACION 
La unidad imaginaria se representa sa V—1. 
por la letra à. Por tanto, ao ed 
En Electricidad, V— 1 se representa por 5. 
408) POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA 
Vamos a hallar las potencias de V—1. 
(V—1Ty =vV-1. i=v-T 
(V—1IP==1. 2 =—1 
(V-1=(vV-Ipxv-1 =(-D)xv-i=-v-1. =-v>1 
(Mme (VR (= TR (mm (jd, dias 
(V—-1y=(V-Iyxv-1 =1x V-—1 =V/— 1. P=V/-T 
(V-1f=(v-Iyx(v-Tp=1x(-1) =-1, etc. f=-1 etc. 
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Véase que las cuatro primeras potencias de V—-1 son v-—1, —1, 
—V—1,1 y este orden se continúa en las potencias sucesivas. 


IMAGINARIAS PURAS 

Toda expresión de la forma Y —a donde n es par y —a es una canti- 
dad real negativa, es una imaginaria pura. Así, /—2, V—5 son imagina- 
rias puras. 


(410) sIMPLIFICACION DE LAS IMAGINARIAS PURAS 


Toda raíz imaginaria puede reducirse a la forma de una cantidad real 
multiplicada por la unidad imaginaria V —1. 


En efecto: 
v—bt=vbix(-1)=vbixv=1l=bvV—1 = bi, 
v-4 =v4 X-l=v4 xv-i=2v—1 = 2% 


v=3 =v3 X(-1)=v3 xv=1=v3.v=I=ivã 
v=8 =v8 X(-l=v3 xv=I=vZ.2xv=i=2V3.v-1=2V2; 
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Reducir a la forma de una cantidad real multiplicada por V-1 o 1: 


1. V—a2, & v=t. +. =; 10. V=4mi. 
22 =5. E si=€ É s/=7. 11. o - 
3. 2V/—9, 6. gv—b+. 2. /—97. 12. V—a2—b2, 


OPERACIONES CON IMAGINARIAS PURAS 


SUMA Y RESTA 


Se reducen a la forma de una cantidad real multiplicada por V—1 y 
se reducen como radicales semejantes. 


7 (1) Simplificar V/—4+V—9, 
Ejemplos V=4=vaxi=0=2vA. 
V=5=v5x(=T)=3v—. 


Entonces: 


v-4+vV-9=2V-]+3V-1=(2+43)V-1=5V-—]l= R 


(2) Simplificar 2/—-36—-vV—25+vV— 12, 
2V=38=2.6V=7 =12Vv+1. 
V—25=5V-—1. 
V—R=v12./-1=2V3.V-1. 
Entonces 
aV—36 -V=25+V—2=2V-—1]-5V=1+2V3V=1 
=(12-5+2V3)V=1=(7+2V3)V=1=17+243]i R 
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Simplificar: 
1. vV-4+v-16. 5. 2V/-a?+v-ai+v-as. 
2. v-95+v-Bi—-v—49, 6. vV-IR+V-=8+2V-50. 
3. 2V-9+3V— 100. 7. 9V-D0-2V-—-45+8V— 125. 
4 3v-64-5V-49+3V— 121. 8. vV-ait 4v—-Gal-3V— 4a!. 


MULTIPLICACION 


Se reducen las imaginarias a la forma típica av — 1 y se procede como 
se indica a continuación, teniendo muy presente las potencias de la unidad 
imaginaria (408). 


Ejemplos | 
(1) Multiplicar Y— 4 por V—9. 


v=4x v>9=2V=]x3vV=1=2.3(V=TP=6x(-1)=-6. R 
(2) Multiplicar V— 5 por V—2. 
[5x vl2=V5.V=Ixv2.V>1 
=vi0(v=1p=vTox(-1)=— “0, R 
(3) Multiplicar V— 16, V—25 y V—81, 
v— 16X w— 25 x Cgli=4y=1x5V—1x9v—1 
=180(V=Tp=180(-V=1)=-180V=1=- 1802 R. 
(4) Multiplicar V—9+5V—2 por V—-4—-2V —2. 


Se reduce a la forma a V — 1 cada imaginaria y se multiplican como redica- 
les compuestos teniendo muy presente que (VW — 1P=—]: 


3 V—1 + 5V2.V—1 
2WV/—-] — 2V2.V—1 


6(V=—1P+10V2(V—1P 
— 6v2(vV-1P-—-20(V-1P 

6(=1]+4VZ(=1)-201-1)=—6-4V7+20=14-4 V2 R 
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Multplicar: 

1. vV-16xv—25. 8. vV-49xv—4xv—9. 
2 V=8lxv— 45. 9. v-2x3vV-5xv—]10. 
3 5V—-360x4V—64. 10. v-ilxv=9ixv—8xv— 50. 
4 vV-3xv—32, 11. -5V=7x8V=. 
6. 2V-6x3vV—7. 12. (Vv=4+v=9(v— 25 —- v— 16). 
6. vV=3xv—7 5. 13. (V=3+3vV=5(2V=3-6V=35). 
7. 2v=Tx3v—38. l4. (0V-3+5V-3)(V-2-4V—3). 
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613) DIVISION 


Se reducen las imaginarias a la forma av — 1 y se expresa el cociente 
como una fracción, que se simplifica. 


(1) Dividir V—8B4 entre V —7. 


Ejem = V=1 va 
jemplo vom vELvV=T VM MM movia 
=> vV7./—1 7 7 


V— 1 se cancela en el numerador y denominador igual que una cantidad real. 
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Dividir: 
1. V-16-+vV-—4. 4 V=90-vV—5 7 2V/—1B+v-—&6. 
22 V—-10+-v-2. 5. V-150-v—3 8 — 315 + V—7 
3 vV-8Bl>v-3. 6. 10V-36+-5V—4 9. V-WM+-YW—3 


CANTIDADES COMPLEJAS()) 


414) CANTIDADES COMPLEJAS son expresiones que constan de una par- 
te real y una parte imaginaria. io 
Las cantidades complejas son de la forma a+bVY-1, o sea a+ bi. 
donde a y b son cantidades reales cualesquiera. 
Así, 2+3V—162+3iy5—-6W—1 ó 5-6 son cantidades complejas. 


(415) CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS son dos cantidades com- 
plejas que difieren solamente en el signo de la parte imaginaria. 
Así,a +tbvV-lya-bv—1 son cantidades complejas conjugadas. Del 

propio modo, la conjugada de 5 -2V/—1 es5+2vV—1. 


OPERACIONES CON CANTIDADES COMPLEJAS 


(18) suma 


Para sumar cantidades complejas se suman las partes reales entre sí y 
las partes imaginarias entre sí. 


(!) En las notas sobre el Concepto de Número que aparece en el Capítulo preliminar, 
vimos cómo el campo de los números se ampliaba a medida que lo exigian las necesidades 
del cálculo matemático. Ahora, llegado a este nivel de conocimientos, introducimos un nuevo 
ente numérico, el múmero complejo, que está formado por un par de números dados en 
un orden, en el cual uno es real y el otro puede ser imaginario. 

Aun cuando haya antecedentes históricos muy remotos del origen de los números 
complejos, se tiene como verdadero precursor de la teoria de estos números a Bombelli 
(siglo XVI, italiano). Más tarde, Descartes llamó número imaginario al número no real com- 
ponente de un complejo. Sin embargo, a pesar de haberse desarrollado toda una teoria sobre 
los números complejos, éstos no adquirieron vigencia en las matemáticas hasta que Euler no 
sancionó su uso. Pero quien más contribuyó a que los números complejos se incorporaran 
definitivamente a la ciencia matemática fue C. Wessel (1745-1818, danés), que brindó una 
interpretación geométrica de los números complejos. Es decir, tales entes nos sirven para 
representar un punto en el plano. Con los números complejos podemos definir todas las 
operaciones aritméticas y algebraicas; asi podemos explicar la extracción de raíces de índice 


par de los números negativos; la logaritmación de números negativos; las soluciones de una 
ecuación de n grados, etc. 
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. (1) Sumar 2+5V—1y3-2WV-—1. 
Ejemplos | (2+5V =) +(3-2V/ =) =24+3+5V=1-2V+1 
=(2+3)+(5-2)V-1T=5+3V—1=5+3. R 
(2) Sumar 5— 6V—1, —3+V=T, 4-8V—1. 


5— 6V— 
= 4 
4&— 8V—1 


6-13V—1T=6-—13. R 
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Sumar: 

—4-5V—l, -2+8v-—1. 6. 1-1, 4+3:, vV2+51. 
l2-11v-1,8+7v-l. Tt. 2+V—9D, 4—-V—3. 

4 b+tv-—l,7+2V-1,94+7V-l1. 8. 7+v—5, V3—-v—9, —4+v-—16. 


ço DO Jo 


SUMA DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS 
La suma de dos cantidades complejas conjugadas es una cantidad real. 


En efecto: (a+bv-D+(a-bv-D=(a+a+(b-b)v-1I=2a. 


Ejemplo Sumar 5S+3V—- 1 y 5-3V-—1. 
(5+3V—1])+(5-3V-—1])=2x5=10. R. 


m- EJERCICIO 258 


Sumar: 
1. 7-2V-|, T+2V-—1. 4 —7-5V-1I, —7+5V-l1. 
2. —-5-38V-1, —5+3V-1. 5. 8-9v-—3, 8+3V-—2. 
3. 9+iv3, 9—- 13. 6. v3+iv3, vB-iv3. 
RESTA 


Para restar cantidades complejas se restan las partes reales entre si y 
las partes imaginarias entre sí. 


: (1) De 5+7V—T restar 4+2V —1. 
Ejemplos [547 —W (4+2V =] =5+7V-1-4-2V-—1 
=(5-4)+(7-2)V=T=1+5V-—1=1+5. R 


(2) Restar 3-7 V—1 de 8-N vV—1. 
Escribimos el sustraendo con los signos cambiados debajo del minvendo y 
tenemos: 
8-1 V-—1 
3+ 7V-1 
U- 4V-1=1-4. R., 
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De 3-2V=1 restar 5+9V—-1. 6. Restar 3-50V—1 de 11+80V-1. 
De 8+4vV-—1 restar 3—-10v—1. 7. De 5—-v-—25 restar 3+6%. 

De -1-vV=1 restar —7-8v-—1. 8. De 44+v-—5 restar 24+v—3. 
Restar 5—-3V—1 de 4-7V-1. 9. Restar V3+6vV—1 de vD—-5v-1. 


Restar 8-7V=1 de 15-4v-—1. 10. Restar —7+v-—3 de 8-v—7. 


DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS 
La diferencia de dos cantidades complejas conjugadas es una imagi- 
naria pura. 

En efecto: (a+bv-D)-(a-bv-W=a+bv=1T-a+bv=1 


É: E ga - 
oa RS e Ea APS, E 









= (g-a)j+(l LD N 25. rop 4 aa 
net inaá 4 a cor à (o 


. [5+3V —1)-(5-3N—1)=(5-5)+(34+3)V—1 
Ejemplo O e 
m- EJERCICIO 260 
|. De 2-v—1 restar 2+vV—1. 4. Restar —-5—-v—9 de —5+v-—9. 
o. De 7+8V-—1 restar 7-3V—1. 5. Restar V2-v—3 de vD+v-—3. 


3. De -3—-7V—1 restar —3+7vV—1l. 6. Restar —v5+4v-—9 de —v5—-4v'—d. 


MULTIPLICACION 


Las cantidades complejas se multiplican como expresiones compuestas, 
pero teniendo presente que (/ — 1) =-1. 


Ejemplo 


(1) Multiplicar 3+5V—T por 4-3 V—1. 
3+ 5V—1 
4— 3V—1 
12+20/—1 
— 9V=T-15(V—1) 
2+0V=-T-15(-1)=122+411V=1+415=7+1V-1. R 
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Multiplicar: 

3-4vV—1 por 5-3v-1. 
4+7V—1 por —3-2v—1. 
T—vV—4 por 5+vV-9. 
8—v—8 por 11+v-—35. 


3+v-2 por 5—-v-—3, 
4+v—3 por 5—-v—3, 
v2+v—5 por v3+v—3. 
V5+v—3 por v5+2v—3. 


pe ço 89 qm 
Ia a 
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(427) PrODUCTO DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS | 


El producto de dos cantidades complejas conjugadas es una canti- 
dad real. 


En efecto, como el producto de la suma por la diferencia de dos can- 
tidades es igual a la diferencia de sus cuadrados, se tiene: 


(a+b V—I)(a — b a a? — —(b ist q (A V=3)] 


Ejemplos | 


(8-3v—1)(8+3v-—-1)=8º-(3V—TP=64+9=73, 
(V3+5V-1)(v3-5V=1)=(V3P—-(5V—T2)=3+25=3, 
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Multiplicar: 

1. 1-i por 1+i. 4. 9V3+4i por 2V3-—41. 
2º 3+2vV—1 por 3-2vV-1. 5. 5-V-—2 por 5+v-—2. 

3. 2-5 por V3+5i. 6. —9-vV-5 por —9+v-—s5. 


(422) DIVISION 


Para dividir expresiones complejas, se expresa el cociente en forma 
de fracción y se racionaliza el denominador de esta fracción, multiplicando 
ambos términos de la fracción por la conjugada del denominador. 


Ejemplo 
Dividir 5+2vV—l entre 4—-3V—1. 


642/71 Br2ve —7)(4+3V—7) 20+23 v>1—6 
18V= M-sy=Tigtsv=T) fg ETF 


M+B8V-=1 MH+8V—] M+28i 


16+9 0 25 . '* 
B- EJERCICIO 263 
Dividir: 
1. (14+v=D+=(1-v=1). 4. (8-5)=(7+6). 
2. (3+vV=D=(3—v—1). 5. (4+V=3)=(5—-4V—3). 


ê (G=aV=Dsg44V=D: 6. (v2+2v=5)+(4V2—-v'—5). 
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REPRESENTACION GRAFICA 


(423) REPRESENTACION GRAFICA DE LAS IMAGINARIAS PURAS 

Para representar gráficamente las cantidades imaginarias se traza un 
sistema de ejes coordenados rectangulares XOX' e YOY' (figura 67) y to- 
mando como unidad una medida escogida arbi- 
trariamente se procede así: 

Las cantidades reales positivas se represen- 
tan sobre el semieje positivo OX, levando sobre 
este semieje, de O hacia X, la unidad escogida 
tantas veces como unidades tenga la cantidad real 
positiva que se representa. En la figura aparecen 
representadas sobre OX las cantidades reales y 
positivas 1, 2, 3, 4. 

Las cantidades reales negativas se represen- 
tan sobre el semieje negativo OX*, levando sobre 
este semieje, de O hacia X*, la unidad escogida 

º tantas veces como unidades tenga la cantidad real 

negativa que se representa. En la figura aparecen 

| FIGURA 67 | representadas sobre OX” las cantidades reales ne- 
pativas =1,. =D; =<8, À, 

Las imaginarias puras positivas se representan sobre el semieje positi- 
vo OY, Ilevando sobre este semieje, de O hacia Y, la unidad elegida tantas 
veces como unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que se 
representa. En la figura aparecen representadas sobre OY las imaginarias 
puras positivas V—1, 2V—1, 3V—1, 4V—1. 

Las imaginarias puras negativas se representan sobre el semieje nega- 
tivo OY”, Ilevando la unidad elegida sobre este semieje, de O hacia Y”, tan- 
tas veces como unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que 
se representa. 

En la figura aparecen representadas sobre OY* las imaginarias puras 
negativas —V—1, —2V—1, —-3V—1, —4vV—1. 

El origen O representa el cero. 





REPRESENTACION GRAFICA DE LAS CANTIDADES COMPLEJAS 


Vamos a representar gráficamente la cantidad compleja 5+3V—1. 
Como consta de una parte real 5 y de una parte imaginaria 3V—]1, el pro 
cedimiento consiste en representar ambas y luego hallar su suma geomé- 
trica. (Figura 68). 

La parte real 5 está representada en la figura por 04 y la parte ima- 
ginaria 3W—1 está representada por OB. En 4 se levanta una línea AC 
igual y paralela a OB. Uniendo el origen con el punto € obtenemos el 
vector OC, que es la suma geométrica de 04 =5 y AC=3V—1. 

El vector OC representa la cantidad compleja 5+3V—1. 
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El punto C es el afijo de la expresión 5+3vV—1. 


El vector OC representa en magnitud el módulo o valor de la expre- 
sión compleja. 


El ángulo COA que forma el vector OC con el semieje OX se llama 
argumento o amplitud. 





En la figura 69 aparece representada en el primer cuadrante la expre- 
sión 6+5vV—1, su afijo es el punto 4; en el segundo cuadrante está repre- 
sentada —4+3vV—1, su afijo es el punto B; en el tercer cuadrante está 
representada —6—-5V—1, el afijo es el punto C; en el cuarto cuadrante 
está representada 4-3 V— 1 con su afijo en D. 


(425) PLANO GAUSSIANO. UNIDADES GAUSSIANAS 
Podemos resumir lo visto anteriormente de este modo: 


1) Las cantidades reales se representan sobre el eje de las x; sobre OX 
si son positivas, sobre OX" si son negativas. 


2) Las imaginarias puras se representan sobre el eje de las y; sobre OY 
si son positivas, sobre OY” si son negativas. 

3) En el resto del plano que determinan los ejes se representan las 
cantidades complejas; cada expresión compleja tiene su afijo y cada punto 
del plano determina una expresión compleja. 

Este plano ha recibido el nombre de Plano Gaussiano en honor del 
célebre matemático alemán Carlos Federico Gauss, que impulsó en Europa 
este método de representación gráfica de las cantidades imaginarias y com- 
plejas. Por análoga razón, las unidades tomadas sobre los ejes de este plano 
son llamadas unidades gaussianas. 


m- EJERCICIO 264 

Representar gráficamente: 
1. 2+2V+1. 4 7-3V-1. 7. 3-6. l0. —-53+6vV-1. 
2. —2+8V-—1. 6. 1+i. 8. —5+4i. ll. —14-92vV51. 
3. —4-5V=1. - 6 —1-5i. 9. 44-7v—1. 122 —10+10i. 
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FASE 


NIELS HENRIK ABEL (1802-1829) Matemático no- 
ruego. Vivió durante toda su vida en extrema pobre- 
xa. Trató de abrirse paso entre los matemáticos del 
continente, pero no lo logró. Obtuvo con Jacobi el 
Gran Premio de Matemáticas del Instituto de Francia, 





f rolan d 


por su trabajo sobre las funciones elí Fue uno 
de los más grandes algebristas del Demos- 
tró el teorema general del binomio, Llevó a cabo la 
demostración de la imposibilidad de la resolución de 
las ecuaciones de quinto grado. Murió desconocido. 


CAPITULO 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA 


426 


es toda ecuación en la cual, una 


vez simplificada, el mayor exponente de la incógnita es 2. 


Así, 4x2 +7x+6=0 


es una ecuación de segundo grado. 
Ecuaciones completas de 20. 


grado son ecuaciones de la forma 


ax*+ bx + c=0, que tienen un término en x?, un término en x y un tér- 


mino independiente de x. 
Asi, 2x2 + 7x— 15=0 y xº— 
completas de 20. grado. 


8x=— 15 0 xº— 


8x + 15 =0 son ecuaciones 


Ecuaciones incompletas de 20. grado son ecuaciones de la forma 
ax* + c=(0) que carecen del término en x o de la forma ax? + bx =0 que ca- 


recen del término independiente. 


Así, x2—16=0 y 3xº+5x=0 son ecuaciones incompletas de 20. grado. 


427 


son los valores de la 1n- 


cógnita que satisfacen la ecuación. 
Toda ecuación de 20. grado tiene dos raíces. Así, las raices de la ecua- 
ción xº*-2x—3=0 son x,=3 y x,=—1; ambos valores satisfacen esta ecuación. 


Resolver una ecuación de 20. grado es hallar las raíces de la ecuación. 
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ECUACIONES COMPLETAS 


428) METODO DE COMPLETAR EL CUADRADO PARA RESOLVER LA 


ECUACION DE 2º GRADO ax? + bx + c=0 
Para comprender mejor este método, 
consideremos primero la ecuación del tipo — mei 








Podemos escribir esta ecuación del siguiente modo: 

Si observamos el primer miembro veremos que al binomio x?+ bx 
le falta un término para ser un trinomio cuadrado perfecto. Tal término 
es el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo término (2)%,0 
lo que es lo mismo - 

En electo, formamos asi un trinomio cuyo primer término es el 
cuadrado de x; su segundo término es el doble producto de x por > y 
su tercer término es el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo 

2 


e ba, b 
término (o O sea Para que no se altere la ecuación le agregamos 


al segundo miembro la misma cantidad que le agregamos al primer 


xº + bx (eo Je 


En el primer miembro de esta ecuación tenemos un trinomio cua- 
drado perfecto. 


miembro. 





Asi tendremos: —————— 


b n2 b2 











Factoramos: >» Emi fes o 
2 4 
Extraemos la raiz cuadrada / b b? 
a ambos miembros: ps SnsacSg (x E ETA = + 4 
b2 
ig 
4 





Cuando el coeficiente de xº es mayor que 1, el procedimiento es esen- 
cialmente el mismo, sólo que como primer paso dividimos los tres términos 
de la ecuación entre a, coeficiente de x*. Pondremos un ejemplo numérico. 
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| bj emp lo Sea la ecuación 4x? + 3x — 22 =0. 


Transponiendo el término independiente: x2 + 3x = 22 














Dividiendo por el coeficiente del primer 3 22 
término: x “a ar 
4 
Agregando el cuadrado 
dedo mao oa = SS mu ft Di+ +(5 ye ER (o jº 
( 3 ) 3 22,9? 
Factorando el primer miembro: — x dr CUM O a 
Extrayendo la raiz 
cuadrada a los dos ( 2 2 22 F 9 
miembros: ————— ss x+ É ai A A 
Resolviendo: ————» we a = + ses 
64 
3 36] 
x=—— + — 
8 64 
o 
TES miami E alt 
8 8 
3 is NV > 
a Chao e j 
319 2/3 R x=—27 
“og s 8 
DEDUCCION DE LA FORMULA PARA RESOLVER 
LA ECUACION GENERAL DE 2º GRADC ax?+bx+c=0 
La ecuación es — ax? + bx+c=0 
Multiplicando por 4a: — ss  402xº + 4abx + 4ac = 
Sumando b? a los dos miembros: ——— >  4a2x? + 4abx + 40c + b? = b? 


Pasando 4ac al 20. miembro: 4a2x2 + 4abx + b? = b? — 4ac 





Descomponiendo el primer miembro, 
que es un trinomio cuadrado perfecto: ———, (20x +.b)?= b? -- dac 


Extrayendo la raíz cuadrada a los dos miembros: —» 2ax+b=+wkº-— 4ac 
Transponiendo b: ———————— ss 20%x=—btv b?—4ac 





Despejando x: ——————————— 





fórmula que me da las dos raíces de la ecuación ax? + bx + c=0 (porque 
de esta fórmula salen dos valores de x según se tome *—dac con 
signo + o —) en función de a, coeficiente del término en x? en la ecua- 
ción, b coeficiente del término en x y c el término independiente. 

Obsérvese que en la fórmula aparece el coeficiente del 20. término 
de la ecuación b con signo distinto al que tiene en la ecuación. 
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RESOLUCION DE ECUACIONES COMPLETAS DE 2º GRADO SIN 
DENOMINADORES APLICANDO LA FORMULA GENERAL 


E : ) (1) Resolver la ecuación.3xº — 7x +2=0. 
penpaos — bt vB doc 
Za 


Aquio=3b=-—7,c=2, luego sustituyyendo y teniendo presente que al sus 
tituir b se pone con signo combiado, h tendremos: | 


Aplicamos la fórmula x = 





2 y 4 son las raíces de la ecuación dada y ambas anulan la ecuación. 
Sustituyendo x por 2 en la ecuación dada 3x? — 7x + 2=0, se tiene: 


3(22])-7/2])+2=12-14+2=0. 
Sustituyendo x por 2: 3(52—7(5)+2=5—-5+2=0. 
(2) Resolver la ecuación 6x — xº—- 9=0, 


Ordenando y cambiando signos: x? — 6x +9=0, 


Vamos a aplicar la fórmula teniendo presente que a, coeficiente de x?, es ): 





Entonces x tiene un solo valor 3; las dos raices son iguales: . 
R=m8=3. R 
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Resolver las siguientes ecuaciones por la fórmula general: 


1. 3x?-5x+2=0. 7. 6x?=x+292. 13. 176x=121+64xº. 
2. 4xº+3x—29=0. 8. x+11=10x2. 14. 8x+5=36x2. 

d xº4+]1x=-24. 9. 49x2-70x+25=0. 15. 27x2+12x—7=0. 
4. xº=16x—63. 10. 12x—7x2+64=0. 16. 15x=25x2+2. 
à. 12x—4—9x2=0, 11. xº=—15x—56. 17. 8x2-2x—-3=0. 
6. 5x2-7x—90=0. 12. 32x2+18x-17=0. 18. 105=x+2xº. 


(3) Resolver la ecuación (x+42=2x(5x—1)—-7(x—2). 
Para aplicor la fórmula hay que Ilevarla a la forma ax? + bx + c=0. 


Efectuando: x + 8x + 16=10x2—-2x— 7x +14 
Transponiendo: x + 8x+ 16— 10x] + 2x +7x— 14=0 
Reduciendo: — 9x2 + 17x + 2=0 


Cambiando signos: 9x — 17x — 2=0 


1OTtOmMaA ma.DdOom , 
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Resolver las ecuaciones siguientes llevándolas a la forma ax?+bx+c=0 
y aplicando la fórmula general: 


1. x(x+3)=bx+3. T. Tx—3)—5(x2—1)=x2—5(x+4-2). 

2. M3x—2D)=(x+4)(4—x). 8. (x—5)2—(x—6)=(2x—3)—118. 

3. 9x+1=3(x2—-5)—(x—3)(x+2). 9. (0x—2)2--(3x+1)2—x2—60=0. 

4. (2x—3)2—(x+5)?=— 28. 10. (x+4)8—(x—3)8=343. 

5. 25(x+2)2=(x—7)º—81. 11. (x+2)3—-(x— 1)8=x(3x+4)+8. 
6. 3x(x—9)—(x—6)=23(x—3). 12. (5x—4)2—(3x+5)(2x—1)=20x(x—2)+27. 


430) DEDUCCION DE LA FORMULA PARTICULAR PARA RESOLVER 
ECUACIONES DE LA FORMA xº+mx+n=0 


Las ecuaciones de esta forma como x? + 5x + 6 = se caracterizan por- 
que el coeficiente del término en x2 es 1. Estas ecuaciones pueden resol- 
verse por la fórmula general con sólo suponer en ésta que a=1, pero existe 
para ellas una fórmula particular, que vamos a deducir. 





La ecuación es 2 RAmytn=0. 
Transponiendo n: “x+tmx=-n. 
m? i m? m? 
Sumando E a los dos miembros: x? + na n. 
; a ? mm? 
Descomponiendo el primer miembro, AEE epi | E ni CE 
PM 3 P 2 4 
que es un trinomio cuadrado perfecto: 
/ 2 
Extrayendo la raíz cuadrada % RE JR + V Ds n. 
a los dos miembros: 2 4 
ph dis o ——»n 
ran | — X=—— + 
sponiendo z 3 Pi 


Obsérvese que m y n aparecen en la fórmula con signos distintos a 
los. que tienen en la ecuación. 
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Ejemplo Resolver 3x? — 2x(x— 4) =x — 12 por la fórmula particular. 


Simplificando la ecuación: 3x —2x+8x=x—12 
| *+7x +12=0. 
Aquí m=7, n=12, luego aplicando la fórmula particular: 





Entonces: | ; = TA 6 
E (e je 0 E je e me a 
SOC 9 ' | = à 
Z 8 x =-—4 
M=-————=——= —A 
2 2 2 


EJERCICIO 267 
Resolver las siguientes ecuaciones aplicando la fórmula particular: 
» KB 2=(). 6. xº—(7x+6)=x+59. 
- Xº-2x—15=0. 7. (x—1)?+11x+199=3x2—(x—2)2. 
. X=19x-88. 8: (x—-)(x+2)—7(x—1)=21. 
- X2+4x=285. 9. 2x2—(x—D(x+5)=7(x+8). 
- dx(x—1)—2(2x2—Tx)=—8. 10. (x—1)(x+2)—(2x—3)(x+4)—x+14=0. 


Ea 

1 

2 

3 

4 

5 
(431) RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2º GRADO 
CON DENOMINADORES 

















bj emp lo Resolver la ecuación — = a e- hão 
dx .5x* “60 
Hay que quitar denominadores. El m. c. m. de 3x, 5x2 y 60 es 60x2. Tendremos: 
20x = 84 — 1x 
Transponiendo: Nx? + 20x — 84=0. 
Aplicando la fórmula se obtiene x, = 2, x9 = — 3 R. 
m»- EJERCICIO 268 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
xº x 3 5 1 x—13 10(5x+3) 
———=D—, ( ———>— = 1. — E8—-—————, 
: o 2 WU ' x x+92 i a x x? 
na 13 3 e 15 11x+5 ” x x—2 5 
E si quas AE a ii peca — —— TS — 
x 2 x xe x—2 x 2 
R ix Bx dx—l àxº  1-3x .20x 
— = = 9(% — 5). >>» +—— = 3. 12. ———"— =-—— 
al” e) adro 1 1 4 3 
2 1 1 1 3x—1 2x 7 
—(x—-9)+—(x— — —— E —, 13. —— — —— — — =). 
é =R=9+ 5 (x — 5) 6 0 4-7 “É x 2x—1 6 
1 2x—3  x—2 óx—8  Tu—4 
=>(x2— 59). à == 14. - 
5) (R— 68) x+5 10 x—1  x+2 


L 6. 


"oo w E im 


o 7) 


452 €  ALGEBRA 
































x+3 Je 5x—l E 17 x-+4 E x+2 e: 19 x—1 ” x+1 E 2x+-9 

9x—1 4x47º0- x+5 x+3 94 CC x+1 xo x+8 
1 1 1 5) 6 

comem to cm ' 18. — 4 20. A am = ! 

4—-x 6 x+1 x-1 x+1 8 x+2 x—-2 x+ 


(432) RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2º GRADO POR 
DESCOMPOSICION EN FACTORES 
Descomponiendo en factores el primer miembro de una ecuación de 
la forma xº+mx+n=0 0 axº+bx+c=0 se obtiene un método muy rá- 
pido para resolver la ecuación. 


E Resolver x? + 5x — 24 = 0 por descomposición en factores. 
Ejemplo Factorando el trinomio (145), se tiene: 
(x+Bllx=3)=0. 


Para que el producto [x + 8][x — 3] sea cero es necesario que por lo me- 
nos uno de estos factores sea cero, es decir, la ecuación se satisface para 
x+8=0 y x—-3=0. 
Podemos, pues, suponer que cualquiera de los factores es cero. 
Si x+8=0, se tiene que x=—8 

y six—3=0, se tiene que x=3. 
Lo anterior nos dice que x puede tener los valores — 8 0 3. Portanto, —B y 
3 son las raíces de la ecuación dada. 


|x =— 8. 
k. | x = 3. 
Por tanto, para resolver una ecuación de 2º grado por descomposición en fac- 
fores: 
(A) Se simplifica la ecuación y se pone en la forma xX2+mx+n=0 o 
ax* + bx +c=0. 


(B) Se factora el trinomio del primer miembro de la ecuación. 
(C) Se igualan a certo cada uno de los factores y se resuelven las ecuaciones sim- 
ples que se obtienen de este modo. 
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Resolver por descomposición en factores: 
x dx+15 
+ 


























xº—x—6=0. 9. 60=8x2+157x. 15. x= 
x—2 4 
Bx—65=—x2, à “xd x 12 
. (X—D)*=—(2% = — 80. a 

x2=108-3x. 17. (x—2)—(x—3)*=31. 

EE E ei e as 
9x2+7x—4=0. riá a o Sa 
6x2=10—11x. 4 a 

18, x+2 o” at 19. dx—1 e ax+1 
20x2—27x=14. x x 2x+3  6x+t5 
7x=15—30x2. 14. (x+9)2— A 9. dá PHS gs, AA 











+ 12x 
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ECUACIONES LITERALES DE 2º GRADO 


Las ecuaciones literales de 29 grado pueden resolverse, como las nu- 

méricas, por la fórmula general o por descomposición en factores. En 
muchas ecuaciones literales la resolución por factores es muy rápida, mien- 
tras que por la fórmula resulta mucho más laboriosa. 


a o Sa 2% 
(1) Resolver la ecuación — —— = 1. 
x a 


Ejemplos 


i 


Quitando denominadores: pe 
3a? — 2x? = ax 
2x2 + ax — 30º = 0. 


Aplicando la fórmula. Aqui a=2, b=a, c=— 30º, luego: 






-—a+5a 4a a 
x1= 4 = TN: X1 
R. 
.-0—5a | 6a 3 x===-3 


(2) Resolver la ecuación 2x? — 4ax + bx = 2ab. 


La solución de las ecuaciones de este tipo por la fórmula es bastante laboriosa, 
sin embargo, por descomposición en factores es muy rápida. 
Para resolver por factores se pasan todas las cantidades al primer miembro 
de modo que quede cero en el segundo. Asi, en este caso, transponiendo 
2ab, tenemos: 

2x2 — 4ox + bx — 20b = 0 


Descomponiendo el primer miembro (factor común por agrupación), se tiene: 
2xix— 2a ]+b|x—20/=0 


o sea 2a) (+ b)=O 
Igualando a cero cada factor, se tiene: 
Si x—20=0, x='2u: | x = 2a. 
R. 4 
ca E tea ..s 
x +b =0, Ka, | add 
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Resolver las ecuaciones: 

x2+2ax—354º=0. 5. xº+ax=20a2. 9. x2º-2ax=b6ab—3bx. 
10xº=36aº—3 ax. 6. 2xº=abx+3a?b?, 10. 3(2x2º—-max)+4nx—Imn=o0. 
a?xº+abx—2b2=(, 7. b?xº+2abx=3a?. tt. xº-a2—bx—ab=0. 
89bx=42x2+22b2 8. xº+ax—bx=ab. 12. abx2-x(b—2a)=2. 


Co O 
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atx  a-2x 





=-4 





13. x2-Dax+a?— b2=(. 18. x2-2x=m?+2m. 
E a—x a+x 
14. 4x(x—b)+b2=4m2, 19. x2:+mix(m—2)=2mº. 2. 
15 xt-bissat-tan=o. 20 6xº-lSax=Bba-sab. de ST aa 
a a *” mil 2 1 a 
16. xº—(a+2)x=—2a. 21. a as e da ca E 
ve 2 sa 
17. x?º+2x(4-3a)=48a. 92. axo b  2bx 4 : 2x Rae. 2x 
2 3x b x+b 4b 


ECUACIONES INCOMPLETAS 


Las ecuaciones incompletas de 2º grado son de la forma ax? + c=0, 
que carecen del término en x, o de la forma ax? + bx = 0, que carecen 
del término independiente. 


ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA axº+c=0 
Si en la ecuación ax? + c=(0 pasamos c al 20. miembro, se tiene: 


Siayctienenel mismo signo, las raíces son imaginarias por ser la 
raíz cuadrada de una cantidad negativa; si tienen signo distinto, las raíces 
son reales. 

- À igual resultado se llega aplicando la fórmula general a esta ecuación 
axº + c=() teniendo presente que b=0, ya que el término bx es nulo. Se 
tiene: 


| Ejempi | 






7x? 





(1) Resolver la ecuación x? + 1 = 


9x +9=7xº+ 27 
9x? — 7x2 =27—9 


Suprimiendo denominadores: 
Transponiendo: 


2x* = 18 
x =9 
Extrayendo la raíz cuadrada: x=<2V9 
x=<3 R. 


Las dos raíces + 3 y —3 son reales y racionales. 


(2) Resolver la ecuación x? + 5 = 7. 
Transponiendo y reduciendo: x?=2 
x =* 


2 R 
Las dos rqíces V2 y — V'2 son reales e irracionales. 
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(3) Resolver la ecuación 5x? + 12 = 3x? — 20. 


Transponiendo: GS == Gy = — 20 — 12 
2x? = — 32 
2 =—l6 

Extrayendo la raíz cuadrada: x= = a! 


x= [4V-—-|==a4ir, 


Las dos raíces son imaginarias. 
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Resolver las ecuaciones: 











1. 3x2=48. 9. (2x—1)(x+2)—(x+4) (x—1)+5=0. 
2. 6x2-9=46. PER AR 
dtini=d  2x* 6x? 12 
SEA 2x—3  x—2 
4. 9x2—a?=(. 11. p=. ge 
5. (x+5)(x—5)=—7. cã E s a Rem E 
6. (2x—3)2x+3)—135=0. am 2 
x 
f. pesam 13. -3-—"=—1. 
3 
8. (+) (*-5)= 14. e Td 
ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ax? +bx=0 
Vamos a resolver la ecuación ax? + bx =0 x(ax+ b)=0. 
por descomposición. Descomponiendo se tiene: di 


Igualando a cero ambos factores: 





Se ve que en estas ecuaciones siempre una raíz es cero y la otra es e] 
coeficiente del término en x con signo cambiado partido por el coeficiente 
del término en x?. 

Igual resultado se obtiene aplicando la fórmula mio a esta ecua- 


ción teniendo presente que c=0. Se tiene: x - 





-b+b' O 
y de aquí o RE = = 
-b—b — 2b b 
Eq = ——emee TS me TS e e, 


2a 2a a 
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A ( 1) Resolver la ecuación 5x? = — 3x. 
Ejemplos Transponiendo: 5x] + 3x =0 
Descomponiendo: x[5x+3)=0 


Igualando a cero: x= U 
x +3=0 .. x= — 


; 3 
Las raíces son O y — as R. 














5x + 2 
(2) Resolver la ecuación 3x— 1 = : : 
x —2 
Quitando denominadores: (3x— 1) (x— 2) = 5x+ 2 
3x — 7x + 2= 5x + 2 
Transponiendo y reduciendo: 3x* — 12x=0 
Descomponiendo: 3x(x— 4)=0 
W=0 4 g=çs 0 
| x—4=0 .. x=4 
Las raíces son 0 y 4. R. 
> EJERCICIO 272 
Resolver las ecuaciones: 
1. x2=5x. 5. (x—9)2—(22+5)2=-16. 
x  x—-9 38 
2. Bm ms : 6. pi = —, 
4x 32x 3 6 > 
3. x2-9x=9x2-4%, T. (4x 1)(2x+3)=(x+3)(x— 1). 
4. Bx2p4=9(x +49). GA Mas 
g=1 0  W=2 


ECUAÇIONES CON RADICALES QUE SE REDUCEN 
& 2º GRADO. SOLUCIONES EXTRANAS 


Las ecuaciones con radicales se resuelven, como sabemos, destruyendo 
los radicales mediante la elevación de los dos miembros a la potencia que 
indique el índice del radical. 

Cuando la ecuación que resulta es de 20. grado, al resolverla obten- 
dremos las dos raíces de la ecuación, pero es necesario hacer la verificación 
con ambas raíces en la ecuación dada, comprobar si ambas raíces satisfacen 
la ecuación dada, porque cuando los dos miembros de una ecuación se 
elevan a una misma potencia generalmente se introducen nuevas soluciones 
que no satisfacen la ecuación dada. Estas soluciones se llaman soluciones 
extrafias o inadmisibles. 
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Por tanto, es necesario en cada caso hacer la verificación para aceptar 
las soluciones que satisfacen la ecuación dada y rechazar las soluciones ex- 
tranas. 

Al hacer la verificación se tiene en cuenta solamente el valor positivo 
del radical. 


Ejemplo 
Resolver la ecuación V4x—-3— Vx—2=V3%kx-—sS. 


“Elevando al cuadrado: 





o sea 4x —-3—-2V4xº— lIx+t6+x—2=3%Kk—S5. 


Aislando el radical: —2v442—Vx+6=3%x-5—-44+3—-x+2. 
Reduciendo: —2V 4X — x+6=—2x 

Dividiendo por — 2: V4x— Tx + 6 =x 

Elevando al cuadrado: 4x2 — lx+6=x 

Transponiendo y reduciendo: 3x2 — 11x + 6=0 

Descomponiendo: ([x—3)(3x—2)=0. 

Igualando a cero: x—3=0 «. x= 


3x —2=0 .. x 


II 


air Cj 
. . 


Haciendo la verificación se ve que el valor x =3 satisface la ecuación dada, pero 
el valor x=% no satisface la ecuación. Entonces, x=& es una solución extrana, 
que se rechaza. 

La solución correcta de la ecuación es x=3. R. 





m- EJERCICIO 273 
Resolver las ecuaciones siguientes haciendo la verificación con ambas raíces: 
1. x+Vix+i=5. 9. V2x+Vdx—3=8. 
2. 2x—-vVx—-1=3x—7. 10. VEI3+ a: 
3. vVox-l+vx+d=4. vooro 
4. 2VE-NEFÕ=1. 1. Vit S==5. 
5. v2x—l+vx+3=8. 8 
6. vx=5+vBFIi-avã=0 12 2Vs=Vaito=— 
7. V5x—1-v3-x=v2a. 13. vVx+vVx+B=2V%. 
8. v3x+1ltv5x=v16x+1. 14. V6-x+vx+7—-v12x+1=0. 


(438)REPRESENTACION Y SOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO 


Toda ecuación de segundo grado con una sola incógnita en x repre- 
senta una parábola cuyo eje es paralelo al eje de las ordenadas. 


458 6 


* ALGEBRA 


Ejemplos 


(1) Representar y resolver gráficamente la ecuación x? — 5x + 4=0, 


El primer miembro de esta ecuación es una función de segundo grado de. x. 
Haciendo la función igual a y, tenemos: 


y=8-+4 


A cada valor de x corresponde un va- 
lor de la función. Demos valores a x. 
(Fig. 70). 


Para 
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Representando estos valores de y corres- 
pondientes a los que hemos dado a x, ob- 
tenemos la serie de puntos que aparecen 
senalados en el gráfico. Uniendo estos 
puntos por una curva suave se obtiene la 
parábola ABC, que es la representación 
gráfica del primer miembro de la ecua- 


| as | ción dada. 
DR 2215: El punto inferior de la curva, en este caso 


corresponde al valor x = 23. 
El punto inferior de la curva (o el superior según se verá después) se obtiene 





é ; b > 
siempre cuando a x se le da un valor igual a — —+ En esta ecuaciôn que 


1 


hemos representado b= — 5 y a=1,y por tanto o na 25. 


Las abscisas de los puntos en que la curva corta al eje de las x son las raíces 
de la ecuación. En este caso la curva corta al eje de las x en dos puntos 
cuyas abscisas son 1 y 4 y éstas son las raíces de la ecuación x? — 5x + 4=0. 
Véase que en la tabla de valores anterior para x= 1 y x=4,y=0. Las raices 
anulan la ecuación. 

Cuando ambas raices son reales y desiguales la curva corta al eje de las x en 
dos puntos distintos. 

Por tanto, para resolver gráficamente una ecuación de segundo grado en x 
basta hallar los puntos en que la curva corta al eje de las x. 
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(2) Representar y resolver gráficamente la ecuación x? — 6x +9=0. 
Tendremos: 


y=2-4+9. 


Demos valores a x. (Fig. 71). 


Para x=0, y=9 
x=1, yY=4 
x=2, y=1 
x=3, y=0 
x=4, y=1 
x=5, y=4 
x=6, y=9, etc 


Representando estos puntos y uniéndolos 
resulta la parábola ABC que es tangente 
al eje de las x. Esta curva es la repre- 
sentación gráfica del primer miembro de 
la ecuación x?— 6x + 9 =0. 

La curva toca al eje de las x en un solo 
punto B cuya abscisa es 3, luego las dos 
raices de la ecuación son iguales y va- 


len 3. Obsérvese que en la tabla de va- | FIGURA 71 


lores x=3 anula la función, 





NOTA 


Cuando al aplicar la fórmula a una ecuación de 2º grado la cantidad subra- 
dical de V pé — 4ac es negativa, ambas raíces son imaginarias. 
La parábola que representa una ecuación de 2º grado cuyas raices son imagi- 


narias no corta al eje de las x. 
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Representar gráficamente las funciones: 
1 x2+8x—4 3 x2-5x+6. O x2-92x—8. To x2-8x+16. 9 2x2-9x+7. 
2. x2+3x+2. & x2+0x-8. 6 x2-9, 8. x2+4x+4. 10. 3x2-4x—7, 


Resolver gráticamente las ecuaciones: 
11. x2-4x+3=0. Tá. x2+4x+3=0. 17. x248x+16=0. 20. xº-4x=-—4. 
12. x2-6x+8=0. 15. x2=6-<x. 18. x2-4=0. 21. 2x2º-9x+10=0. 
13. x2-92x—-8=0. 16. y2=9x—1. 19. x2=3x+10. 22. 2x2-5x—7=0. 


nigsberg 
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causo XXXIV 


PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE 
SEGUNDO GRADO. PROBLEMA DE LAS LUCES 


Cuando el planteo de un problema da origen a una ecuación de se- 

gundo grado, al resolver esta ecuación se obtienen dos valores para 
la incógnita, 

Solamente se aceptan como soluciones del problema los valores de la 
incógnita que satisfagan las condiciones del problema y se rechazan los que 
no las cumplan. 


A es dos afios mayor que B y la suma de los cuadrados de ambas eda. 
des es 130 afios. Hallar ambas edades. 


Sea — x=la edad de A. 
Entonces x-2=la edad de tor 
Según las condiciones: x? + (x — 2)º = 130. 
Simplificando, se obtiene: xº— 2x — 63 =0. 
Resolviendo: (x— 9(x+7T)=0. 
x=9=0 «<. x=8 
Zx+7=0 <“. x=-79 
Se rechaza la solución x=-—7 porque la edad de A no puede ser 


—7T anos y se acepta x=9. Entonces À tiene 9afios y B tiene x-2=7 anos. R. 
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funciones elípticas a la teoria de los números. Su 
lemán. Profesor pa matemáticas en las universidades obra sobre Cy cen among ao alan una nueva 
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A compró cierto número de sacos de frijoles por $240. Si hubiera 
comprado 3 sacos más por el mismo dinero, cada saco le habria costa- 
do $4 menos. ;Cuántos sacos compró y a qué precio? 


Sea x =el número de sacos que compró. : 
Si compró x sacos por $240, cada saco le costó A im 
Si hubiera comprado % es más, x +3 sacos, por el mismo dinero 


$240, cada saco saldría a ss pero según las condiciones el precio de 
ão 

cada uno de estos sacos, RE seria $4 menor que el precio de cada uno 
x 


240 
de los sacos anteriores, —; luego, se tiene la ecuación: 





240 240 
id is + 
” x+ê 
Resolviendo esta ecuación se obtiene x=12 y x=- 15 
Se rechaza la solución x=—15 y se acepta x=12; luego, compró 
240 240 
12 sacos y cada saco le costó E ca R. 


442 La longitud de un terreno rectangular es doble que el ancho. Si la 
longitud se aumenta en 40 m y el ancho en 6 m, el área se hace 
doble. Hallar las dimensiones del terreno. 

Sea s x=el ancho. del terreno. 

Entonces o 2x=la longitud del terreno. 

El área del terreno es x X 2x = 2xº, 

Aumentando la longitud en 40 m, ésta sería (2x +40) m, y aumen- 
tando el ancho en 6 m, éste seria (x + 6) m. El área ahora sería (2x + 40) 
(x + 6) = 2x? + 52x + 240 m?, pero según las condiciones esta nueva área 
seria doble que la anterior 2x*; luego, tenemos la ecuación: 

2x? + 62x + 240 = 4xº. 

Transponiendo y reduciendo: 

— 2xº + 52x + 240 = 0. 

Cambiando signos y dividiendo por 2: 

x* — 26x — 120=0. 

Resolviendo esta ecuación se halla x =) y x=-4. 


Aceptando la solución x = 30, el ancho del terreno es 30 m y la lon- 
gitud es 2x=60 m. R. 


Una persona vende un caballo en 524, perdiendo un % sobre el cos- 
to del caballo igual al número de pesos que le costó el caballo. ;Cuán- 
to le habia costado el caballo? 


Sea 'x=el número de pe 





os que le habia costado el caballo. 
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Entonces x =% de ganancia sobre el costo. 


La pérdida obtenida es el x% de $x. En Aritmética, para hallar el 


6x6 36 Co XXX 
c q À qu mem * C PAR 
go de procedem as: rosas Meo 6 aih GN 








to 
Entonces, como la pérdida 100 la diferencia entre el costo x y el 
precio de venta $24, se tiene la ecuación: 


Resolviendo esta ecuación se halla x = 40 y x= 00, 


Ambas soluciones satisfacen las condiciones del problema; luego, el ca- 
ballo habrá costado $40 ó 360. R. 
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1. La suma de dos números es 9 y la suma de sus cuadrados 53. Hallar los 
números, 

9. Un número positivo es los & de otro: y su producto es 2160. Hallar los 
números. 

3. A tiene 3 afios más que B y el cuadrado de la edad de 4 aumentado en 
el cuadrado de la edad de B equivale a 317 anos. Hallar ambas edades. 

4. Un número es el triplo de otro y la diferencia de sus cuadrados es 1800. 
Hallar los números. 

5. El cuadrado de un número disminuido en 9 equivale a 8 veces el exceso. 
del número sobre 2. Hallar el número. 

6. Hallar dos números consecutivos tales que el cuadrado del mayor exceda 
en 57 al triplo del menor. 

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 4 m. Si cada dimensión 
se aumenta en 4 m el área será doble. Hallar las dimensiones de la sala. 

8. Un comerciante compró cierto número de sacos de azúcar por 1000 bo- 
livares. Si hubiera comprado 1() sacos más por el mismo dinero, cada saco 
le habria costado 5 bolivares menos. iCuántos sacos compró y cuánto le 
costó cada uno? 

9. Un caballo costó 4 veces lo que sus arreos y la suma de los cuadrados del 
precio del caballo y el precio de los arreos es 860625 sucres. «Cuánto costó 
el caballo y cuánto los arreos? 

10. La diferencia de dos números es 7 y su suma multiplicada por el número 
menor equivale a 184. Hallar los números. 

11. La suma de las edades de 4 y B es 23 afios y su producto 102. Hallar 
ambas edades. 

12. Una persona compró cierto número de libros por $180. Si hubiera com- 

rado 6 libros menos E el mismo dinero, cada libro le habría costado 
1 más. iCuántos librós compró y cuánto le costó cada una? 

13. Una o gs de 180 hombres está dispuesta en filas. El número de 
soldados de cada fila es 8 más que el número de filas que hay. :Cuántas 
filas hay y cuántos soldados en cada una? ) 

14. Se vende un reloj en 75 soles ganando un % sobre el costo igual al nú- 
mero de soles que costó el reloj. Hallar el costo del reloj. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


25. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Sl. 
32. 
So. 
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Entre cierto número de personas compran un auto que vale $1200. El] 
dinero que paga cada persona excede en 194 al número de personas. 
iCuántas personas compraron el auto? 

Compré cierto número de relojes por $192. Si el precio de cada reloj 
es los 4 del número de relojes, ;cuántos relojes compré y cuánto pagué 
por cada uno? 

Se ha comprado cierto número de libros por $150. Si cada libro hubiera 
costado $1 más, se habrían comprado 5 libros menos con los $150. «Guán- 
tos libros se compraron y cuánto costó cada uno? 

Por 200 lempiras compré cierto número de libros. Si cada libro me hubiera 
costado 10 lempiras menos, el precio de cada libro hubiera sido igual al 
número de libros que compré. ;Cuántos libros compré? 

Compré cierto número de plumas por $24. Si cada pluma me hubiera 
costado $1 menos, podia haber comprado 4 plumas más por el mismo 
dinero. iCuántas plumas compré y g qué precio? 

Un tren emplea cierto tiempo en recorrer 240 Km. Si la velocidad hubiera 
sido 20 Km por hora más que la que llevaba hubiera tardado 2 horas 
menos en recorrer dicha distancia. ;En qué tiempo recorrió los 240 Km: 
Un hombre compró cierto número de caballos por $2000. Se le murieron 
2 caballos y vendiendo cada uno de los restantes a $60 más de lo que le 
costó cada uno, ganó en total $80. «Cuántos caballos compró y cuánto le 
costó cada uno? 


Hallar tres números consecutivos tales que el cociente del mayor entre 


el menor equivale a los * del número intermedio. 


El producto de dos números es 180 y su cociente 14. Hallar los números. 
Un hombre compró cierto número de naranjas por $1.50. Se comió 5 naran- 
jas y vendiendo las restantes a 1 ctvo, más de lo que le costó cada una recu- 
peró lo que había gastado. iCuántas naranjas compró y a qué precio? 
Cuando vendo un caballo en 171 quetzales gano un % sobre el costo igual 
al número de Q que me costó el caballo. «Cuánto costó el caballo? 
El producto de dos números es 352, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 2 y el residuo 10. Hallar los números., 

Se han comprado dos piezas de tela que juntas miden 20 m. El metro 
de cada pieza costó un número de pesos igual al número de metros de 
la pieza. Si una pieza costó 9 veces lo que la otra, scuál era la longitud 
de cada pieza? 

Un tren ha recorrido 200 Km en cierto tiempo. Para haber recorrido 
esa distancia en ] hora menos, la velocidad debia haber sido 10) Km 
por hora más. Hallar la velocidad del tren. 

Un hombre ha ganado 84 colones trabajando cierto número de dias. 
Si su jornal diario hubiera sido 1 colón menos, tendria que haber tra- 
bajado 2 días más para ganar 84 colones. cCuántos dias trabajó y cuál 
es su jornal? 

Los gastos de una excursión son S$90. Si desisten de ir 3 personas, cada 
una de las restantes tendría que pagar $1 más. ;Cuántas personas van 
en la excursión y cuánto paga cada una? 

El cociente de dividir 84 entre cierto número excede en 5 a este número. 
Hallar el número. 

La edad de A hace 6 afios era la raíz cuadrada de la edad que tendrá 
dentro de 6 amos. Hallar la edad actual, 

Compré cierto número de libros por $40 y cierto número de plumas 
por $40. Cada pluma me costó $] más que cada libro. iCuáântos libros 
compré y a qué precio si el número de libros excede al de plumas en 2? 
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PROBLEMA DE LAS LUCES 


El Problema de las Luces consiste en hallar el punto de la línea que 

une dos focos luminosos que está igualmente iluminado por ambos 
focos. 

Sean dos focos luminosos 4 y B (figura 72). Sea 1 la intensidad lumi- 
nosa del foco 4 e T la intensidad del foco B. (Intensidad o potencia lumi- 
nosa de un foco es una magnitud que se mide por la cantidad de luz que 
arroja un foco normalmente sobre la unidad de superficie colocada a la 
unidad de distancia). 





EEE 


Se trata de hallar el punto de la línea 4B que une ambos focos, que 
está igualmente iluminado por ambos focos. 

Supongamos que el punto iluminado igualmente es el punto P. Sea d 
la distancia entre ambos focos y x la distancia del foco 4 al punto igual- 
mente iluminado; la distancia del foco B a dicho punto será d — x. 

Existe un principio en Física que dice: La iluminación que produce 
un foco luminoso sobre un punto en la dirección del rayo es directamente 
proporcional a la intensidad del foco e inversamente proporcional al cua- 
drado de la distancia del foco al punto. Entonces, la iluminación que pro- 


I 
duce el foco 4 sobre el punto P, según el principio anterior, era 7 y la 
Iluminación que produce el foco B sobre el punto P será d=sa ) como 
estas iluminaciones son iguales por ser P el punto igualmente iluminado, 
f I a 


tendremos la ecuación: ra (da o sea E 

Esta es una ecuación de 20. grado que puede ponerse en la forma 
ax*+ bx +c=0 y resolverse aplicando la fórmula general, pero este proce- 
dimiento es bastante laborioso. Más sencillo es extraer la raíz cuadrada a 
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4 
los dos miembros de esta igualdad y se tiene: e con lo que que 
da una ecuación de primer grado. Resolviendo esta ecuación: 
(d-x)vVI=xvT 
dvI-xvI=xvP 


Transponiendo: —-xvT-xvT=-dvT 
o sea: xvI+xvF=davT 
«vT+vI)=dvT 
— dvT 
“CVI+vT 
y considerando el doble signo de VT, se tiene finalmente: 
dvI dvI 








CvTevE O SC vf= vTr 
fórmula que da la distancia del foco A al punto igualmente iluminado en 
función de la distancia entre los dos focos y de las intensidades luminosas 
de los focos, cantidades todas conocidas, con lo cual dicho punto queda 
determinado. 


DISCUSION 
Consideraremos tres casos, observando la figura: 


1) 1>1'. Siendo I>T' se tiene que VI>vT; luego, VI+vT es 


1 
mayor que VT pero menor que 2VTT; por tanto, ——— es menor que 1 
dio à sa VI+vT b 
y mayor que 3; luego, el primer valor de x, que es dia 
bases rei DC VTANT O VT+VT 
es igual a d multiplicada por una cantidad positiva, menor que 1 y mayor 
que 4; luego, x es menor que d y mayor que —, lo que significa que el 
punto igualmente iluminado está a la derecha de 4, entre 4 y B, más cer- 
ca de B que de 4, como está el punto P. Es evidente que el punto igual- 


mente iluminado tiene que estar más cerca de la luz más débil. 
En el segundo valor de x siendo VT>wT el denominador, VI—- v'T” 


es positivo, pero menor que VT; luego, Sat tn cantidad positi- 


va y mayor que 1; luego, x es igual a d multiplicada por una cantidad po- 
sitiva mayor que 1; luego, x será positiva y mayvr que d, lo que significa 
que hay otro punto igualmente iluminado que está situado a la derecha 
de B, como el punto P,. 


2) =". En este caso VI=VT; luego, vVT+VT'=2vVI y el primer 





d si 
valor de x se convierte en x= =—, lo que significa que el punto 


igualmente iluminado será el punto medio de la línea AB. 
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El segundo valor de x, siendo VT =, se convierte en x = 4 LE ” 





lo que significa que el otro punto igualmente iluminado está a una distan- 
cia infinita del foco 4, o sea, que no existe. 
Entonces, siendo /=[J” no hay más que una solución. 


3) I<I'- En este caso VI<vVT, o sea VT >VI; luego, VI+vT 


será mayor que 2VI, y —>——— será menor que 4; luego, x será igual 


JT 
VI+vT | 
a d multiplicada por una cantidad menor que 4, o sea que x es positiva y 
menor que —, lo que significa que el punto igualmente iluminado está a 


la derecha de A, más cerca de 4 que de B, como es lógico que suceda por 
ser el foco 4 más débil que el foco B en este caso. 
En el segundo valor de x, siendo VT <vT el denominador, VI -vT 


es negativo; luego, es una cantidad negativa y x es iguál a d 


a J' 
multiplicada por una cantidad negativa; luego, x es negativa, lo que sig- 
nifica que hay otro punto igualmente iluminado y situado a la izquierda 


de 4 como el punto P,. 


k (1) Se tiene un foco luminoso À de 100 bujias y otro foco B 
Ejemplos de 25 bujías, situado a 3 m a la derecha de A. Hallar el 
punto de la linea AB igualmente iluminado por ambos. 


Aqui d=3, = 100, F = 25. EI Ei valor de x será: 





luego hay un Súnio en la Nes AB iii Noiindo situado a2Z2mala 
derecha de A. El segundo valor será: 





luego hay otro punto igualmente iluminado en la linea AB situado a 6 m 
a la derecha de A. 


(Z) Se tienen dos focos luminosos, À de 36 bujíias y B de 100 bujias, estando B 4m 
a la derecha de A. Hallar el punto igualmente iluminado de la recta AB. 
Aqui d=4, 1=36,1"=100. El primer valor de x será: 





luego hay un punto de la línea AB igualmente iluminado situado a 1.50 m. a 
la derecha e A. El segundo valor Se x será: 





luego hay étia Goibitá de la fihés AB igualmente ifurniniido situado a 6 m a la 
izquierda de A. 





ARNS GALOIS (1811-1832) Matemático fran- 
cés. Después de realizar estudios en un Liceo, ingresa 
em la Escuela Normal, Acusado de peligroso republi- 


cano va a parar a la cárcel. No fue la única vez que 
estuvo en prisión. Acabado de salir muere de un pis- 


toletazo en un duelo, cuando apenas teníia 21 afios de 
edad. A pesar de esta corta vida Galois dejó una es- 
tela profunda en la historia de las matemáticas. Dejó 
la demostración del teorema que lleva su nombre so- 
bre la resolución de las ecuaciones de primer grado. 


CAPITULO 


TEORIA DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO. 
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO 


La ecuación general de segundo grado ax? + bx + c=0 tiene dos raí- 


ces y sólo dos, cuyos valores son: 


js -—b+vb?-—daç 
E 2a 


—b-vVb?—d4ac 
24 à 


El carácter de estas raíces depende del valor del binomio b? — 4ac que 


está bajo el signo radical; por esa razón b? — 


la ecuación general de segundo grado. 
Consideraremos tres casos: 


) 0º — dac es una cantidad positiva, 


les y desiguales. 


4ac se llama discriminante de 


En este caso las raíces son rea- 


S1 b? — 4ac es cuadrado perfecto, las raíces son racionales, y si no lo es, 


son Iirracionales. 
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2) bº-4ac es cero En este caso las raíces son reales e iguales. Su 


valor es — —, 
2a 


3) b? — 4ac es una cantidad negativa. En este caso las raíces son ima- 
ginarias y desiguales. 


Ejemplos 


i 


(1) Determinar el carácter de las raíces de 3X] — 7x +2=0. 
Hallemos el valor de b? — 4ac. Aquia=3, b=-—7, c=2, lvego 
b2—-40c=[—7/—4(3)(2)=49—-2U=25, 
Como b? — 4ac = 25 es positiva, las raíces son reales y desiguales y como 25 
es cuadrado perfecto ambas raíces son racionales. 
(2) Determinar el carácter de las raíces de 3x2? + 2x — 6=0. 
Aquia=3, b=2, c=—6, luego 
b?—-4c=22-4(3)(-6)=4+72=76. 
Como b? — 4ac = 76 es positiva, las raíces son reales y desiguales y como 76 
no es cuadrado perfecto las raíces son irracionales. 
(3) Determinar el carácter de las raíces de 4x? — 12x +9= 0. 
b?—-40c=(—12)—4[4)(9)=144—144=0. 


Como b? — 4ac =0, las raíces son reales e iguales. 


(4) Determinar el carácter de las raices de 2 — 2x +3=0. 
b?—-4c= (—-2)/"—4(1)(3)=4-12=-—8. 
Como b? — 4ac = — 8 es negativa, las raíces son imaginarias. 


m- EJERCICIO 276 


Determinar el carácter de las raíces de las ecuaciones siguientes, sin re- 
solverlas: 


1. 3x2+5x—2=0. 4. 3x2-92x+5=0. 7. 2x2-9x+7=0. 10. x2+x—1=0. 
7 2x2º—-4x+1=0. 5. x2º-10x+25=0. 8. 36x2+12x+1=0. 11. 5x2º-7x+8=0. 
3. 4x2—-4x+1=0. 6. x2º—-5x—5=0. 9. 4x2—-5x+3=0. 12. x2-10x—11=0. 


PROPIEDADES DE LAS RAICEL TZ LA ECUACION 
DE SEGUNDO GRADO 
La ecuación general de 20. grado es ax? + bx +c=0 y sus raíces 


E ACIMA ME À E — 
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Estas raíces tienen dos propiedades: 


1) Suma de las raíces. Sumando las raíces, tenemos: 


—b+ vb?— 4ac —b— vb? — 4ac 
DR A ig 






—2b —b b 
= -—. oseax;+xy=—— 
2a a 


luego, la suma de las raíces es igual al coeficiente del segundo término de 
la ecuación con el signo cambiado partido por el coeficiente del primer 


término. 


2) Producto de las raíces. Multiplicando las raíces, tenemos: 


e e mem 


—b— vb? da 


2a | 2a 


—b+ bi aa 
Kg = ————— 








O Sea XjX9= — 
a 


luego, el producto de las raíces es igual al tercer término de la ecuación 
con su propio signo partido por el coeficiente del primero. 


. 1. b o . 
La ecuación ax? + bx + c=0 puede escribirse x? + —x + — =0, divi- 
diendo todos sus términos por a. Entonces, como 


Fi Ap ma =— 
1 id Edi usa 


podemos decir que en toda ecuación de la forma xº += +>=0 o 
xº+mx+n=0, es decir, en toda ecuación de segundo grado en que el 
coeficiente del primer término es 1, la suma de las raíces es igual al coefi- 
ciente del segundo término con el signo cambiado y el producto de las rai- 
ces es igual al tercer término con su propio signo. 
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Ejemplos (1) Hallar si 2 y —5 son las raíces de la ecuación 
x*+3x— 10=0. 
Si2y —5 son las raíces de esta ecuación, su suma tiene que ser igual al 
coeficiente del segundo término 3 con el signo cambiado, — 3 y su producto 


tiene que ser el tercer término — 10 con su propio signo. Veamos si cumplen 
estas condiciones: 


Suma: 2+(—-5)=2—-5=—3, coef. de x con el signo cambiado. 
Producto: 2X (— 5)=— 10, tercer término con su propio signo. 
Luego 2 y — 5 son las raíces de la ecuación x? + 3x — 10 = 0. 





(2) Hallar si —3 y — son las raíces de la ecuación 2x2 + 7x +3=0. 
Pongamos la ecuación en la forma xº+mx+n=0 dividiendo por 2, que- 
dará: 
Suma: (=3)+(>5)=—3—5=—5 coef. de x con el signo cambiado. 
Producto: (—3)(=5)=5, tercer término con su propio signo. 
Luego — 3 y = son las raíces de la ecuación 2x? + 7x +3=0. 

(3) Hallar si 1 y — son las raíces de la ecuación 3xº + x— 2=0, 


Ae 2 & 
Dividiendo por 3 se tiene x? eps e 0), 


Summa: IA )=1-:=5 


La suma da el coeficiente del segundo término con su propio signo y no con 


. . 2 4 .*4 
el signo cambiado, luego 1 y —= no son las raíces de la ecuación dada. 
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Determinar, por las propiedades de las raíces, si: 
1. 2 y —3 son las raíces de x2+x—6=0. 
ly 5 son las raíces de xº-d4x—5=0. 
1 y —4 son las raíces de 2xº—-x—1=0. 
—3 y 4 son las raíces de 3x2+8x—3=0. 
2 y —i son las raíces de 5x2º-11x+2=0 
—4 y —4 son las raíces de 4xº+17x+4=0. 
—d y —4 son las raíces de 5x2+24x—5=0. 
4 y —7 son las raices de xº+3x—28=0. 
3 y —% son las raices de 6x2+x—2=0. 
4 y —% son las raíces de 8x2-2x—3=0. 


SL» ça 


fd 
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DADAS LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO 
GRADO, DETERMINAR LA ECUACION 


| a (1) Las raíces de una ecuación de 2º grado son 3y — 5. De- 
Ejemplos terminar la ecuación. 


Hallemos la suma y el producto de las raíces. 


Suma: 3+(=5])=3-5=-2. 
Producto: 3xXi—-5)=—15. 


Sabemos que la suma de las raíces de toda ecuación de la forma x?+mx+n=0 
es igual al coeficiente del 2º término con el signo cambiado y el producto es 
igual al tercer término con su propio signo. 

Aqui, la suma de las raices es — 2, luego el coeficiente del segundo término 
de la ecuación será 2; el producto de las raíces es — 15, luego — 15 será el ter- 
cer término de la ecuación. 

Por tanto, la ecuación será: 


E+W=15=0. R 


* .* 3 . “+ 
(Z) Las raíces de una ecuación son 2 y —+. Determinar la ecuación. 


Suma de las raíces: 2 +| -—] =2=2=5. 


Producto de las raíces: 2 (=+|= e E ca 


La suma con el signo cambiado se pone de coeficiente del 2º término de la 


ecuación y el producto con su propio signo se pone de tercer término, lvego 
la ecuación será: 


5 3 
Pxqra ção sea Ae 5x — — 6=0. R 
(3) Hallar la ecuación cuyas raíces son — 4 y —. 
Suma: [=4)+(—5)= —4-*=— 
Producto: | —4) *.| —s| =- 
La ecuación será: 
23 12 | 
ia Dr dd = do o sea 5x2 +23x+12=0. R. 
»- EJERCICIO 278 
Determinar la ecuación guyas raíces son: 
l3y4. 4. —10 y 11. 7. 3y—. 10. —5 y + 
Z = a =) quê: medo 
Ra a 1 1 8 di E. 
Dy —tl. 6. —2 y a 9. o dr 12. —9 pra 
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13. 18 y —52. 18. + y —+ 9 By 2 26. by a—b. 
14. —15 y —11 2! na ria 
15. 0 y 2. 19. 7y7. 23. 2a y —a. 9 8 
11 2b b 28. 1+v2 y 1-v2. 
17. 5 y —5. 2. —*y-> 25 my-—S 30. 3+vTi y 3-vV=1. 


(449) DADA LA SUMA Y EL PRODUCTO DE DOS NUMEROS, 
HALLAR LOS NUMEROS 


Ejemplos (1) La suma de dos números es 4 y su producto — 396. 
Hallar los números. 


Por las propiedades de las raíces de la ecuación de 2º grado, si la suma de 
los dos números que se buscan es 4 y su producto — 396, los dos números son 
las raíces de una ecuación de segundo grado de la forma xº*+mx+n=0 
en la cual el coeficiente del segundo término es — 4 (la suma con el signo cam- 
biado) y el tercer término es — 396 (el producto con su propio signo) luego 
la ecuación es: Rasa 





Las raíces de esta ecuación son los números que buscamos. Resolviendo esta 


ecuación: 
(x—22)(x+18])=0. 
x—22=0.. x=22 x = 22, 
x+18=0.. x=-—18 x, =— 18. 


Luego los números buscados son 22 y — 18. R. 


, 85 , 
(2) La suma de dos números es — — y su producto 6. Hallar los números. 
Los dos números que buscamos son las raíces de una ecuación de 2º grado 


Ar cá ds Em 85 
cuyo primer término es x?, en la cual el coeficiente del 2º término es 7 lla 


suma con el signo cambiado) y cuyo tercer término es 6 (el producto con su 


propio signo) luego la ecuación es 
em 






Las raíces de esta ecuación son los números que buscamos. Resolviendo la 


ia | 4x2 + 35x + 24 =0, 
— 354 v 352 — 4/4) (24) —35+ v 1225 — 384 
X=——— DD >—>—>—>—>—>—— E 
8 8 
—35+ vB —35+29 
vi 8 8 
-5+9 —6 
CR 
=35—-29 64 : 
X%=——————— T— =—— 
' 8 8 
8 


Luego los números buscados son — 8 y —=. R. 
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B- EJERCICIO 279 


Encontrar dos números sabiendo que: 


1. La suma es 11 y el producto 30. 11. La suma es > =) el producto — — , 
2. La suma es —33 y el producto 260. 12. La suma es — y el producto —. 
3. La suma es —1 y el producto —306. 13. La suma es o y el producto —. 
4. La suma es —49 y el producto 294. 14. La suma es 45 y el producto —4, 
5. La suma es 6 y el producto —247. 15. La suma es E y el producto a 


6. La suma es : y el producto —1. 16. La suma es 2 y el producto —4. 


PS 17. La suma es 1 y el producto asda, 
- La suma es — y el producto 8. 4 


8. L À vida vio 3 15. La suma es —1: y el producto —65. 
- y el producto —-. 
E ' 19. La sumã es a y el producto —2a?. 


9. La suma es —18> y el producto —6. 20. La suma es —7b y el producto 10b2, 
10. La suma es —3: y el producto 1. 21. La suma es — y el producto —, 
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO ax? + bx +e, 


DESCOMPOSICION EN FACTORES DEL TRINOMIO 
DE SEGUNDO GRADO ? 


El trinomio de segundo grado ax? + bx +c puede escribirse 
O LÊ 
ax? + bx +c= axo +—a +— ) 
q q 


Igualando a cero el trinomio del segundo miembro se tiene 





que es la ecuación mer des 20. paca 


Sabemos (446) que las raíces x, y x» de esta ecuación tienen las dos 
propiedades siguientes: 


b 
ai ÃO Su .. “em Rg À 


X1Xg = 


ala a je 
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or O IC b 
Ahora, si en el trinomio a io en lugar de 7 ponemos su 


c 
igual — (x; +x2) y en lugar de q Ponemos su igual x;x2, tenemos: 


b c 
a a += =xº— (x + x2)x + x1Xo 
(multiplicando) =x? — x,x — x2x + X,Xs 
(factorando por agrupación) =x (x —x1)— xpix — x1) 
= (x —23)(%— xa). 
Es, b c 
Luego, en definitiva, nos queda que x?+ z* + a (x — x1) (X — X9). 


Sustituyendo el valor de este trinomio en (1), se tiene: 





lo que me dice que el trinomio de segundo grado se descompone en 3 fac- 
tores: 


1) El coeficiente de x?, que esa. 2) x menos una de las raíces de la 
ecuación que se obtiene igualando el trinomio a cero. 3) x menos la 
otra raíz. 


(451) DESCOMPONER UN TRINOMIO EN FACTORES 
HALLANDO LAS RAICES 


Visto lo anterior, para descomponer un trinomio de 20. grado en fac- 
tores hallando las raíces, se procede así: 


1!) Se iguala el trinomio a cero y se hallan las dos raíces de esta 
ecuación. 


2) Se descompone el trinomio en 3 factores: El coeficiente de x?, 
x menos una de las raíces y x menos la otra raiz. 


. a de 
E jemplos (1) Descomponer en factores pó + 5x— 4. 
Igualando a cero el trinomio, se tiene: 


Hallemos las raíces de esta ecuación: 





—S+ v2-4(6]-4]) —5+ V25+96 —58+ vi -—5+11 
ZX=—————— NM TE Em — 
12 12 12 12 
-— 5 + 1] 6 | 
X = ————— — “= “— 4 
12 po 2 


-5-N —16 4 
[5 E E 


Xg — 
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Entonces, el trinomio se descompone: 


, Ts 4 ] 24 4 
rescs=o (1-7 [x (5) ]=o (2-5) (144) 
Ax— 1, Ix+t4, SIZQx—T)(Ix+4 
no TE 
=(2x—1)l3x+4] R 
(2) Descomponer en factores 24x? + 26x + 5. 
Igualando a cero el trinomio, se tiene: 
E 248 +26x+5=0. 
Resolviendo esta ecuación: 
—26+ 28 —4(24)5 —26:196 —26 14 








48 eli 48 48 
seo rtA 8. 1 
NADO DE CAROS 44 
—26— 14 —40 5 
O CA Tê 
Entonces: 
LR 5 
24x? + 26x + 5 = 24 [em ( = —(-5) |=2 (+5)(x+7) 


24 4x +1) 6x + 5) 
24 


(3) Descomponer en factores 4 + 7x — 15x?. 


= |(4x+1]|6x+5) R. 


Ordenamos en orden descendente con relación a x y lo igualamos a cero: 
— 15x? + 7x + di 0 





Resolviendo: 
EVB=405)[-4) 7+v% 727 
30 30 30 
7+17 2U 4 
“ -. 5 
Pts mit 
“o ig 
eira 4 ] 15 15) 4)13x+ 1) 
| * Hora X 
4+7x— 15x2= 15 =) (es )=- DD aa 


=-— Gx—4 )3x+H1i j=(4-5x)1+3x)] R. 


oa e ço pa 
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m- EJERCICIO 280 


Descomponer en factores, hallando las raices: 


x2—16x-+63. 7. 6x2+7x—10. 13. 6-x—x2. 19. 10x2+207x—63. 
x2-+24x+143. 8. 12x2-25x+12. 14. 5-9x— 2x2. 20. 100—-15x—x2. 
x2—26x— 155 9. 8x2+50x+63. 15. 15+4x—4x2. 21. 18x2+31x—49. 
2x2+x—6. 10. 27x24+30x+7. 16. 4+13x—12x2. 22. 6x2-ax—2a2. 


12xº+0x—2. 11. 30x2—61x+30. 17. T9xº-55x—?. 23. 5x2+22xy—159y2. 
ox2-+41x+8. 12. 11x2-153x—180. 18. 6+31x—30x2, 24. 15x2-32mx—7mº. 


VARIACIONES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO 


El trinomio de segundo grado ax? + bx + c es función de segundo gra- 
do de x. Designando por y el valor de la función, se tiene: 





A cada valor de x corresponde un valor de la función o del trinomio. 
Asi, en el trinomio y=x?+ 2x — 3 tenemos: 


Para x=0 yv=—-—3 
=] y=) 
x =2 vY=9 
x = —1 y=-—-d4 
==) y | cu 


Aqui vemos que a cada valor de x corresponde un valor de y, o sea 


del trinomio. 
A continuación vamos a estudiar las variaciones del signo del trinomio 
y del valor del trinomio que corresponden a las variaciones del valor de x. 


VARIACIONES DEL SIGNO DEL TRINOMIO 

Sabemos (450) que el trinomio de segundo grado se descompone de 
este modo: y=axº+ bx +c=a(x—xy)(x— x). (1). 

Consideraremos tres casos: 


1) bº—4ac positivo, Las raíces del trinomio son reales y desiguales. 
En este caso: 

a) El trinomio tiene cl mismo signo de a para todos los valores de x 
mavores que ambas raíces o menores que ambas raices , 


Si x es mayor que x, y que x», los dos binomios de (1) son positivos; 
luego, su producto es positivo y si x es menor que x; y que x, ambos bino- 
mios son negativos; luego, su producto es positivo; entonces, el signo de 
ax — xy)(x — x») será igual al signo de a, y como este producto es igual al 
trinomio, el trinomio tiene el mismo signo que a. 
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b) El trinomio tiene signo contrario al signo de a para todos los va- 
lores de x comprendidos entre ambas raíces. 

Si x es mayor que una de las raíces y menor que la otra, uno de los 
binomios de (1) es positivo y el otro negativo; luego, su producto es nega- 
tivo y al multiplicar a por una cantidad negativa su signo cambiará; luego, 
el trinomio tiene signo contrario al signo de a. 


2) b'—d4ac=0. Las raíces del trinomio son iguales. En este caso: 
El trinomio tiene el mismo signo que a para todo valor de x distinto 
de la raiz. 


Como x; =x», para cualquier valor de x distinto de esta raíz los dos 
binomios de (1) serán positivos ambos o negativos ambos, y su producto 
será positivo; luego, el signo que resulte de multiplicar a por este producto 
será siempre igual al signo de a; luego, el trinomio tendrá igual signo que a. 


3) b? —- 4ac negativo. Las raíces del trinomio son imaginarias. En 
este caso: Para cualquier valor de x el trinomio tiene el mismo signo que a 


Si b?—4ac es negativo, 4uc— b? es positivo. Entonces en y=ax?+bx+c, 
multiplicando y dividiendo el segundo miembro por 4a, se tiene 
— 4a?x? + 4abx + dac 
Rd RO 
Sumando y restando b* al numerador del 20. miembro: 
gi d4a?x? + 4abx + b? + 4ac— b? 


4a 
Descomponiendo el trinomio cuadrado perfecto 4a?x? + 4abx + b?, se 
tiene: (2ax + b): + 4ae — b? 
ui — 


El numerador de esta fracción siempre es positivo porque (2ax + b)? 
siempre es positivo (todo cuadrado es positivo) y 4ac — b? también es posi- 
tivo por ser b? — 4ac negativo; luego, el signo de esta fracción será igual al 
signo del denominador 4a y este signo es igual al signo de a, y como y, O 
sea el trinomio, es igual a esta fracción, el signo del trinomio será igual al 
signo de a para cualquier valor de x. 


(454) vaLOR MAXIMO O MINIMO DEL TRINOMIO 
Para calcular el valor máximo o mínimo del trinomio, usaremos la ex- 
presión (2): x 






1) Cuando a es positiva, En la fracción del segundo miembro, que 
es el valor de y, o sea del trinomio, el denominador 4a es positivo y tiene 
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un valor fijo (porque lo que varia es x, y 4a Do contiene x); luego, el valor 
de esta fracción depende del valor del numerador. En el numerador, 
dgac— b? tiene un valor fijo porque no contiene x; luego, el valor del nu- 
merador depende del valor de (24x + b)?. El valor de esta expresión es el 
que varía porque contiene a la x. Ahora bien, el menor valor que puede 


tener (2ax + b)? es cero, y esta expresión vale cero cuando x = — dq" POr 
b : 
que entonces se tiene: 2ax + b = 2a ( — Ed dé b=-—b+b=0y la expresión 
4ac — b? aa 
se convierte en y = od 


Luego, si y, o sea el trinomio, es igual a la fracción del 20. miembro 


y esta fracción, cuando a es positiva, tiene un valor mínimo para x = — RE 
el trinomio tiene un valor pa para g= cuando a es positiva, 
4ac — a 
y este valor mínimo es ———— 
da 

2) Cuando a es negativa, Entonces, el denominador 4a es negativo 
y al dividir el numerador por 4 cambiará su signo; luego, la fracción tie- 
ne su mayor valor cuando (2ax + b)2=0, lo que ocurre cuando x =— — 


y como y es uai a esta fracción, y, O sea el trinomio, tendrá K- valor máxi- 
ac — 


mo para x=——— cuando a es negativo, cuyo máximo vale Tr 
a 


En resumen: 
Si a es positiva, el trinomio tiene un valor mínimo. 
Si a es negativa, el trinomio tiene un valor máximo. 
E” b 
El máximo o mínimo corresponde al valor de x=— —, y este máxi- 
4ac— b? 2a 
da 


mo o mínimo vale 


| Ejemplos 


(1) Sea el trinomio y=x?—- 2x +3. 


Como a = +71, positiva, el trinomio tiene un valor minimo para 


b — 2 fi aid je Sc” 4x 3—4 > 
=—— =—-— = mínimo vale —— = ————— = 2. 
' Za 2 EPA 4a 4 
En efecto: Para x=—2, = | 


| 


x x X x x 

LUMA 
— 
“ 

€ “a CC 
|| 

O oO yo O — 
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(2) Sea el trinomio y = — x? + 4x — 1. Como a =— 1, el trinomio tiene un valor 


máximo para uai l=s y este máximo vale 
Za — 2 
4ac — b? 4-1 =1]=16. 4=16 E a 
“o. —4 Ga 
En efecto: Para x=-1, y=-6 
=,0, y=-—1 
x= 1, y= 2 
= 2, y= 3 
X= y= 2 
= 4, y=-1 


(455) REPRESENTACION GRAFICA DE LAS VARIACIONES 
DEL TRINOMIO DE 2º GRADO 


| Ejemplos 
(1) Representar gráficamente las variaciones de x? — 6x + 5. 


Por ser b? — 4aç = 36 — 20 = 16, positiva, las raíces son reales y desiguales. 
Representemos el trinomio como se vio en 
el número (438), haciendo: 





Tenemos (fig. 73), que: 
Para x=-—1, y= 2 
x= 0, y= 5 


= t pe é 

x= 2, y=- 3 
ad 3, y=-— 4 (minimo) 

4, y=-—- 3 

= >» y= 0 

“ u= 6 y= 5 

x= 7, y= 2 


Representando coda uno de estos puntos 
y uniéndolos por medio de una curva te- 
nemos la parábola de la figura 73 en 


la que se ve todo lo que hemos dicho 
sobre las variaciones del trinomio. FIGURA 73 
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2) 


3) 


4 


> 


a 
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En ella se ve: 


Que la curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son 1 y 5 
que son las raíces del trinomio. El trinomio o sea el valor de la ordenada 
se anula para x=1 y x=5. 


El trinomio (la ordenada) es positivo para todo valor de,x mayor que 5 y 
menor que 1 porque sabemos (453, 1º, a) que cuando las raíces son reales 
y desiguales el trinomio tiene el mismo signo que a (aqui a, el coeficiente de 
x2 es + 1) para todos los valores de x mayores o menores que ambas raíces. 


El trinomio es negativo para todo valor de x mayor que 1 y menor que 5 
porque sabemos (453, 1º, b) que el trinomio tiene signo contrario al signo 
de a para todo valor de x comprendido entre ambas raíces. 


El valor minimo del trinomio (el valor mínimo de la ordenada) corresponde al 
b mz 

valor de x=3 que es el valor de sa , Y este mínimo vale — 4 que 
a 


= b2 
es el valor de tem 


Para todos los valores de x equidistantes de x=3, es decir para x=2 y 
x=4,parax=1yx=5,x=0y x=ó6,etc. el trinomio (la ordenada) tiene 
valores iguales. 


(2) Representar gráficamente las varia- 
ciones de x? — 4x + 4. 


Tenemos: 





Por ser b2— 41c= 16— 16=0, las raí- 
ces son reales e iguales. 
Se tiene (fig. 74) que para: 

x=— 


j y=9 


x= 0 y=4 


-“ 


q 
y= O (minimo ) 


x= 1 


= 4 


“ 


ba 


x= 3 y=1 


- 


x= 4 y=4 


- 


] 
x= 5, y=9. 


[roma | Representando estos puntos y uniéndolos 
FIGURA TA obtenemos la parábola de la fig. 74. 
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En la figura observamos: 


1) La curva es tangente al eje de las x y lo toca en el punto cuya abscisa es 2 
que es el valor de las raíces del trinomio: x =xz=2. Véase que el trinomio 
(la ordenada) se anula para x =2. 


2) El trinomio es positivo para todo valor de x distinto de x =2, porque sabemos 
(453, 2º) que cuando las raíces son iguales el trinomio tiene el mismo signo 
de a (aquí a, el coeficiente de x? es + 1) para todo valor de x distinto de la 


raiz. 
3) El mínimo del trinomio (de la ordenada) se obtiene para x =2 que es el valor 
b A 4ac — b? 
de x=— a y este mínimo vale O que es el valor de ———. 
a 


4) Para todos los valores de x equidistantes de x=2 como x=1 y x=3, 
x=0 y x=4, etc. el trinomio tiene valores iguales. 


(3) Representar gráficamente las varia- 
ciones de y=at= Be 3 


Como b?—- 4c=4—-12=-—8B, negati- 
va, las raíces son imaginarias. 






Tenemos (fig 75) que para: 
x=—2, y=N 
x=— 1, y= 6 
x= 0, y=3 


x= 1, y= 2 (mínimo) 
x= 2, y=8 
x= 8, y=6 
x= 4, y=1. 


Representando estos puntos y uniéndolos 
tenemos la parábola de la fig. 75. 





En la figura observamos: 


1) La curva no toca el eje de las x, porque | FIGURA 15 | 


las raíces son imaginarias. 


El trinomio (la ordenada) es positivo para todo valor de x porque sabemos 
(453, 3º) que cuando las raíces-son imaginarias el trinomio tiene el mismo 
signo que aq, coeficiente de x?, para todo valor de x y aqui a =+1, 

ai ad 4ac — b? no 
3) El mínimo del trinomio es y=2 que es el valor de E = este mínimo 


corresponde al valor x=1 que es el valor de x= ar 
a 


4) Para todos los valores de x equidistantes de x=1 como x=0 y x=2, 
x=--| y x=3 el trinomio tiene valores iguales. 
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(4) Representar gráficamente las variaciones de y=—x2--2x+8B. 


Aqui b?—-4c=4-4(—-1])8=4+32 
= 36, positiva, luego las raíces son rea- 
les y desiguales, pero como a =— 1, ne- 
gativa, la parábola estará invertido. 


Tenemos (fig. 76) que para 
x=—83, y=—7 
x=-2, y= 0 
x=-1, y= 5 
x= .0, y= 8 
x= 1, y= 9 (móximo 


x= 2 


- 


y= 8 
x= 3, y= 5 
x= 4, y= 0 

5, y=-—7 





Representando estos puntos y uniéndolos 
O mouRa To | tenemos la parábola invertida de la fi. 
gura 76. 


En la figura se ve que: 


1) La curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son — 2 y 4 que 
son las raíces del trinomio. 


2) Para x=1 que es el valor a el trinomio (la ordenada) tiene un valor 
a 


4a 
máximo, y=9 que es el valor perdas En efecto, sabemos (454, 2º) 
a 


que cuando a es negativa el trinomio tiene un máximo. 


B- EJERCICIO 281 
Representar los siguientes trinomios y estudiar sus variaciones: 
l.. x2—-3x+2. 4. x2º+x—12. 7. —x2—-d4x+5. 10. —x2+2x+15. 
2. x2º+3x+92. 6. xº-2x+1. 8. x2—-Gx+3. 11. 2x2-x—15. 
3. x2+3x—10. 6. x2+4x+2. O. 2x2+x—6. 12. —3x24+7x+20. 


a Fio me RAS ss mis e 
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ECLACIONES BINOMIAS Y TRINOMIAS 


e 


456 ECUACION BINOMIA es una ecuación que consta de dos términos, 

uno de los cuales es independiente de la incógnita. 

La fórmula general de — WEA=0 
las ecuaciones binomias es pl 4 





este ação Le a S KR o! a | so. sa REA ki, 7 
dido da | UNA AUWE à ad 's 





RESOLUCION DE ECUACIONES BINOMIAS SENCILLAS 


Vamos a considerar algunas ecuaciones binomias que se resuelven fá- 
cilmente por descomposición en factores. 


E em lo (1) Resolver la ecuación x*— 16=0. 
jemptos 


EscomipondendO à x* — — Tó se tiene: 





Igualando a cero cada uno de estos mes 
ef=0 cm =4  g=E NA =EA, 
2+4=0..x2=-—-4..x=t V-4=t2 v-]=<t2, 
Esta ecuación tiene 4 raices: 2, — 2, 2i y — 2i, dos reales y dos imaginarias. R. 


(2) Resolver la ecuación xº* — 27 =0. 
Descomponiendo xº — 27 se tiene: 
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Igualando a cero cada uno de estos factores, se tiene: 
x=3=0 ..x=3. 


x +3Ix+9=0. 


Resolvamos la ecuación x? + 3x + 9 =0 por la fórmula: 


(—  —— 


-3+V P-4(9) —3=V9-% —3xvV—27 
“Fr rm DEPRRS. Pos f- 
S3EV DN —] =3=3vV3 

2 CR o 


La ecuación tiene 3 raíces: una real, 3 y dos imaginarias 
-=3+3V% =3-3V9% 
RES od SER 
NUMERO DE RAICES DE UNA ECUACION 
El grado de una ecuación indica el número de raíces que tiene. Así, 
una ecuación de 20. grado tiene 2 raíces; una ecuación de 3er. grado, como 


el ejemplo anterior 2, tiene 3 raíces; una ecuación de 4o. grado, como el 
ejemplo anterior 1, tiene 4 raíces, etc. 


(459) RaIcES CUBICAS DE LA UNIDAD 


La unidad tiene tres raíces cúbicas, una real y dos imaginarias. 


En efecto: Siendo x la raíz cúbica de la unidad, esta raíz elevada al 
cubo tiene que darnos 1, y tenemos la ecuación binomia: 


x =1, 
o sea, x —1 =0. 
Vamos a resolver esta ecuación, “(=p paeiy=00 
descomponiendo x!—-1. Tendremos: 4 
Igualando a cero estos factores, se tiene: x-1=0-. x=1. 


x+x+1=0. 
Resolvamos esta ecuación por la fórmula: 


>l+vP-d&I -1xvV-3 —-1=v3V-1 0 —1xiv3 


LT ———emee——e—e—e—- E ————— E een SE 


2 2 2 2 
Entonces, las raíces cúbicas de la unidad son tres: una real, 1 y dos 
e I++ V3 o —1-;N3 
Haga: ii, sean 


> 
Estas dos raíces imaginarias tienen la propiedad de que si una de ellas 
se eleva al cuadrado, se obtiene la otra. Entonces, siendo 1 la raíz real y 
designando una de las imaginarias por x, la otra raíz imaginaria será «2. 
Otra propiedad de estas raíces es que la suma de las tres es igual a 
cero. Asi. 1+ «+ «2=0. 
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Resolver las ecuaciones: 


1. x*-1=0. 6. xt-625=0. 

2. xº+1=0. 7. xº+64=0. 

9. x*=81. 8. xº-729=0. 

4. x*-256=0. 9. Hallar las raíces cúbicas de 8. 
5. xº+8=0. 10. Hallar las raíces cuartas de 64. 


ECUACIONES TRINOMIAS son ecuaciones que constan de tres térmi- 

nos de la forma ax?” + bx" +c=0, donde se ve que, después de or- 
denada la ecuación en orden descendente con relación a x, en el primer 
término la x tiene un exponente doble que en el segundo término y el ter- 
cer término es independiente de x. 


Son ecuaciones trinomias: 





Las ecuaciones trinomias en que el primer término tiene xt y el se- 
gundo x? se llaman ecuaciones bicuadradas. 


ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR AL SEGUNDO 
QUE SE RESUELVEN POR LA FORMULA 
DE LA ECUACION DE 2º GRADO 


Toda ecuación trinomia puede escribirsé a(x")2 + bx" + c=0. 


Aplicando la fórmula de la ecuación de 20. grado se halla el valor 
de x" y, luego, extrayendo la raíz enésima, se hallan los valores de x. 

También pueden resolverse, como las de 20. grado, por descomposi- 
ción en factores. 


' (1) Resolver la ecuación 4x! — 37x2 +9=0, 
Ejemplos Esta es una ecuación bicuadrada. Esta ecuación puede 
escribirse 











8 8 8 8 
72 
Aa e eg 
8 8 
os 2 SA, 
x] = — A 
8 8: 4 
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Hemos obtenido los valores de x?. Ahora, para hallar los valores de x, ex- 
truemos la raiz cuadrada a cada uno, y tendremos: 


$2=9..x=+ V9=+3, 


RA 


N A 
pad e 
Las cuatro raices de la ecuación son: 3, —3, - y —s, todas reales. R. 


(2) Resolver la ecuación 3x! — 46x? — 32 = 0. 


Esta es otra ecuación bicuadrada. Vamos a resolveria por descomposición lo 
que suele ser más rápido que aplicar la fórmula. Descomponiendo el trinomio, 


Igualando a cero los factores, tenemos: 


x — 16=0 

p= 16: p= A. 
3x2 +2=0 

3x* = — 2 


Vs: g 
DE a =+/— — — = + | E 
x 3" "E E = 3 
' + . EH . “ * . 
Las cuatro raíces son: 4, — 4, IV q —IV gs dos reales y dos imaginarias. -R. 
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Resolver las ecuaciones siguientes, hallando todas las raíces: 


1. x4—-10x2+9=0. 6. x1+16x?2-225=0. 11. 25xº+9x2—-16=0. 

2. x*-13x2+36=0. 7. x!t—-45x2—196=0. 12. 4x*+11x*—3=0. 

3. x*—-29x2+100=0. 8. xº—6x2+5=0. 13. (2x2+1)2—(x2—3)º=80. 
4. xt*-61x2+900=0. 9, 4xt*—-37xº+9=0. 14. xA3xº+2)=4(x2—3)+18. 
Db. x!+3x2—-4=0, 10. 9x4-40x2+16=0. 


(3) Resolver la ecuación xº — 19xº — 216 = 0. 
Aplicando la fórmula de la ecuación de 2º grado, obtenemos x*: 
19: 192—-4(—216]) 19 1225 3 


E dr A 1 
2 Te 2 








19+35 54 
i=—— E— = 2. 
2 2 
=: Ce tó 
xº = =—— =-—8 
2 2 


Entonces, para hallar x, extraemos la raíz cúbica: 
= rsKer = 3 
d=- Btx=V-—B=-2. 
3 y —2 son las raíces principales. Hay además otras 4 raíces imaginarias 
que se obtienen resolviendo, como se vio antes, las ecuaciones binomias 
—27=0y *+8=0. 
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Por descomposición, se resuelve mucho más pronto la ecuación xº—19xº—216=0. 
En efecto, descomponiendo: 





4 2 
(4) Resolver la ecuación x! — 6x3 + 8=0, 


Vamos a descomponer el trinomio. Tendremos: 


(2-2) (2-4) =o 


2 
Igualando a cero xº— 2 se tiene: 
2 


$-—-2=0 
x]=92 
Vx=2 
Elevando al cubo: 
xt=8 


x*—4=0 
Z 
x =4. 
Wy =a. 
Elevando al cubo: 
x? = 64 oa 
x=* V64=E8 R 2V2<8 
D- EJERCICIO 284 
Resolver las ecuaciones: 
3 
1. x8-7x3-8=0. D. x10-93x5+92=0. 9. x3-9x2+8=0. 
1 
2. xº4+30x)+81=0. 6. x4-13x-2+36=0. 10. x+x2=6. 
3. 8x84+15x3—-92=0. T. x8+35x3=—916. 11. 3x=16Vx—5. 
1 | 
4. x8-41x!+400=0. 8. x10-949x-5+9248, 12. 9x2-5x*+2=0. 


(462) TRANSFORMACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA 
/2=vVE EN SUMA DE RADICALES SIMPLES 


Hagamos 





y tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas x e y. Resol- 
vamos el sistema: | 
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Sumando (1) y (2) se tiene: CER A 
Va+Vb+Va-Vb=2va:.ve= D8tvbiva- vb 


Elevando al cuadrado ambos miembros de esta última igualdad, se 


tiene: 
x a +Vb+2V a+vVb.Va-vb+rta-vb 
4 
a+vV b+2V (a+vb)(a-vb)+ta- 





4 
a+Vb+av 2-b+a- Vb 2a +2V q? — b a+va-—b 
4 4 2 
a+Va—b 
luego, nos queda x ne 
y designando Va? —- b por M se tiene: 
a+m 
x =—— 
q 4) 
Restando (1) y (2) se tiene: 
Va+Vb—v a-vb 


V a+V b—v a-Vb=2V9:.V y= 2 
Elevando al cuadrado: 
“a+Vb-2v a+vb a-vVb+a-vb 


E 4 
a+V b—gv a2-bta-vb — 2a =—2N a2 — b NR em) 





4 4 o 2 
[ TETE coa 
luego, queda: y gta, o sea: Y= E , (4) 


Sustituyendo los valores hallados para x (3) e y (4) en las ecuaciones 


(1) y (2), se tiene: 
a+m 
a + +4/- o 
Wa = | / a+m -y- 


Téngase presente en esta transformación que m=vVa?—b. 


b tiene raiz cuadrada exacta, el radical doble se convierte en la 
— b no tiene raíz cua- 








| 





+ 





Si a? — 
suma algebraica de dos radicales simples, pero si a? 
drada exacta, el radical doble se convierte en la suma de dos radicales do- 


bles, lo que no trae ninguna ventaja, pues lejos de simplificar, complica 
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| Ejemplos | 


(1) Transformar V 6 + 20 en suma de radicales simples. 
Aqui a=6, b6b=20, m=Val—-b=vV36—-20=v 16=4, lvego: 


6+4 6—4 
V6+V 20=. / a = =VS+VI=1+V5. R. 


(2) Transformar V7 — 2410 en suma algebraica de radicales simples. 
Introduciendo 2 bajo el signo radical, para lo cual hay que elevarlo al cua- 
drado, tenemos: 


V7-2v10=v7-v4x10=V7-v40. 


Aquí, a=7, b=40, m=V0!—-b=V49—40=3, luego: 
VI=ivTã= VT=V n= 2º. Cê=v5-va. R. 
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Transformar en suma algebraica de radicales simples: 


V5+v24. 6. V13+vB8. 11. V14-4V6, 16. V2+V5. 


1. 
2. V8—v'60. 7 11+2v30. 12. V55+30v2. : : 
3 v8+v28. 8. V84-18V3. 13. V73-12V35. dl We Va 
4. V32—v700. 9. v21+6vV]0. 14. v253-60V7. a 4/4408 
5. vV14+vV132. 10. v28+14V3. 15. V293-80V93. ; ; 
Hallar la raíz cuadrada de: 
19. 6+4v2. 92. 10+2 91. 25. 30-20V2. 
20. 7+4v3. 93. 18+6v5. 26. 9+6v2. 


21. 8+2vT. 94, 24—-2V 143. 97. 98—-24V5 


cd a 
— 
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(463 SERIE es una sucesión de términos formados de acuerdo con una ley. 
Nai, É, 8, DT cs es una serie cuya ley es que cada término se obtiene 
sumando 2 al término anterior: 1, 2, 4, 8..... es una serie cuya ley es que 
cada término se obtiene multiplicando por 2 el término anterior. 
Las series que estudiaremos en Algebra elemental son las progre- 


siones. 


Las progresiones se clasifican en progresiones aritméticas y geomé- 


tricas. 


|. PROGRESIONES ARITMETICAS 


(asa) PROGRESION ARITMETICA es toda serie en la cual cada término des- 
pués del primero se obtiene sumándole al término anterior una can- 


tidad constante llamada razón o diferencia. 


NOTACION 


El signo de progresión aritmética es = y entre cada término y el si- 


guiente se escribe un punto. 


ASÍ, de DiBo Bo Trasaras es una progresión aritmética creciente cuya razón 
es 2 porque 1+2=3;3+2=5; 5+2=T, etc. 
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LBLO = 4 cs es una progresión aritmética decreciente cuya razón 
es —4 porque 8+(—-9)=8-4=4, 4+(-4)=0, 0+(—-4)=—4, etc. 

En toda progresión aritmética la razón se halla restândole a un tér- 
mino cualquiera el término anterior. 


1. 8 A DP 
Así, e — ,— , | eu... ] e um eme SET tm 
en a” a razón es E 
3 1 
En ->2.1—-.1—.... la razón es Pi e 
5 5 5 5 5 


DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO 
Sea la progresión rm 


en la que u es el término enésimo y cuya razón es 7. 

En toda progresión aritmética, cada término es igual al anterior más 
la razón; luego, tendremos: 
b=a+r 
c=b+r=(a+ rm+tr=a+2r 
d=c+r=(a+2n)+r=a+3r 
e=d+r=(a+3n)+r=a+g4r.... 







Aquí vemos que cada término es igual al primer término de la pro- 
gresión a más tantas veces la razón como términos le preceden; luego, como 
esta ley se cumple para todos los términos, tendremos que u será igual al 
primer término a más tantas veces la razón como términos le preceden, y 
como u es el término enésimo, le preceden n — 1 términos; luego: 


Ejemplos (1) Hallar el 15º término de + 4.7.10.... 
Aquia=4,n=15,r=7—-4=3, luego: 


v=a+t(n—)r=4H15-1)3=4+(103=4+42=4%. R 


i 


(Z) Hallar el 23º término de + 9.4. —1.... 
Aqui a=9, n=23, r=4—-9=-—5, luego: 
v=a Hn-W=9+(2093-1M—-)=9H427)(-9=9—-10=-101.R. 


Ae E É 
3 lar el 38º término de + =.—.— .... 
(2) Hallar el 38º término de 3:23 
2 3 
1 OO, Fa luego 
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2 4 
(4) Hallar el 42º término de + — 2.— ir 2" 


dal 7 3 
nd q ind Ai 


3 123 113 3 
= —9+ 9 =—"0=22-. R 
v=—2 (41)5 = : 
B- EJERCICIO 286 
Hallar el 
1. 99 término de +7.10.13.... 15. 979 término de + 85.65... 
2. 12º término de + 5.10.15.... 7a 
16. 36º término de +-.-.... 
3. 489 término de = 9.12.15.... 3 9"3 
4. 63º término de + 3.10.17.... 17. 15º término de dates. 
5. 12º término de + 11.6.1.... i é ZA 
18. 910 té de +—-=.——.... 
6. 289 término de + 19.12.5.... aaa ra ai 
7. 13º término de +3.-1.-5.... 19. 13º término de +—1.—2Ã.. 
8. 54º término de = 8.0.-8... 5 1 
20. Q jino de + —-,—+-.... 
O. 20 término de +—7,—BiLccu: 199 término de + —s.—; 
10. 17º término de + —8.2.12.... 21. 33º término de + 35.25... 
A 13 
li. 12º término de + 5.5.1... 22. 419 término de +2º.25.... 
12. 17º término de +52. 23. 969 término de +-.d. 
8 1 
13. 25º término de +. 24. 199 término de +-4.—5.... 
14. 199 término de diem 25. 399 término de + 3.—15... 


(466) DEDUCCION DE LAS FORMULAS DEL PRIMER TERMINO, 
DE LA RAZON Y DEL NUMERO DE TERMINOS 


Hemos hallado que u=a+(n-Ir. (1). 


Vamos a despejar a, r y n en esta fórmula. 


Despejando a, se tiene: “azu-(n-ir, 


Para despejar 7 en (1) transponemos a y tenemos: 


u-a=(n-—lyr -. 


é 
mA 
a" 


Para despejar n en (1) efectuamos el producto indicado y tenemos: 
u=a+nr—r. 
Transponiendo a y —r: 


DR A Si ns Boate 
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| Ejemplos 


(1) Hallar el primer término de una progresión aritmética sabiendo que el 11º tér- 
mino es 10 y la razón 4. 


(2) Hallar la razón de una progresión aritmética cuyo primer término es — 3 y el . 
8º término 34. 


1 3 Ao BI 
l(-2) 8,3 À 
cuca 8 4! Bl4 Ban, 
Ce rue 7 ua RO 
(3) sCuántos términos tiene la progresión 
2 1 
e Doar econsoyrernra — 4—? 
3 3 
Aqui =1É 2= Entonc 
quir=15 as onces: 
1 13 ] 20 
—-4-2+(-—) ->-2-— -— 
PR ms ia 0 ud bi ta or R 
r 1 1 1 
3 3 3 
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1. El 15º término de una progresión aritmética es 20 y la razón o. Hallar 
el 1er. término. 

2. El 32º término de una progresión aritmética es —18 y la razón 3. Hallar 
el Jer. término. 

3. MHallar el 1er. término de una progresión aritmética sabiendo que el 
8º término es % y el 9º término 1. 

4. El 5º término de una progresión aritmética es 7 y el 79 término 84. 
Hallar el primer término. 


5. MHallar la razón de —3.... 8 donde 8 es el 6º término. 

6. MHallar la razón de + —1.... —4 donde —4 es el 10º término. 

7. MHallar la razón de =4.... —3 donde —$ es el 17º término. 

8. El Jer. término de una progresión aritmética es 5 y el 18º término —80. 


Hallar la razón. 


9. El 92º término de una progresión aritmética es 1050 y el 1er. término 
—42. Hallar la razón. 


10. «Cuántos términos tiene la progresión =-4.6.... 30? 
11. «Cuántos términos tiene la progresión -- 5.54... 18? 


12. El 1er. término de una progresión aritmética es 54, el 2º término 6 y 
el último término 18. Hallar el número de términos. 
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(467) En toda progresión aritmética la suma de dos términos equidistantes 
de les extremos es igual a la suma de los extremos. 

Sea la progresión -a....... o A rea u, cuya razón es 7. Supon- 
gamos que entre a y m hay n términos y entre p y u también hay n térmi- 
nos, es decir, que m y p son términos equidistantes de los extremos, a y u. 
Vamos a demostrar que SR 





En efecto: Habiendo n e entre a y m, al término m le prece- 
den n+1 términos (contando la a); luego, podemos escribir (465) que 


m=a+ (n+1)r. (1). 
Del propio modo, habiendo n términos entre p y u, tendremos: 
u=p+(n+I)r. (2. 


Restando (2) de (1), tenemos: m= a+(n+1lr 
EEN BA da 
m—-u= a-9d 


y pasando p al primer miembro de esta igualdad y u al segundo, queda: 





que era lo que queríamos demostrar. 


OBSERVACION 

Cuando el número de términos de una progresión aritmética es im- 
par, el término medio equidista de los extremos y por tanto, según lo que 
acabamos de demostrar, el duplo del término medio será igual a la suma 
de los extremos. 


468) DEDUCCION DE LA FORMULA PARA HALLAR LA SUMA DE LOS 
TERMINOS DE UNA PROGRESION ARITMETICA 


Sea la progresión +a.b.c........ l.m.u, que consta de n términos. 
Designando por S la suma de todos los términos de esta progresión, 
tendremos: S= qb TE Prim tu 
y también: =] Fosse +e+b +a. 


Sumando estas igualdades, tenemos: 





Ahora bien, Em estos binomios son iguales a (a+u) porque hemos 
demostrado en el número anterior que la suma de dos términos equidistan- 
tes de los extremos es igual a la suma de los extremos, y como hay tantos 
binomios como términos tiene la progresión, tendremos: 


2S=(a+un y de aquí E. 
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(1) Hallar la suma de los 12 primeros términos de +7.13,19.... 
En la fórmula de la suma entra uv, Aquí u es el 12º término 
que no Rod conocemos. 


Ejemplos 






| Varas a hallarlo: 
E u=a+(n ' PE Na , 
Entonces, aplicado la rs de suma: Lie 
(7 q x 
—lotun !7+7312 80X1I2 
2 2 2 


5: 
(2) Hallar la suma de los 13 primeros términos de dE ER 
5 


3 
La razón es E A 


I2 6 
5 
u=a+ n- Dr= UI) | 


Hallemos el 13º término: 
3 =: 
7: 

Aplicando ahora la fórmula de suma, tendremos: 
44 

E goti= 5) 13 Cria 3 o 

bo at+uln é E 
2 PES DRE 2 


sm Lied e 


— 2 
3 em >. R 
2 6 3 
m- EJERCICIO 288 
Hallar la suma de los: 
1. 8 primeros términos de > 15.19.23.... 
2. 19 primeros términos de = 31.38.45.... 
3. 24 primeros términos de = 42.32.22.... 
4. 80 primeros términos de + —10.—-6.—2.... 
O. 60 primeros términos de + 11.1.—9.... 
6. 50 primeros términos de — —5.-—13.—21.... 
7. 9 primeros términos de +51 . 
8. 14 primeros términos de oc. 
330 
9. 19 primeros términos de +=“. 5.=.... 
e: 
10. 34 primeros términos de +. — 
1 
11. 11 primeros términos de = 2". 3=. Ee 
12. 46 primeros términos de +3:.85 
13. 17 primeros términos de + —2.5. eia 
14. 12 primeros términos de + —5. —4.. 
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MEDIOS ARITMETICOS 


Se Ilama medios aritméticos a los términos de una progresión aritmé- 
tica que se hallan entre el primero y el último término de la progresión. 

Así, en la progresión = 3.5.7.9.11 los términos 5, 7 y 9 son medios 
aritméticos. 


(470) INTERPOLACION 
* Interpolar medios aritméticos entre dos números dados es formar una 
progresión aritmética cuyos extremos sean los dos números dados. 


E (17) Interpolar 4 medios aritméticos entre 1 y 3. 
Ejemplos 1 y 3 son los extremos de la progresión. Tendremos: 
a 1 & 4), 


UC roA, CO 1.0. 0:.,.0/07/0 4-4 


Hay que hallar los 4 términos de la progresión que hay entre 1 y 3. Si ha- 
llamos la razón y se la sumamos a 1 tendremos el 2º término de la progresión; 
sumando este 2º término con la razón tendremos el 3er. término; sumando el 
3er. término con la razón obtendremos el 4º término y así sucesivamente. 


U 
La razón la hallamos por la fórmula ya conocida r= teniendo en cuen- 
n —— 





ta que n es el número de términos de la progresión o sea los medios que se 
van a interpolar más los dos extremos. 


En este caso, la razón será: 


Sumando esta razón con cada término obtenemos el siguiente. Entonces: 


A 
] +çãe 2º término 
7 9 
tis, 3er. término 
N 
+=, 4º término 
1 1 
+ - 5º término. 
Interpolando estos medios en (1) tenemos la progresión 
79113 
5655 
BA =) .S 
o sea +1.1-.1-.2—-.2—.3 R 
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NOTA 


Para hallar la razón puede emplearse también la fórmula —— os e 


en la cual m representa el número de medios que se van a interpolar. 
Asi, en el caso anterior en que interpolamos 4 medios, m=4 luego aplicando 


esta fórmula se tiene: 


resultado idéntico al obtenido con la fórmula general de la razón. 
(2) Interpolar 5 medios aritméticos entre —2 y 51. 
| dad PEPPERS nd. 44) 
Hallando la razón: 


Sumando la razón con cada término, obtenemos el siguiente: 


29 19 

ágio si FA) 
VD VW 

“Mimo 
0 29 3 

mo 2 

39 29 68 

2" 2º 2 

ED MM 

o" 4 DA 


Interpolando en (1), tenemos: 


y simplificando, queda: 


A a AS TA 
+ 2-5 2 to: ta cá R 
m- EJERCICIO 289 
Interpolar: 
3 medios aritméticos entre 3 y 11. 8. 5 medios aritméticos entre —4 y 3. 
7 medios aritméticos entre 19 y —5. 9. 5 medios aritméticos entre :Y a. 


5 medios aritméticos entre —13 y —73. 
4 medios aritméticos entre —42 y 53. 


9 medios aritméticos entre —81 y —9. 
3 medios aritméticos entre 1 y 3. 12. 7 medios aritméticos entre —2 y —5. 


4 medios aritméticos entre 5 y 12. 13. 8 medios aritméticos entre : y —. 


10. 6 medios aritméticos entre —1 y 3. 


E 2) 
11. 5 medios aritméticos entre - y —=. 


AM EMAS 
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ART y 


o qo 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 
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Hallar la suma de los 20 primeros múltiplos de 7. 

Hallar la suma de los 80 primeros múltiplos de 5. 

Hallar la suma de los 43 primeros números terminados en 9. 

Hallar la suma de los 100 primeros números pares. 

Hallar la suma de los 100 primeros números impares mayores que 7. 
Compré 50 libros. Por el primero pagué 8 cts. y por cada uno de los 
demás 3 cts. más que por el anterior. Hallar el importe de la compra. 
Un dentista arregló a un hombre todas las piezas de la boca que tenia 
completas. Por la primera le cobró $1 y por cada una de las demás 20 cts. 
más que por la anterior. «Cuánto cobró el dentista? 

Hallar la suma de los 72 primeros múltiplos de 11 que siguen a 66. 
i“Cuánto ha ahorrado un hombre en 5 anos si en enero del primer afio 
ahorró bs. 2 y en cada mes posterior ahorró bs. 3 más que en el precedente? 
Un hombre avanza en el primer segundo -de su carrera 6 m y en cada 
segundo posterior avanza 25 em más que en el anterior. ;Cuánto avanzó 
en el 89 segundo y qué distancia habrá recorrido en 8 segs.? 

Los ahorros de 3 anos de un hombre están en progresión aritmética, 
91 en los tres anos ha ahorrado 2400 sucres, y el primer ano ahorró la 
mitad de lo que ahorró el segundo, icuánto ahorró cada ano? 

El 2º y el 49 términos de una progresión aritmética suman 22 y el 3º 
y el 79 términos suman 34. cCuáles son esos cuatro términos? 

Una deuda puede ser pagada en 32 semanas pagando $5 la 12 semana, 
93 la 2º semana, $1] la 3º semana y así sucesivamente. Hallar el importe 
de la deuda. 

Una persona viaja 5() kilómetros el primer dia y en cada dia posterior 54 
kilómetros menos de lo que recorrió el dia anterior. iCuánto habrá reco- 
rrido al cabo de 8 dias? 

En una progresión aritmética de 12 términos el 1º y el 12º término su- 
man 534. «Cuál es la suma del 3º y el 10º término? 

c«Cuál es el 6º término de una progresión aritmética de 11 términos 
si su Jer. término es —2? y el último —52? 

En el Jer. ano de negocios un hombre ganó $500 y en el último ganó 
81900. Si en cada ano ganó $200 más que en el amo anterior, icuántos 
anos tuvo el negocio? 

Las ganancias anuales de un comerciante durante 1] anos están en pro- 
grestón aritmética. El primer ano ganó 81180 y el último $6180, ;Cuánto 
más ganó en cada ano a contar del segundo afio, que en el anterior? 
Las pérdidas de 5 anos de una casa de comercio están en progresión 
aritmética. El último ano perdió 3000 soles, y la pérdida de cada amo 
tue de 300 soles menos que en el aiio anterior. iCuánto perdió el primer 
ano? 

Una piedra dejada caer libremente desde la azotea de un edificio recorre 
16.1 pies en el primer segundo , y en cada segundo posterior recorre 32.92 
pies más que en el segundo anterior. Si la piedra tarda 5 segundos en 
llegar al suelo, ;cuál es la altura del edificio? 

Hallar la suma de los números impares del 51 al 813. 

El 5º término de una progresión aritmética es 31 y el 9º término 59, 
Hallar el 12º término. 

Las ganancias de 3 anos de un almacén están en progresión aritmética. 
El primer ano ganó 12500 tolones y el tercero 20500. ;Cuál fue la ganan- 
cia del 29 ano? 
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H. PROGRESIONES GEOQMETRICAS 


PROGRESION GEOMETRICA es toda serie en la cual cada término se 


obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante que es 
la razón. 


NOTACION 


El signo de progresión geométrica es y entre término y término se 
escribe : 


Así, + 5:10:20:40..... es una progresión geométrica en la cual la ra- 
zón es 2. En efecto, 5x 2=10; 10x 2=20; 20x 2=40, etc. 


Una progresión geométrica es creciente cuando la razón es, en va- 
lor absoluto, mayor que uno, y es decreciente cuando la razón es, en 
valor absoluto, menor que uno, o sea, cuando la razón es una fracción 


propia. Así: WI ca tis ceel.. 
es una progresión geométrica creciente cuya razón es 4, y 
WSe Lider 


es una progresión geométrica decreciente cuya razón es 4. 


Progresión geométrica finita es la que tiene un número limitado de 
términos e infinita la que tiene un número ilimitado de términos. 


Así, =2:4:8:16 es una progresión finita porque consta de 4 térmi- 
nos;-y +4:2:1:)..... es una progresión infinita porque consta de un nú- 
mero ilimitado de términos. 

En toda progresión geométrica la razón se halla dividiendo un térmi- 
no cualquiera por el anterior. 


DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO 


Dea ta progrestóm Mama 
en que la u es el término enésimo y cuya razón es 7. 
b=ar 
c=br=(arjr=ar 
d=cr=(ar?r=ar 
e=dr=(arPyr=ar'.... 







En toda progresión geométrica, cada tér- 
mino es igual al término anterior multiplicado 
por la razón; luego: 


Aquí vemos que un término cualquiera es igual al primero a multi- 
plicado por la razón elevada a una potencia igual al número de términos 
que lo preceden. 

Esta ley se cumple siempre; luego, como u es el término n y le pre- 
ceden n—1 términos, tendremos: u = ar'” 


ALGEBRA 


500 € 
, (1) Hallar el 5º término de + 2:6:18.... 
Ejemplos Aquia=2,n=5;r=6+2=3, lvego: 
= =2XIHIi=2xI=<=I16 RR 


(2) Hallar el 8º término de + 6:4.... 
42 
Aqui c=6, n=8, ==, luego: 
2x 128 256 
=ari=6x|—) = — a a mm 
Pt É 2187 729 
(3) Hallar el 7º término de ):—5:5.. 
La razón es: —irinmixi=—s Por tanto: 4 
A = 3 Poe ao fá, 
e CEO 5 A MM CS A 


Cuando la razón es negativa, lo que' sucede siempre que los términos de la 
progresión son alternativamente positivos y negativos, hay que tener cuidado 
con el signo que resulta de elevar la razón a la potencia n — 1. 


Si n— 1 es par dicho resultado tendrá signo + y si es impar, signo —. 


m- EJERCICIO 291 
1. MHallar el 79 término de + 3: 6:12.. (9 
2. Hallar el 8º término de + *:1:3 MK dá 
3. Hallar el: 99 término de w 8:4:2 E: 
4. MHallar el 6º término de = 1 = = Ns 4 
5. Hallar el 79 término de + 3:2:5 y n 
6. Hallar el 69 término de + : ? - ara 
7. Hallar el 8º término de + 2::3.... 
8. Hallar el 69 término de + —3:6:-12.... 
9. Hallar el 99 término de + 3: —1:5.... 
10. Hallar el 5º término de » 5: 0.... 
11. Hallar el 89 término de + 16: —4: 
|2. MHallar el 8º término de + : - — : -. 
13. MHallar el 59 término de + — - =: —— 
14. Hallar el 109 término de 4 —>; —? 
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473 DEDUCCION DE LA FORMULA DEL PRIMER TERMINO 
Y DE LA RAZON 


Hemos hallado que 





Despejando a, se tiene: a=— que es la fórmula del primer tér- 


mino en una progresión geométrica. 


Para hallar la razón. Despejando 7"! en (1) se tiene 
n-1 f 
rea = y extrayendo la raíz n—1, queda r = + 
que es la fórmula de la razón en una progresión geométrica. 


| Ejemplos | 


LA e “4 * - 1 EA 1 
(1) El 6º término de una progresión geométrica es tg Y la razón 7. Hallar el 
primer término. 


; 1 1 
Aqui VU =. n=6, luego 





] ] 
U ló ló 
= q ii R. 
(7). 
(2) El ler. término de una progresión geométrica es3y el 6º término — 729. Hallar 


la razón. 
Aqui a=3, vu=—729, n=6, luego: 


EN “= VE V/-—2u3=-3. R 
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1. La razón de una progresión geométrica es : y el 79 término -. Hallar 

el primer término. 
que” i ; 04 2 

2. El 99 término de una progresión geométrica es —— y la razón es -. 
Hallar el primer término. 

3. El 5º término de una progresión geométrica es o y el 6º término — 
Hallar el 1er. término. 


4. Hallar la razón de + 2:....... : 64 de 6 términos. 
5. Hallar la razón de + -: RE : 243 de 7 términos. 
G. MHallar la razón de + —5: .....: 640 de 8 términos. 
7. MHallar la razón de = =: sea | - de 6 términos. 
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, 1 4 “ 
8. Hallar la razón de = 8:....... mede 7 términos. 
“+ 


9. Hallar la razón de = = so E ) de 5 términos, 


. : . 4 é 27 
10. El 8º término de una progresión geométrica es -—= y el 1er. término es —. 
Hallar la razón. 


En toda progresión geométrica el producto de dos términos equidis- 
tantes de los extremos es igual al producto de los extremos. 


Sea la progresión 





donde entre a y m hay n iérminos y entre p y u también hay n términos, 
Entonces, m y p son equidistantes de los extremos. Vamos a probar que 


mp = au. 
En efecto: Se tiene (472) que: m=a.r"+ 
u= port, 


Dividiendo estas igualdades, tenemos: 
og. cê 
— =— «.mb= 
up p 
que era lo que queríamos demostrar. 
OBSERVACION 


De acuerdo con la demostración anterior, si una progresión geométri- 


ca tiene un número impar de términos, el cuadrado del término medio 
equivale al producto de los extremos. 


Asi, en la progresión =: 3:6:12:24:48 tenemos 122=144 y 3x 48=144, 


DEDUCCION DE LA FORMULA DE LA SUMA DE LOS 
TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 


Sea la progresión 


cuya razón es 1. 
Designando por $ la suma de todos sus términos, tendremos: 


Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la razón: 


4 
Restando (1) de (2), tenemos: 


Sr=ar+tbr+4cr+dr+....+ur 
—-S$=-a-b-c-d-....—-u 
Sr—-S=ur-—a 
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Al efectuar esta resta hay que tener presente que como cada término mul- 
tiplicado por la razón da el siguiente, ar=b y esta b se anula con —b; 
br=cy esta c se anula con —c; cr=d y esta d se anula con — d, etc. En- 
tonces, arriba queda ur y abajo —a, y de ahí resulta el 20. miembro de la 

resta ur— a, 
Sacando S factor común en el primer miembro de la última igualdad, 


se tiene: 


(1) Hallar la suma de los 6 primeros términos de 4.2.1... 





y de aqui 


Ejemplos 


ue 


Hallemos el 6º término: 
| ] 


v=ari=4x (> ) =4> me 





Entonces, aplicando la fórmula de im tenemos: 
63 
Los —4 SA Ega 
PS. Ada o ló 63 7 : 
Cr=1 a. a a O 
2 2 2 
(2) Hallar la suma de los 8 primeros términos de + 9:—3:1.... 
Aqui la razón esr=—3+9=-—4. Hallemos el 8º término: 


u=arl=9x (-5) =9> [= q dg 


Aplicando la RE de suma, tenemos: 








6560 
ur—a É sa JS) 7 ZA 1640 (182 
Re io “4 2 2% 
eg ei a. <a 


m- EJERCICIO 293 


Hallar la suma de los; 
1, 5 primeros términos de = 6:3: 1>. era 
2. 6 primeros términos de = 4: —8: 16.... 
3. 7 primeros términos de = 12 :4: 15. pias 


4. 4 
4. 10 primeros términos de =“: 7:1.... 
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5. 8 primeros términos de + 2: [E sã 


t;i, 8 
6. 7 primeros términos de + —— : =: —-+.... 
10 5 5 


7. 10 primeros términos de = —6: —3: —1-. arisá 


8. 8 primeros términos de = 2: -—1: -. as 


9. 6 primeros términos de + : E A - elo 


10. 6 primeros términos de =» 9: -3:1.... 


INTERPOLAR MEDIOS GEOMETRICOS entre dos números es formar 
una progresión geométrica cuyos extremos sean los números dados, 


Ejemplo 
Interpolar 4 medios geométricos entre 96 y 3. 
Hay que formar una progresión geométrica cuyo primer término sea 96 y 


el último 3: 


Hay que hallar la razón. Como vamos q interpolar 4 medios y ya tenemos los 
dos extremos, n = 6, luego: 


ar o.) Au 1 
aacié n=1/ — — + — = + — = -—. 
E Y 96 32 9 


Si la razón es 4 multiplicando 96 por 4 tendremos el 2º término; éste, multiplicado 
por 4 dará el 3er. término y así sucesivamente, Tenemos: 


96 X 4 =48 
488xX4=24 
24x 4=12 
12x4= 6 


interpolando en (1), tenemos la progresión 





NOTA 


Puede aplicarse también en este caso, para hallar la razón, la fórmula 
/U 
m+1 
p= — 
V é 


en que m es el número de medios que se interpolan. 


PROGRESIONES GEOMETRICAS 8 505 


m- EJERCICIO 294 


Interpolar: 
1. 3 medios geométricos entre 5 y 3125. 
2. 4 medios geométricos entre —7 y —224. 
3. 5 medios geométricos entre 128 y 2. 
&. 4 medios geométricos entre 4 y =. 


: . 11 

d. 6 medios geométricos entre 2 y 34. 
e 27 

6. 4 medios geométricos entre - y =. 

=: 


o | 


5 
1 


o 


7. 7 medios geométricos entre 8 y 


“a 


(477) suma DE UNA PKOGRESION GEOMETRICA 
DECRECIENTE INFINITA 


ur— a a UR 
Si en la fórmula $ = —— sustituimos 
T— 
u por su valor u= ar"), tendremos: —— 4 


y cambiando los signos a los dos términos 
de esta última fracción, tenemos: 


En una progresión geométrica decreciente la razón es una fracción 
propia, y si una fracción propia se eleva a una potencia, cuanto mayor sea 
el exponente, menor es la potencia de la fracción. Por tanto, cuanto ma- 
yor sea n, menor es 7" y menor será ar"; siendo n suficientemente grande, 
ar" será tan pequeiia como queramos, o sea, que cuando n aumenta inde- 


finidamente, ar" tiende al límite O y por tanto at O 9a S, tiende al 





límite Esto se expresa brevemente diciendo que cuando n, el nú- 


r + - . “ 
mero de términos de la progresión, es infinito, el valor de la suma es 








: (1) Hallar la suma de la progresión =4: 
Ejemplos prog 
Aqui a=4, r=4, luego. 
a 4 


= ue “umano 


EA 
I-=r 1-3 3 


8 es el limite al cual tiende la suma. La suma nunca llega a ser igual a 8, 
pero cuanto mayor sea el número de términos que se tomen mos se apro- 
ximará a 8. 
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(2) Hallar la suma de la progresión infinito MESES 


Aqui a=5,[=—5 luego: 
= RES CS o TD PER A 
Ui so o a dg U 
1-(-5) esa 


1 ao 
3 es el limite de la suma. R. 
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Hallar la suma de las progresiones infinitas: 


a» 8 16 2 2 
1 cido a = 4. 4 ai , — q me, o, 7. + , e 4 emo, 
2 NEAR IS 4 3 ku E 5 25 
3.4... q 18 
2 dp Eni 2 O. t-1-1—.... 8. d+ =J8: —6! = ua 
2 6 18 4 4 12 7 
1 
3. + —5:—D: —.... 6. da e Dogs 
o 6 7 49 


478) HALLAR EL VALOR DE UNA FRACCION DECIMAL PERIODICA 


“Una fracción decimal periódica es la suma de una progresión geomé- 
trica decreciente infinita y su valor (su generatriz) puede hallarse por el 
procedimiento anterior. 


Eis ] (1) Hallar el valor de 0.333...... 

emplos 

JemP pais teca qualicara, 
10 100 1000 


.* - “ . “+ + 1 
Esta es la suma de una progresión geométrica al infinito cuya razón es —. 


Tendremos: 3 3 
a 10 1 3.4 
oa fa e o — a R 
l—r | 9 9 4 
io 10 
- es el valor de la fracción 0.333...... 
(2) Hallar el valor de 0.31515........ 
15 15 
OBIGIS que si — 3 + + nos 





10 1000 100000 


; 3 Tr 
Después de — en el segundo miembro tenemos la suma de una progresión 


geométrica al infinito cuya razón es a luego: 
15 15 
= 000 1000 1 
ro 1 9 6 


fd 


10. 
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3 1 
Entonces, sumando To CON qa + tenemos: 


EJERCICIO 296 


Hallar por la suma al infinito, el valor de las fracciones decimales: 


1. 0,666»... o Ol2lZ.... 9. 0.159159..:. 
4 0.3232.... 5. Ol44144.... 6. 0:3555.... 
7. Ol8nHlss. 8. 0.31818.... dO 2ZIBIS.... 
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El lunes gané 2 lempiras y cada día después gané el doble de lo que 
gané el anterior. «Cuánto gané el sábado y cuánto de lunes a sábado? 


Un dentista arregla 20 piezas a una persona cobrándole un centavo por 
la primera, 2 cts. por la segunda, 4 cts. por la tercera, 8 cts. por la cuarta, 
y así sucesivamente. «Cuáles serán los honorarios del dentista? 

Un hombre jugó durante 8 días y cada dia ganó : de lo que ganó el 
dia anterior. Si el 8º dia ganó 1 balboa, ecuánto ganó el Ter. dia? 

El producto del 3º y el 7º término de una progresión geométrica de 
9 términos es = eCuál es el producto del ler. término por el último? 


En una progresión geométrica de 5 términos el cuadrado del 3er. término 
es —. Si el último término es = ecuál es el primero? 


El 4º término de una progresión geométrica es : y el 7º término = 
Hallar el 6º término. 


Un hombre que ahorra cada aíio los à de lo que ahorró el afio anterior, 
ahorró el 59 afio $160. ecCuánto ha ahorrado en los 5 aiios? 

La población de una ciudad ha aumentado en progresión geométrica 
de 59049 almas que era en 1953 a 100000 almas en 1958. «Cuál es la 
razón de crecimiento por ahfio? 

Una persona ha ganado en cada ano : de lo que ganó el afio anterior. 
S1 el ler. afio ganó 24300 bolívares, icuánto ha ganado en 6 afios? 


Se compra una finca de 2000 hectáreas a pagar en 15 aífios de este 
modo: $1 el 1er. afio, $3 el 2º afio, $9 el 3er. afio, y así sucesivamente. 
cCuál es el importe de la finca? 


RLIN AO 





AAX PLANCK (1858-1947) Matemático y físico de los “quanta”, basada en la discontinuidad de la 


lemán, Recibió el Premio Nobel de Física de 1918. energia radiante, La base de la Física moderna es la 
us estudios se desarrollaron alrededor de las rela- “constante universal de Planck”. En sus trabajos se 
jones entro el calor y la energia. Llevó a cabo la unen maravillosamente la Física y la Matemática. 
enovación de la Física, al introducir su famosa teoria Alemania creó el Instituto de Física Max Planck. 


CAPITULO 


LOGARITMOS 


479) LOGARITMO de un número es el exponente a que hay que elevar 
otro número llamado base para obtener el número dado. Asi, 
51=1 
o1= 5 
0:= 25 
53= 125, etc. 


luego, siendo la base 5, el logaritmo de 1 (que se escribe log 1) es 0, por- 
que O es el exponente a que hay que elevar la base 5 para que dé 1; el 
log 5 es 1; el log 25 es 2, el log 125 es 3, etc. 


Cualquier número positivo se puede tomar como base de un sistema 
de logaritmos. 


TEMAS DE LOG 


Pudiendo tomarse como base de un sistema de logaritmos cualquier 
número positivo, el número de sistemas es ilimitado. No obstante, los sis- 
temas usados generalmente son dos: el sistema de logaritmos vulgares o de 
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Briggs, cuya base es 10, y el sistema de logaritmos naturales o neperianos 
creados por Neper, cuya base es el número inconmensurable 


e =2.71828182845.... 
PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS 


Son de importancia las siguientes propiedades de los logaritmos: 


1) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, por- 
que si fuera negativa, sus potencias pares serían positivas y las impares ne- 
gativas, y tendríamos una serie de números alternativamente positivos y 
negativos, y por tanto, habría números positivos que no tendrían logaritmo. 


2) Los números negativos no tienen logaritmo porque siendo la base 
positiva, todas sus potencias, ya sean pares o impares, son positivas y nunca 
negativas. | 


3) En todo sistema de logaritmos, el logaritmo 
de la base es 1, porque siendo b la base, tendremos: ti 


4) En todo sistema el logaritmo de 1 
es cero, porque siendo b la base, tendremos: Fá 


5) Los números mayores que 1 tienen logaritmo positivo porque sien- 
do log 1=0, los logaritmos de los números mayores que 1 serán mayores 
que cero; luego, serán positivos. 








6) Los números menores que 1 tienen logaritmo negativo porque 
siendo log 1=0, los logaritmos de los números menores que 1 serán meno- 
res que cero; luego, serán negativos. 


(483) LOGARITMO DE UN PRODUCTO 
El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de 
los factores. 


Sean 4 y Blos factores. Sea x=log 4 ey=log By sea b la base del 
sistema. 
Vamos a probar que 





En efecto: Que x es el log de 4 significa que x es el expo- 
nente a que hay que elevar la base b para que dé 4, y que y es 
el log de B significa que y es el exponente a que hay que ele- 
var la base b para que dé B; luego, tenemos: 


Multiplicando estas igualdades, tenemos: 
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Ahora bien: Si x+y es el exponente a que hay que elevar la base b 
para que dé AxB, x+y es el logaritmo de 4 x B; luego, 


pero x=log 4 e y=log B; luego, 


si 








nos el logaritmo del divisor. 
is 
b' = B. 


484) LOGARITMO DE UN COCIENTE 
El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo me- 
Sea À el dividendo, B el divisor, x=log 4, y=log B 
siendo b la base del sistema. Vamos a probar que 
En efecto: br= A. 
Dividiendo miembro a miembro Ra 
estas igualdades, tenemos* e fu ins rue il as bala 
Ahora bien: Si x—y es el exponente a que hay que logá=s-y, 
elevar la base para que dé E x—» es el log de Ee luego, ——4 


O go iaiio ass SMA SAO Si 





685) LOGARITMO DE UNA POTENCIA 
El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por 
el logaritmo de la base. 


Sea x=log 4 y b la base del “log Ar =n(log 4). 
sistema. Vamos a demostrar que 4 


En efecto, siendo x el 
log 4, tenemos: 


Ph=A. 
o 
Elevando ambos miembros | bu=40. 





a la potencia n, tenemos: 


Ahora bien: Si nx es el exponente 
a que hay que elevar la base para que 


dé A", nx es el log de 4"; luego, 


“s como x=logiÁ, se tiene! —— e 





(486) LOGARITMO DE UNA RAIZ 


El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de la cantidad subradi- 
cal dividido entre el índice de la raíz. 


Sea x=log 4 y b la base del pr a 
sistema. Vamos a probar que AS 
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En efecto: Siendo x b=A. 
el log 4, se tiene: 4 


Extrayendo la raíz enésima YVE=VA. 
a ambos miembros, tenemos: Pa 


o sea, 









o .X 
Ahora bien: Si = 66 el exponente 


a que hay que elevar la base para que 


dé VA, E es el log de VA, luego, — 0 





y como x=log 4, queda: 








LOGARITMOS VULGARES 


Los logaritmos que usaremos en este curso elemental son los logarit- 
mos vulgares cuya base es 10. 


488) PROPIEDADES PARTICULARES DE LOS 
LOGARITMOS VULGARES 


Observando la progresión 


1 9=1 1 
10/=—=0, 
0 10 0.1 
10'* = 10 1 
10-*=-—=0.01 
10º = 100 gi 
o 
10º= 1000 10" = = 0.001 
10* = 10000, etc. 10-+=-S2=0.0001, etc. 


se deducen fácilmente las siguientes propiedades de los logaritmos de 
base 10; 


1) En este sistema, los únicos números cuyos logaritmos son núme- 
ros enteros son las potencias de 10. Así, 


log 1=0 log 0.1=—1. 

log 10=1 log 0.01= —2, 

log 100 = 2 log 0.001 = — 3, 

log 1000 = 3 log 0.0001 = — 4, etc. 


log 10000 = 4, etc. 
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2) El log de todo número que no sea una potencia de 10 no es un 
número entero, sino una fracción propia o un número entero más una 
fracción propia. 

En etecto: Como log 1=0 y log 10=1, los números comprendidos en- 
tre 1 y 10 tendrán un log mayor que O y menor que 1; luego, su log será 
una fracción propia. 

Asi, log 2 = 0.301030. 

Como log 10=1 y log 100=2, los números comprendidos entre 10 y 
100 tendrán un log mayor que 1 y menor Lia 2; luego, su log será 1 más 
una fracción propia. 

Así, log 15=1 + 0.176091 = 1.176091. 

Como log 100=2 y log 1000 = 3, los números comprendidos entre 100 
y 1000 tendrán un log mayor que 2 y menor que 3; luego, su log será 2 más 
una fracción propia. 

Así, log 564 =2 + 0.751279 = 2.751279. 

El logaritmo de un número comprendido entre 1000 y 10000 será 3 
más una fracción propia. 

Así, log 1234 = 3 + 0.091315 = 3.091315. 

Del propio modo, como log 1=0 y log 0.1=—1, los números compren- 
didos entre 1 y 0.1 tendrán un logaritmo mayor que — 1 y menor que cero; 
luego, su logaritmo será — 1 más una fracción propia. Asi, log 0.5=—1 
+ 0.698970 = 1.698970. (Se pone el signo — encima de 1 para indicar que lo 
que es negativa es la parte entera, pero no la parte decimal). 

Como log 01=-—1 y log 0.01=-—2, los números comprendidos entre 
0.1 y 0.01 tendrán un log mayor que —2 y menor que —1; luego, su log 
será — 2 más una fracción propia. 

Así, log 0.08 = — 2 + 0.903090 = 2.903090. 

El log de un número comprendido entre 0.01 y 0.001 será mayor que 
— 3 y menor que —2; luego, será — 3 más una fracción propia; el log de um 
número comprendido entre 0.001 y 0.0001 será mayor que —4 y menor 
que —3; luego, será — 4 más una fracción propia, etc. 


CARACTERISTICA Y MANTISA 

Acabamos de ver que el log de todo número que no sea una potencia 
de 10 consta de una parte entera y una parte decimal. La parte entera se 
lama característica, y la parte decimal, mantisa. 


Así, 
en log 25  =1.397940 la característica es 1 y la mantisa 0.397940; 
en log 4125 =3.615424 la característica es 3 y la mantisa 0.615424; 


en log  0.05=2.698970 la característica es 2 y la mantisa 0.695970, 
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La mantisa siempre es positiva, pero la característica puede ser cero 
si el número está comprendido entre 1 y 10; positiva, si el número es ma- 
vor que 10 o negativa si e] número es menor que 1. 

Las potencias de 10 sólo tienen característica; su mantisa es 0. 


(490) vALOR DE LA CARACTERISTICA 

En virtud de lo anterior, podemos decir que: 

!) La característica del logaritmo de un número comprendido entre 
1 y 10 es cero. 

2) La característica del logaritmo de un número mayor que 10 es po- 
sitiva y su valor absoluto es 1 menos que el número de cifras enteras del 
número. Así, 84 tiene dos cifras enteras y la característica de su log es 1; 
512 tiene tres cifras enteras y la característica de su log es 2; 1215.65 tiene 
cuatro cifras enteras y la característica de su log es 3. 

3) La característica de un número menor que 1 es negativa y su valor 
absoluto es 1 más que el número de ceros que hay entre el punto decimal 
y la primera cifra significativa decimal. 

“Así, la característica de log 0.5 es —1; la de log 0.07 es — 2; la de log 
0.0035 es — 3, etc, 


(491) CARACTERISTICAS NEGATIVAS 

En el log de'un número menor que 1 la característica es negativa, pero 
la mantisa es positiva. 

Así, log 0.5=— 1 +0.698970. Este log no puede escribirse — 1.698970, 
pues esto indica que tanto la característica como la mantisa son negativas. 
El modo correcto de escribirlo, indicando que sólo la característica es ne- 
gativa, es 1.698970. 

Del propio modo, log 0.03 =2 + 0.477121 = 2.477121. 


492) COLOGARITMO. SU USO 


Se Ilama cologaritmo de un número al logaritmo de su inverso. 


1 
Así, el cologaritmo de 2 es el logaritmo de 2 el cologaritmo de 54 





es el logaritmo de —, 
94 1 

En general, colog x=log— y como el log de un cociente es igual al 
X 


log del dividendo menos el log del divisor, tendremos: 
1 
colog += log -—=log l-log x=0-—log x=-— log x 
luego, queda colog x=-—log x, osea, —log x=colog x 
lo que nos dice que restar el log de un número equivale a sumar el colo- 
garitmo del mismo número, 
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a 
Por tanto, como log = log a— log b en lugar logj-=log ascolog b. 
de — log b podemos poner colog b y tendremos:” 
El cologaritmo se usa, pues, para convertir en suma una resta de lo- 
garitmos. 


493) MANEJO DE LAS TABLAS 

Existen tablas de 1ogaritmos de diversos autores cuyo manejo viene 
explicado en la misma tabla. 

Como el alumno necesita una tabla de logaritmos y la tabla general- 
mente usada entre nosotros trae una explicación detallada de su manejo, a 
ella remitimos el alumno, 

Así, pues, antes de pasar al número siguiente, el alumno debe cono- 
cer a fondo el manejo de la tabla, saber hallar el log de cualquier número, 
antilogaritmos y toda clase de operaciones con logaritmos, todo lo cual apa- 
rece detalladamente explicado en la tabla. 


(494) CALCULAR EL VALOR DE EXPRESIONES POR MEDIO 

DE LOGARITMOS' 

Las propiedades de los logaritmos nos permiten emplearlos para cal- 
cular el valor de diversas expresiones. 


; (1) Hallar el valor de 1215 x 0.84 por logaritmos. 
bj emp los Como el log de un producto es igual a la suma de los 


logs de los factores, tendremos: 


log (1215 X 0.84) == log 1215 + log 0.84 
= 3.084576 + 1.924279. 
= 3.008855. 


Entonces, buscando en la tabla el antilogaritmo de 3.008855 (o sea, el nú- 
mero a que corresponde este logaritmo ) se encontrará que es 1020.59 luego 


(2) Hallar por log el valor de 3214.8 x 0.003 x ([ — 43.76). 


Como un número negativo no tiene log nosotros trabajaremos prescindiendo 
del signo — de 43.76 y luego de hallado el producto, de acuerdo con la re- 
gla de los signos, le pondremos signo —. Tendremos: 


log (3214.8 X 0.003 X 43.76 ) = log 3214.8 + log 0.003 + log 43.76 
= 3.507154 + 3.477121 + 1.641077 
= 2.625352. 


El antilogaritmo de 2.625352 es 422.0388 luego 


— I6S98F 
hà - 


(8) 


(3) 


(4) 


(5) 
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765 | 
or log. 
e Rá 
El logaritmo de un cociente es igual al log del dividendo menos el log del 
divisor, luego 





Hallar el valor de 





5 
=| 765 —| d 
3914 og 0.765 — log 39.14 


pero como restar el log de un número equivale a sumar su cologaritmo po- 
demos escribir: 


log 


5 
= log 0.765 + colog 39.14 


= 1.883661 + 2.407379 
) =2,291040. 





| 
9 3914 





Hallar el valor de 7.5º. 


Como el log de una potencia es igual al exponente multiplicado por el log 
de la base, tendremos: 


log 7.5º = 6 (log 7.5) = 6(0.875061 ) =5 250366. 
El antilog de 5.250366 es 177977.551 luego 7.5º = 177977.55] aproximadamente. R. 
Hallar el valor de W3. 


Como el log de una raiz es igual al log de la cantidad subradical dividido 
entre el índice de la raíz, se tiene: 
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Hallar el valor de las expresiones siguientes por medio de logaritmos: 


1. 


2 

3. 
4. 
5. 
6 

7 
Cc 


582 x 0.184. 8. 7653.95 + 12.954. 13. 18.654. 
191.7 X 432. o 072188 14. 00.842. 
0.7 x 0.013 X 0.9. “0.009: 15. 7.28. 
7.5 X 8.16 X 0.35 X 10087. 9114 16. 3. 
3.2 X 4.9 X 7.8 X 103.4 X 0.019. To 17. 2. 
95.13 + 7.23. 11. 91, e e 

à K 
8.125 + 0.9924. 12. 0.153. O VEIE 


OMBINACION DE LOS CASOS ANTERIORES 


Lj emp los (1) Hallar el valor de a por logaritmos. 


log ( a) = log (3284 X 0.09132) + colog 715.84 
= log 3284 + log 0.09132 + colog 715.84 
= 3.516403 + 2.960566 + 3.145184 
= 1,6221583. 


El log 1622153 corresponde al número 0.41894 que es el valor de la expre- 
sión dada, hallado por log. R. 
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100.39 =. 0.03196 
E mad 


= log (100.39 x 0.03196) — ; 
714 x 0.093 og (100.39 X 0.03196) — log (7.14 x 0.093) 


= log 100.39 + log 0.03196 — (log 7.14 + log 0.093) 
= log 100.39 + log 0.03196 — log 7.14.— log 0.093 
= log 100.39 + log 0.03196 + colog 7.14 + colog 0.093 
= 2.001690 + 2.504607 + 1.146302 + 1.031517 

= 0.684116. . 


Este log corresponde al número 4.831877. R. 


5.8 
(3) Hallar el valor de 3º x 5º por log. 
= fd = 
log (35 x $5)= log 3º + log 5º A 


2 2 
= log Sia llog 5) 


2 2 
= VOA Z ZA | + A La 


= 0.190848 + 0.465980 
= (0.656528. 


2 4 
Este log corresponde al número 4,5376 luego 3º x 5º = 4.5376. R 


32.7 x 0.006 
(4) Hallar el valor de: / "> por log. 
4 allar el valor de 14 X 8917 por log 


32.7 x 0.006 


; / 327 x 0.006 0.14 x 89.17 
NV Tax 3 


“Jog 327 + log 0.006 + colog 0.14 + colog 89.17 

=D É 

* 1.514548 + 3.778151 + 0.853872 + 2.04978] 

E o o Map EqIa 
2196352 

5 — = 1.398784. 


El número que corresponde a 1.398784 es 0.25048 y este es el valor de la 
expresión dada. R. 





NOTA 
Dados los conocimientos que posee el alumno, sólo puede hallar por logarit- 
mos el valor de expresiones en que las operaciones indicadas son productos, 
cocientes, potencias y raices pero no sumas o restas. 
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Hallar por log el valor de las expresiones siguientes: 


3 
R 515X78.19 iá 98 gá 
613 565 dd. E 
a 23.054x 934.5 0.597 ô 
8164 1d. as 23 1/15 
à 8.14x9.73 à 4 
— Q6XT8 - 3º s 
14. E 24 5 MESA 
» 85.3xX 10.764 y 
é 
- VTR6XA.I4. 8 
i 53.245X4325.6 16 =] aa 25. ( 5y 
“ 932.815x91.79 16. 932.5 X 813.6 x 0.005. 8 


PR o cai /93:7x 104.2 a Fo se SE 
0.017x732.14 8.95 X 7.3 o 7 


q 36X(TO1M) 9 yostasx( O Is)XTIsA. 27. V2xv3xY02 
(—83.7)x 2.936 


à E nao é 12316 x 0.25 - V32.14xwW/ 59.3 
o. MC to)x(T8lSo) TD Vgatax007 VER. 
(=0.003)x9134.7 


9. 35x 0.94. 90. E, 26816 99. / (9:40) 89. sé bela 
22117 0.07 x 3.89 


1 2 
10. 5x3 . 
É sad 21 O. 0.0316 


Es dial E /(0.2)º x (0.3)? 
11. '25x82x 54. 0.1615 (0.05)! x 3.25 


(496) DADOS LOS LOGARITMOS DE CIERTOS NUMEROS, HALLAR 
EL LOGARITMO DE OTRO SIN USAR LA TABLA 


Ejemplos (1) Dados log 2 = 0.301030 y log 3 = 0.477121 hallar log 
108 sin usar la tabla. 


Tenemos: 108 = 22x 3º. 
log 108=2 (log 2) + 3(log 3) 
= 2(0.301030) + 3/0.477121) 
= di + 1 cl 





Si se busca en la tabla log 108 se encuentra 2.033424. La diferencia entre 
este log y el que hemos hallado sin usar la tabla obedece a que los loga- 
ritmos dados de 2 y 3 no son rigurosamente exactos. 


(2) Dado log 115 = 2.060698 y log 5 = 0.698970 hallar log 23. 


log 23= log N5+ colog 5 
= 2 mit pe 1 301030 
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Dados log 2=0.301030, log 3=(0.477121, log 5=0.698970, log 7=0.845098, 
hallar: 


1. log 36. 5. log 120. 9. log 1.96. 13. log 24. 
2. log 75. 6. log 98. 10. log 0.875. 14. log 13. 
3. log 30. 7. log 0.343. 11. log 202.5. 15. log 1%. 
4. log 48. 8. log 22.5. 12. log 44.8. 16. log 24. 


17. Dado log 143 = 2.155336 y log 11 = 1.041393 hallar log 13. 
18. Dado log 225=2.352183 y log 9=0.954243 hallar log 25. 


ECUACIONES EXPONENCIALES son ecuaciones en que la incógnita 
es exponente de una cantidad. 


Para resolver ecuaciones exponenciales, se aplican logaritmos a los dos 
miembros de la ecuación y se despeja la incógnita. 


E jemplos (1) Resolver la ecuación 3* = 60. 
Aplicando logaritmos, tenemos: 


x (log 3)= log 60 


(2) Resolver la ecuación Pal = = 





Aplicando logaritmos: 
(2x— 1 )log 5= log 125 








PNR Mui 125 
log 5 
PA 125 | 
log 5 3,33 19458 
log 12 |, GE:  FPLLALA r 
log 5 A 


2 





rocaritmos 6 519 
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Resolver las ecuaciones: 


1. P=3. 4. 9=0.576. te 281 = 128. 
2. T*=52. 5. 31 =729, 8. 392*1=2187. 
3. 0.2*= 0.0016. 6. 5-2= 625. 9. 1122=915. 


(498) DEDUCIR LA FORMULA PARA HALLAR EL NUMERO 
DE TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 


Conocemos la fórmula re 


Siendo n la incógnita, tenemos una ecuación exponencial. Aplicando 
logaritmos a los dos miembros, tenemos: 


log u=log a+(n—1Jlog 7 
log u—log a=(n—1)log r 


log u—log a 
n=-] =———————— 
log 7 
log u—log a 
Bla Shsmlias, 8 
log 1 
log u + colog a 
o también À ET 
log r 
Ejemplo 
sCuántos términos tiene la progresión ++ 2:6:........:1458 


Aqui u= 1458, 0=2, r=3, luego aplicando la fórmula anterior, tenemos: 
“Jog 1458 +colog 2 3163758 + 1.698970 
Erê log 3 “042 


* 2862728 
“0477121 


ec oa 
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Hallar el número de términos de las progresiones: 


1. 43:6:....:48. 2.428 sites 3 w 4:87... 512. 
4. m6:8: ... 428 5. +2:63....:. 


81 é 


4 
4 


a TON 





£ 
E E 
+ E: bu 


ri 


di 


LBERT EINSTEIN (1879-1955) Matemático y fi- acerca de la Teoria de la Relatividad del Tiempo, que 


co alemán. Fuc Profesor del Instituto Politécnico y modifica la Teoria de la Gravitaciá 

e la Universidad de Zurich. Director de la Sección Newton. Trabajando con otros Var pg Persia 
e Física del Instituto Emperador Guillermo. Recibió nacionalidades en la Universidad de Princeton, logró la 
n 1921 el Premio Nobel de Física por sus trabajos desintegración del átomo, base de la bomba atómica. 


CAPITULO 


INTERES COMPUESTO. AMORTIZACIONES. IMPOSICIONES 


El interés es compuesto cuando los intereses que gana el capital pres- 
tado se capitalizan periódicamente, es decir, se suman al capital prestado 
a intervalos iguales de tiempo, constituyéndose de ese modo un nuevo ca- 
pital al final de cada unidad de tiempo. 


Sea c el capital prestado a interés compuesto durante t afios, siendo r 
el tanto por uno anual, o sea, lo que gana $1 al afio. 


Cada peso gana 7 al afio; luego, en un afio se convierte c(1 +17). 
en 1+r y c pesos se convertirán, al cabo de un afio, en a 


Cada peso de este nuevo capital, en el segundo REP 
ano, se convierte en 1+7; luego, los c(l +7) pesos, c(1+1)(1+1) =c(1+r). 


al final del segundo ano, se habrán convertido en 


Aplicando a este nuevo capital la misma cairá pa , 
regla, tendremos que al final del 3er. afio se habrá (1 +PI+m)=ec1+r) 


convertido en . 


520 
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Este nuevo capital, al final del 4o. aífio, se habrá convertido en 


et] de. 4 Y h 


y así sucesivamente; luego, al final de t afios, el capital se habrá con- 
vertido en 
ctg), 


y designándolo por C€, tendremos que 
C=c(1l+r) (1) 


fórmula fundamental del interés compuesto. 


Esta fórmula es calculable por logaritmos. Aplicando logaritmos, te- 
nemos: ii | mesm 





FORMULAS DERIVADAS 
La ecuación (1) nos da una relación entre cuatro cantidades; conocien- 
do tres de ellas, podemos hallar la cuarta. 


Despejando c en (1), se tiene: 
C 
RO, É 


y aplicando logaritmos: log c=logC—t log (1+ 1), 


t puede despejarse en esta última fórmula. Pasando —t log(1+r) al 
primer miembro y log c al segundo, se tiene: 


tlog(1+7r)=log C—log c, 
log CG — log c 





y de aqui: “Jog (1 Fr 
Para hallar r. En la fórmula (1), á prj=. 
despejando (1-+7)t, se tiene: (a aa 


t 
Extrayendo la raiz t: 1l+r= TE 
C 


log GC — log c 


t 
Hallado el valor de 1+r, se le resta 1 y se tiene 7. 


Ej emp los (1) 3En cuánto se convertirán $5800 al 5% anval de interés 
compuesto en 7 afos? 


Hay que tener presente que r representa el tanto por 1, lo que gana $1 en 
la unidad de tiempo. Que el tanto por ciento es el 5 anual significa que 


y aplicando logaritmos: log (1 +7)= 


$100 ganan $5 al afio, lvego $1 ganará $— = $0.05. Por tanto, aqui: 
c=5800,  1=005, 1=7 


522 € 


(2) 


(3) 
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Sustituyendo estos valores en la fórmula C=c(1-+r)', se tiene: 
C= 5800/1+ 0.05) 
o sea C = 5800 (1.05)” 
Aplicando logaritmos: 
log C=log 5800 +7 (log 1.05) 

= 3.763428 + 7 (0.021189) 

= 3.763428 + 0.148323 

= 3911751. 


Hallando el número a que corresponde este log se encuentra que es 8161.148, 
o sea 8161,15; luego el capital prestado se convertirá en $8161,15. R, 


En cuánto se convertirán $918.54 al 4% anual de interés compuesto en 1 ano, 
capitalizando los intereses por trimestres? 


Como los intereses se capitalizan, es decir, se suman al capital por trimestres, 
t representa el número de trimestres que hay en 1 afio o sea 4. 

Hallemos el tanto por 1 anual, Si $100 ganan $4 al aho, $1 ganará $0.04 
al afio. Este tanto por 1 anval hay que hacerlo trimestral. Si $1 gana $0.04 
al afio, en un trimestre ganará $0.04 + 4 = $0.01, luego entonces tenemos: 


Sustituyendo en la fórmula C=c(1+r])!, tendremos: 


C=918.54(1+ 0.01) 
o sea (=918.54(1.01)'. 
Aplicando logaritmos: 
log C=log 918.54 + 4 (log 1.01) 
= 2.963098 + 4 ( 0.004321) 
= 2.963098 + 0.017284 
= 2980382. 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 955.83. 
Luego los $918.54 se convertirán en $955.83. R. 


Una suma prestada al 3)% de interés compuesto durante ? afios se ha con- 
vertido en 3254.60 sucres. sCuól fue la suma prestado? 
Hay que hallar c. 


rg 
O Peer o 
3254.60 
€ — T———— 
(1.035 )º 


Aplicando logaritmos: 
log c=log 3254.60 + 9 (colog 1.035) 
= 3.512498 + 9(1.985060) 
= 3.512498 + 1.865540 
= 3378038. 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 2388.02, Luego la suma pres- 
tada fue 2388.02 sucres. 


E 


o 


ad ed 2 a 


10. 
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(4) 2En cuántos afios una suma de 834 soles prestada al 8% anual de interés 
compuesto se convertirá en 1323.46 soles? 
La fórmula es 
— Jog C—log c 
“log (1+r) | 
Aqui C = 1323.46, c= 834, 1 +r= 1.08, luego 
RE log 1323.46 — log 834  3.121711 — 2.92N166 


log 1.08 0.033424 
OMS 
1 gd a 


(5) Una suma de 700 bolivares prestada a interés compuesto durante 5 ahios se 
ha convertido en bs. 851.65. 3A qué % anual se prestó? 
La fórmula es 


log C—l 
log (14) =E=—EE 
Sustituyendo: 
log 851.65 — log 700 
log (1 +r]) DD URLS 
* 2930262 — 2.845098 
5 5 





Hallando el antilogaritmo se encuentra que es: 1.04. 
Luego 1 +r = 1.04 y por tanto r= 0.04. Si el tanto por 1 es 0.04 el % es 4.R. 
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Una suma de $500 se impone al 6% de interés compuesto durante 3 
anios. (En cuánto se convertirá? 

Se prestan 3500 soles al 7% de interés compuesto durante 5 afios. (En 
cuánto se convertirá esa suma? 

Un capital de 8132 bolívares se impone al 9% durante 10 afios. «En 
cuánto se convertirá? 


Hallar en cuanto se convertirán: 


$930 al 34% anual en 7 afios. 

$12318 al 41% anual en 6 amos. 

24186 sucres al 54% anual en 7 anos. 

$54293 al 34% anual en 5 aios. 

«En cuánto se convertirán $800 al 3% anual, en 2 afios, capitalizando 
los intereses por semestres? 

:En cuânto se convertrián $900 al 4% anual en 1 afio, capitalizando los 
intereses por trimestres? 

Una suma prestada al 5% anual de interés compuesto se ha convertido 
en $972.60 en 4 afios. «Cuál fue la suma prestada? 
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11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


Se presta cierta suma al 44% anual y en 6 afios se convierte en $1893.50. 
:Cuál fue la suma prestada? 


Un suma prestada al 8% anual de interés compuesto durante 7 afios 
se ha convertido en 54198.16 quetzales. «Cuál fue la suma prestada? 


Una suma de $600 prestada al 3% anual se ha convertido en $695.56. 
ecCuántos afios estuvo prestada? 


1215 colones se han convertido en 1709.6] habiendo estado impuestos al 
5% anual de interés compuesto. «Cuántos afios duró la imposición? 

Una suma de 800 balboas prestada durante 4 afios a interés compuesto 
se ha convertido en 1048.63 balboas. :A qué % anual se impuso? 


cA qué % anual se impuso una suma de $6354 que en 4 afios se ha 
convertido en $7151.46? 


Hallar los intereses que han producido 900 lempiras colocados al 5% de 
interés compuesto durante 2 afios y 4 meses sabiendo que los intereses 
se han capitalizado por anos. 


AMORTIZACION DE UNA DEUDA POR ANUALIDADES 
Un capital c se presta a interés compuesto, siendo r el tanto por 1, 


durante t afios. El capital prestado y sus intereses compuestos durante el 
tiempo que dura el préstamo deben amortizarse mediante t pagos iguales, 
que se verifican al final de cada afio. 


Se llama anualidad a la cantidad fija que hay que pagar al final de 


cada afio para amortizar un capital prestado y sus intereses compuestos en 
cierto número de afios. 


DEDUCCION DE LA FORMULA APLICABLE 
Sea c un capital prestado a interés compuesto, a un tanto 
por uno 7 durante t afios. Este capital en t afias se convertirá en 


Sea a la anualidad que tiene que pagar el deudor. La primera 
anualidad se paga al final del primer afio; esta anualidad produce 
interés compuesto, a favor del deudor, al mismo tanto por uno 7 


que el capital prestado, durante t—1 afios; luego, se convertirá en 4 


La segunda anualidad se paga al final del segundo afio y produ- al +rna 


ce interés compuesto durante t—2 afios; luego, se convertirá en 


La tercera anualidad, pagada al 

final del tercer afio. se convertirá en... S 
Del propio modo, la cuarta, quin- 

ta, etc. anualidades se convierten en. 4 
La penúltima anualidad 

je convictts em ls asa a À dis 7 à 








y. la última anualidad, que se paga al final del último afio, no produce 
ya interés a favor del deudor porque se paga al cumplirse los t anos; 
luego, el valor de la última anualidad es a. 


1 +r)t. 
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La suma de los valores que adquieren las diversas anualidades junto 
con el valor a de la última anualidad debe ser igual al capital prestado con 
su interés compuesto; luego, 


El 20. miembro de esta igualdad es la suma de los términos de una 
progresión geométrica cuya razón es (1+7); luego, aplicando la fórmula 


Did » Sera” al+mtiI+r)—a 
=——, t =" Ds, 
77 * tendremos c(1 +71) += 
a(l+r)t—a 
o sea: (UA s)t=——— ms, 
r 


Quitando denominadores: cr(l+r)t=a(l+r)'—a. 


Sacando a factor común: 
cr(l+r)t=a((1+7)'—1) 
y despejando a, queda: 
cr(l +71) 
CC (+r—1 
que es la fórmula de las anualidades. 


E em lo Una ciudad toma un empréstito de $500000 al 4%, interés 
J Pp compuesto, para amortizarlo en 15 afios. sQué anualidad 


deberá pagar? 


Aqui, c = 500000, r= 0.04, t= 15, lvego sus- PRC as (1) 
tituyendo en la fórmula anterior tenemos: 4 


Hallemos el valor de (1.04)!*. Una tabla de interés compuesto nos lo da en seguida. 
Nosotros vamos a calcularlo por logaritmos. Tendremos: 


log (1.04)! = 15 (log 1.04) = 15(0.017033) = 0.255495. 
Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 1.8009, luego (1.04 )'º = 1.8009. 
| 500000 x 0.04 X 1.8009 
Sustituyendo este valor en (1), tenemos: a= ia 


- 500000 x 0.04 X 1.8009 


o sea 
dá 0.8009 


Aplicando logaritmos: 


log a = log 500000 + log 0.04 + log 1.8009 + colog 0.80097 
= 5.698970 + 2.602060 + 0.255495 + 0.096422 





Hallando el antilogaritmo se encuentra que a = $4497247. R. 
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1. «Qué anualidad hay que pagar para amortizar una deuda de $40000 al 
5% en 10 afios? 


2. Se ha tomado a préstamo una suma de 85000 soles al 3%. «Qué anualidad 
habrá que pagar para amortizar la deuda en 12 anos? 


3. Una ciudad toma un empréstito de $600000 al 5%. «Qué anualidad 
deberá pagar para amortizar la deuda en 20 afios? 


4. Para amortizar un empréstito de 5000000 bolivares al 6% em 30 afos, 
equé anualidad hay que pagar? 


Resuelva los siguientes problemas aplicando la tabla de interés com- 
puesto decreciente que aparece en las páginas 532-533. Compruébelos 
usando la fórmula de la anualidad. (1) 


5. Una deuda de 3000 bolívares con el 6% de interés, se debe pagar en 
5 anos. «Cuál será el importe de la anualidad? 


6. Se constituye una hipoteca sobre un bien inmueble por la cantidad de 
12000 bolívares al 7% de interés, pagadera en 12 anos, Determinar la 
anualidad a pagar. 


7. Una industria tiene necesidad de comprar equipos para incrementar su 
producción, pero no tiene efectivo suficiente para su adquisición. La 
gerencia decide tomar un préstamo del banco por la suma de 350000 sucres 
al 41% de interés, por 3 anos. «Qué anualidad le corresponde pagar? 


8. Una compafiía exportadora de nitratos necesita ampliar su negocio, y toma 
una hipoteca sobre la propiedad por 425000 soles al 6% de interés, debien- 
do amortizarla en 10 anios. «Cuál será la anualidad que debe pagar? 


9. Una compafiía vendedora de bienes inmuebles a plazos vende al Sr. José 
Antonio Arraíz una casa en la cantidad de 90750 bolivares, al 5% de 
interés, amortizable en 25 afios. «Qué anualidad deberá abonar? 


10. La misma compafiía vende al Sr. Simón Irrigorri una casa a plazds con 
un valor de 73550 bolívares, al 51% de interés, que deberá amortizar en 
30 anos. «A cuánto ascenderá la anualidad a pagar? 


11. Un hombre de negocios invierte 473000 sucres en un préstamo hipote- 
cario al 34% de interés por 9 anos. «Qué anualidad se le deberá abonar? 


12. Se constituye una hipoteca por la cantidad de 45800 soles al 4%, de inte- 
rés, liguidable en 30 anos. ;Cuál será la anualidad a pagar? 


FORMACION DE UN CAPITAL MEDIANTE IMPOSICIONES 
SUCESIVAS IGUALES 


Se trata de constituir un capital c en cierto número de anos imponien- 
do al principio de cada afio una cantidad fija a interés compuesto. 


(1) En algunos de los problemas puede haber una diferencia de centavos, cuya impor- 
tancia es nula; esta diferencia la motivan los decimales usados en los cálculos, 


N 
No 
IMPOSICIONES 6 527 

504) DEDUCCION DE LA FORMULA DE LAS IMPOSICIONES 

Sea c el capital que se quiere constituir en t afios. Sea à la imposición 
anual fija que hay que hacer al principio de cada uno de los t afios, a un 
tanto por uno r, para constituir el capital. 

La primera imposición, hecha al principio del primer aíio, Eta 
produce interés compuesto durante t anos; luego, se convertirá en 

La segunda imposición, hecha al principio del 20. afio, pro- int 


duce interés compuesto durante t— 1 afios; luego, se convertirá en 

Del propio modo, la tercera, cuarta, etc. imposiciones se convertirán en 

rr, GL ra Cl 
y la última, hecha al principio del último ano, se convierte en 
(1 +71). 

La suma de los valores de todas las imposiciones al cabo de t afios 

tiene que ser igual al capital que se quiere constituir; luego, tendremos: 
Cs UI AT) eee lt ed) tol esileder); 


El segundo miembro de esta igualdad es la suma de los términos de 
una progresión geométrica cuya razón es 1+7; luego, aplicando la fórmula 





ur—a (1 SM r(1 fe r) Fê (1 + r) 
3 = : LEMBRO: AS Sa 
p=] (det) = À 
User) = (1 4-9) 


Simplificando: c= ” 


Quitando denominadores: cr=i(1+1)'ti=ai(l+r). 


Sacando i factor común en el segundo miembro, tenemos: 


Despejando 1, se tiene: 


cr 


Ee 1+r)t1i—-(1+r) 


que es la fórmula de las imposiciones. 


528 6 ALGEBRA 


E jJemplo (1) Qué imposición anual al 5% habrá que hacer para 
constituir en 20 afios un capital de $80000? 


Aqui c=80000, r=0,05, t=20, luego 
sustituyendo en la fórmula, tenemos: 





Hallemos el valor de (1.05)?!, Tendremos: 
log (1.05 2! =21 (log 1.05) = 21 (0.021189 ) = 0.444969. 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que (1.05)?! = 2.7859. 


Entonces, sustituyendo en (1) este valor: 


* 80000 x 0.05 
' 27859 — 1.05 


o sea 


80000 x 0.05 
di 
Aplicando logaritmos: 
log | = log 80000 + log 0.05 + colog 1.7359 
= 4.903090 + 2.698970 + 1.760476 
= 3.362536. 


EJERCICIO 305 


1. «Qué imposición anual al 6% habrá que hacer para tener en 9 anos $30000? 


2. Para constituir un capital de 90000 sucres en 20 afios, «qué imposición 
anual al 4% habrá que hacer? 


3. Se ha constituido un capital de $200000 en 40 anos, mediante imposi- 
ciones anuales fijas al 5%. «Cuál ha sido la imposición anual? 
4. Un padre de familia er que cuando su hijo cumpla 25 anos tenga 
e 


constituido un capital de $40000. «Qué imposición anual al 6%, a partir 
del nacimiento del hijo, deberá hacer para constituir dicho capital? 
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Hemos incluido en este Apéndice tres tablas 
y un cuadro que han de ser manejados conti- 
nuamente por los estudiantes. 


6 Al resolver los problemas de interés compuesto 


suelen presentarse operaciones en las cuales debe- 
mos conocer el valor adquirido por $1 a interés 
compuesto, al cabo de un número determinado 
de anos. En la Tabla I el estudiante encontrará 
este valor hasta los 30 anos, cuando el interés 
es creciente, 


O Si se trata de problemas en los cuales se aplica 


el interés decreciente, la Tabla Il es un auxiliar 


poderoso. 


Nuestra experiencia profesoral nos ha puesto 
de manifiesto las múltiples dificultades que se 
le presentan a los alumnos para comprender y 
dominar la descomposición en factores. Por esto 
hemos incluido un Cuadro, que resume las 
formas básicas de la descomposición factorial; 
mediante el cual el alumno puede visualizar y 
recordar fácilmente los casos de factoración. 


Muy a menudo en las operaciones algebraicas 
se nos presentan casos en los cuales tenemos 
que aplicar inevitablemente potencias, raíces, y 
también el inverso de un número determinado. 
Es por ello que creemos de gran utilidad la 
Tabla IV, que contiene el cuadrado, la raíz 
cuadrada, el cubo, la raiz cúbica y el inverso 
de los cien primeros números. 
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| 1.010025 
| 1.015075 
1.020151 
1.02525] 


1.030378 
| 1.035529 
| 1.040707 
1.045911 
1.051140 
| 1.056396 
1.061678 
| 1.066986 
1.07232] 
| 1.077683 


1.083071 
1.088487 
1,0939729 
1,0292329 
| 1.104896 


1.110420 
1.115972 
1.121552 
1.127160 
1.132796 


1.138460 
1.144152 
1.149873 
1.155622 
1.161400 


"SS 


1% 


















1.020100 
1.030301 
| 1.040604 
1.051010 


| 1.061520 
| 1.072135 
| 1.082857 

1.093685 
| 1.104622 


1.115668 
| 1.126825 
| 1.138093 
1149474 
1.160969 


1.184304 
1.196147 
1.208109 

1.220190 


| 1.232392 
1.244716 
1.257163 
1.269735 
| 1.282432 


1.295256 
1.308209 
1.32129] 
1.334504 |1. 
1.347849 











1a % 


1.015000 
1.030225 
1.045678 
1.061364 
1.077284, 


1.093443 
| 1.109845 
| 1.126493 
1,1433970 
1.16054] 





[1,177949 
1.195618 
1.213552 
1.231756 
1.250232 





1.268986 
1.288020 
1.30734] 
1.32695] 
1.346855 


1.367058 
1.387564 
| 1.408377 
1.429503 
1.450945 


| 1.472710 
| 1.494800 
|1.517222 








2% 


| 1.020000 
1.040400 
1.061208 
1.082432 
| 1.104081 





1.126162 
1.148686 
1.171659 
1.195093 
1.218994 


|1.243374 
1.268242 
1.293607 
1.319479 
1.345868 


1.372786 
1.400241 
1.428246 
1.45681] 
1.485947 


1.515666 
1.545980 
| 1.576899 
| 1.608437 
1.640606 





1.6/3418 
1.706886 
1.741024 
1,775845 
1.811362 





|1.448298 





1.679582 
172157] 





2/2 % 


|1.025000 
1.050625 
1.076891 
|1.103813 
1.131408 





1,1596983 
1.188686 
|1.218403 


1.248863 
1.280085 





1.312987 


1.344889 
1.378511 


1.412974 





1.484506 


1.521618 


1.559659 


|1.598650 
1.638616 





1.76461] 


| 1.808/26 
 1.8539244 


1.900293 


|1.947800 | 
| 1.996495 
2.046407 
2.097568 








| 2.093778 


3% 


1.030000 
1.060900 
1.092727 
1.125509 
1.159274 






1.194052 
1.229874 


1.266770 
1.304773 
1.343916 


1.384234 
| 1.455761 


1.468534 


1.512590 
1,5579267 


| 1.604706 


1.652848 
1.702433 
1.753506 


1.806111 


1.840295 


1.216103 
1.973587 
2.032794 





2.156591 













2.287928 
2.356566 


2.427262 


| 334% 


| 1.675349 











1.289/89 










| 2.445959 
2531567 
|2.620172 





1.035000 
1.071225 
| 1108718 
1.147523 
1.187686 


| 1.229255 


1.272279 
1.316809 


1.362897 
1.410599 





1.459970 
1.5110697 
1.563956 
1.618695 


1.733986 


1.794676 


1.857489 
1.922501 


2.05943] 
2131512 


2206114 


2.283328 





2.711878 





2.363245 | 2. 





2.806/94 


| TABLA DE 


4% 





















| 1.040000 





1.081600 
1.124864 
1.169859 

1.216653 







1,265319 
1.315932 
1.368569 








1.480244 











1.539454 
1.601032 
1.665074 
1.731676 
1.800944 










1.872981 
1.947901 














| 2.369919 
2464716 
2.563304 















2.883369 












1.423312 | 





2.025817 | 
2108849 | 
219023 








2.278768 





| 2.772470 | 


2.998703 | 
3.11865] 
3.243398 | 








| 4%Ô%% 


1.141H66 


| 1.192519 


1.246182 


1.302260 
1.360862 
1.422101 


1.486095 
1.552969 


| 1.622853 | 
| 1.469588] 
1.772196 | 
| 1.851945 
| 1.935282 


2.022370 
| 2113377 
| 2208479 
| 2.307860 | 
DANTAS | 


2.520241 | 
2.633652 | 
| 2752166 


2.876014 
3.005434 


3.140679 


* 3.282010 
| 3.429700 | 


INTERES COMPUESTO 


5% 


1.050000 
1.102500 
1.157625 
1.215506 
1.276282 


1.340096 
1.407100 
1.477455 


1.551328 | 


1.628895 


1:710339 


* 1.795856 


1.885649 
1.979932 


2078928 | 
2.182875 | 


2.292018 


2406619 | 
2.526950 | 


2653298 


2.785963 
2925261 
3.426152 


3.071524 
3.225100 
3.386355 


3.555673 


3733456 | 


3.920129 
4.116136 


4.321942 


| 5%4% 


| 1.055000 


1.113025 
1.17424] 
1.238825 
1.306960 


1.378843 


| 1.454679 
1.534687 | 


1.619094 


1.708144 | 


1.802092 | 
| 1.901207 
2.005774 


2116071 


2.232476 | 


2.355263 | 
2.484802 | 
2.621466 | 


2.765647 
2.917757 


3.078234 | 


3.24753/ 


3.614590 


3.813292 
4023129 | 


4.244401 
4.477843 
4. 724124 
4.983951 


Valor adquirido por $1 a interés compuesto,| de 1 a 30 anos, o sea valor de (1 + r)t 


1.080000 | 
| 1.166400 
| 1.259712 





1.060000 


 1.123600 
| 1191016 


1.262477 
1.338226 


1.418519 
1.503630 
1.593848 
1.689479 
1.790848 


1.898299 
2.012196 


2132928 | 


2.260904 


2.396558 | 


2.540352 
2692773 
2.854339 
3.025600 
3.207135 


3.399564 


3.603537 
3.819750 


4.048935 
4.291871 


4.549383 
4.822346 


5111687 | 


5.418388 
5.74349] 


1.070000 


1.144900 


| 1.310726 
| 1.402552 


1.500730 
1.60578] 
1718186 
1.838459 


1.96/15] 


2.104852 


| 2.252192 


2.409845 
2.578534 
2.759032 


| 2952164 


3.158815 
3.379932 
3.616528 
3.869684 


4.140562 
4740530 
5.072367 


| 5.427433 


5.807353 
6.213868 
6.648838 


| 7.114257 
7.612255 


1.360489 


| 1.469328 


1.586874 
1.713824 
1.850930 


| 1.999005 


2.158925 


2.331639 
| 2.518170 


2.719624 
2937194 


3.172169 


3.425943 


3700018 | 
| 3.996020 
43157 
 4.660957 


| 5.033834 
| 5.436540 


5.871 464 
6.341181 


6.848475 | 


7.396353 
7.98806] 
8.627106 


| 9.317275 
10.062657 


1.090000 


| 1.188100 
1.295029 


1.411582 
1.538624 


1.677100 | 


1.828039 
1.992563 
2.171893 
2.367 364 


2580426 


2812665 
3.065805 


3.341727 
3.642482 | 


3.970306 


4.327633 
4.717120 
5.141661 
5.604411 


6.108808 | 
6.658600 
 7.257874 
7.91083 
8.62308] 


9.399158 
10.245082 


11.167140 


12.172182 


13.267678 


O 53] 


10% 


1.100000 
1.210000 
1.331000 
1.464100 | 
1.610510 | 


1.771561 
1.948717 
2./43589 
2.39/748 
2.593/42 


2.853117 
3.138428 
3.45227] 
3.797498 
4177248 | 


4.594973 
5.054470 
5.559917 | 
6.115909 | 
6.727500 


7.400250 
8.140275 
8.954302 
9.849733 
10.834/06 


[11.918177 | 
13.109994 
14.420994 
15.863093 
17.449402 | 








0.047778 | 


0.051019 





0.05437] 








0.065051 





0.088827 | 











532 e o 533 
à TABLA DE INTERES [ICOMPUESTO DECRECIENTE 
Anualidad cuyo valor actual es $1 ja interês compuesto de 1 a 30 afios 
anos| “2% 1% 142 % 2% 212 % 3 % 3% % 4% 4Va % 5% 5 Va % 6% 7% 8% 9% 10% 
ES | 
71 | 1.005000 | 1.010000 | 1.015000 | 1.020000 1035000 | 1:040000 1.045000 | 1.050000 | 1.055000 | 1.060000 | 1.070000 | 1.080000 | 1.090000 | 1.100000 
2 | 0.503753 | 0.507512 | 0.511278 | 0.515050 | 0.518827 | 0.522611 | 0.526400 | 0.530196 0.533998 | 0.537805 | 0.541618 | 0.545437 | 0.553092 | 0.560769 | 0.568469 | 0.576190 
3| 0.336672 | 0.340022 | 0.343383 | 0.346755 | 0.350137 | 0:353530 | 0,356934 | 0.360349 0.363773 | 0.367209 | 0.370654 | 0.374110 | 0.381052 | 0388034 | 0.395055 | 0.402115 
4 | 0.253133| 0.256281 | 0.259445 | 0.262624 | 0.265818 | 0.269027 | 0.272251 | 0:275490 0.278744 | 0.282012 | 0.285294 | 0.288591 | 0295228 | 0.301921 | 0.308669 | 0.31547] 
5 | 0.203010 | 0.206040 | 0.209089 | 0.212158 | 0.215247 | 0.218355 | 0.221487 | 0.224627 0.227792 | 0.230975 | 0.234176 | 0.237396 | 0.243891 | 0.250456 | 0.257092 | 0.263797 
6 | 0.169595| 0.172548 | 0.175525 | 0.178526 | 0.181550 | 0.184598 | 0.187668 | 0.190762 0.193878 | 0.197017 | 0.200179 | 0.203363 | 0.209796 | 0216315 | 0.222920 | 0.229607 
7 | 0145729 | 0148628 | 0151556 | 0154512 | 0157495 | 0,1405064 | O. 163544 0.166610 | 0.162701 0.172820 | 0.175964 | 0.179135 | 0.185553 | 0.192072 | 0.198691 | 0.205406 | 
8 | 0.127829 | 0.130690 | 0.133584 | 0.136510 | 0.139467 | 0.142456 | 0.145477 | 0.148528 0.151610 | 0.154722 | 0.157864 | 0.161036 | 0.167468 | 0.174015 | 0.180674 | 0.187444 
9 | 0.113907 | 0.116740 | 0.119610 | 0.122515 | 0.125457 | 0.128434 | 0.131446 | 0.134493 0.137574 | 0.140690 | 0.143839 | 0.147022 | 0153486 | 0.160080 | 0.166799 | 0.17364] 
10 | 0.102771 | 0.105582 | 0.108434 | 0.111327 | 0.114259 | 0.117231 | 0.120241 | 0.12329] | 0.126379 | 0.129505 | 0.132668 | 0.135868 | 0.142378 | 0.149029 | 0.155820 | 0162745 
n | 0.096454 | 0.099294 | 0.102178 | 0.105106 | 0.108077 | 0.111092 | 0.114149 | 0.117248 | 0.120389 | 0.123571 | 0.126793 | 0133357 | 0.140076 0146947 | 0.153963. 
12 | 0.086066 | 0.088849 | 0.091680 | 0.094560 | 0.097487 | 0.100462 | 0.103484 | 0.106552 0.109666 | 0.112825 | 0.116029 | 0.119277 | 0.125902 | 0.132695 | 0.139651 | 0.146763 
13 | 0.079642 | 0.082415 | 0.085240 | 0.088118 | 0.091048 | 0.094030 | 0.097062 | 0.100144 | 0.103275 | 0.106456 | 0.109684 | 0.112960 | 0.119651 | 0.126522 | 0.133567 | 0.140779 
14 | 0.074136 | 0.076901 | 0.079723 | 0.082602 | 0.085537 | 0.088526 | 0.091571 | 0.094669 | 0.097820 | 0.101024 | 0.104279 | 0.107585 | 0.114345 | 0.121297 | 0.128433 | 0.135746 | 
15 | 0.069364 | 0.072124 | 0.074944 | 0.077825 | 0.080766 | 0.083767 | 0.086825 | 0.089941 0.093114 | 0.096342 | 0.099626 | 0.102963 | 0.109795 | 0.116830 | 0.124059 | 0.131474 
16 | 0.065189 | 0.067945 | 0.070765 | 0.073650 | 0.076599 | 0.07961] | 0.082685 | 0.085820 0.089015 | 0.092270 | 0.095583 | 0.098252 | 0.105858 | 0.112977 | 0.120300 | 0.127817 
7 0.061506 | 0.064258 | 0.067080 0.069970 | 0.072928 | 0.075953 | 0.079043 | 0.082199. 0.085418 | 0.088699 | 0.092042 | 0.095445 | 0.102425 | 0.109629 | 0.117046 | 0.124664 
18 | 0.058232 | 0.060982 | 0.063806 | 0.066702 | 0.069670 | 0.072709 | 0.075817 | 0.078993 0.082237 | 0.085546 | 0.088920 | 0.092357 | 0.099413 | 0.106702 | 0.114212 | 0.121930 | 
19 | 0.055303 | 0.058052 | 0.060878 | 0.063782 | 0.066761 | 0.069814 | 0.072940 | 0.076139 | 0.079407 | 0.082745 | 0.086150 | 0.089621 | 0.096753 | 0.104128 | 0.111730 | 0.119547 | 
- 20 | 0.052666 | 0.055415 | 0.058246 | 0.061157 | 0.064147 | 0.067216 | 0.070361 | 0.073582 | 0076876 | 0.080243 | 0.083679 | 0.087185 | 0094393 | 0.101852 | 0.109546 | 0.117460 | 
21 | 0.050282 | 0.053031 | 0.055866 | 0.058785 | 0.061787 | 0.064872 | 0068037 0.071280 | 0.074601 | 0.077996 | 0.081465 | 0.085005 | 0092289 | 0.099832 | 0.107617 | 0115624 
- 22 | 0.048114 | 0.050864 | 0.053703 | 0.056631 | 0.059647 | 0.062747 | 0.065932 | 0.072547 | 0.075971 | 0.079471 | 0.083046 | 0.090406 | 0.098032 | 0.105905 | 0.114005 
23 | 0.046135 | 0.048886 | 0.051731 | 0.054668 | 0.057696 | 0.060814 | 0.064019 73 0.070682 | 0.074137 | 0.077670 | 0.081278 | 0.088714 | 0.096422 | 0.104382 | 0.112572 
24 | 0.044321 | 0.047073 | 0.049924 | 0.052871] | 0.055913 | 0.059047 | 0.062273 | 0.065587 | 0.068987 | 0.072471 | 0.076036 | 0.079679 | 0.087189 | 0.094978 | 0.103023 | 0.111300 
25 | 0.042652 | 0.045407 | 0.048263 | 0.051220 | 0.054276 | 0.057428 | 0.060674 | 0.064012. 0.067439 | 0.070952 | 0.074549 | 0.078227 | 0.085811 | 0.093679 | 0.101806 | 0.110168 
26 | 0041112 | 0.043869 | 0.046732 | 0.049699 | 0.052769 | 0.055938 | 0.059205 | 0.062567 | 0.066021 | 0.069564 | 0.073193 | 0.076904 | 0.084561 | 0.092507 | 0.100715 | 0.109159 
27 | 0039686 | 0.042446 | 0.045315 | 0.048293 | 0.051377 | 0.054564 | 0.057852 | 0.061239 | 0.064719 | 0.068292 | 0.071952 | 0.075697 | 0.083426 | 0.091448 | 0099735 | 0.108258 
28 | 0.038362 | 0.041124 | 0.044001 | 0.046990 | 0.050088 | 0.053293 | 0.056603 | 0.060013] 0.063521 | 0.067123 | 0.070814 | 0.074593 | 0.082392 | 0.090489 | 0.098852 | 0.107451 
22 | 0.037129 | 0.039895 | 0.042779 | | 0.048897 | 0.052115 | 0.055445 | 0.058880 | 0.062415 | 0.066046 | 0.069769 | 0.073580 | 0.081449 | 0.089619 | 0.098056 | 0.106728 
30 | 0.035979 | 0.038748 | 0.041639 | 0.044650 0.061392 0.068805 | 0.072649 | 0.080586 0.097336 | 0.106079 
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ll CUADRO DE LAS FORMAS BASICAS | DE 


FORMAS SIEMPRE FACTORABLES 
BINOMIOS 
DIFERENCIA DE CUADRADOS 
a*— b?= (0 + b)la— bb) 

lóxº — 25y* = (4x + 5y2)(4x — 5y2) 

ax"! oc5y? 
SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS 

a + b8 = (a + b)(a? — ab + b?) 

a*— bº=(a—b)(aé + ab + bº) 

270º + b$ = (3a + b?)[(30)? — 30(b2) + [b?)2] = (30 + b2)(9a? — 3ab? + b*) 
a — 8= (a — 2)[a? + 2(a) + 22] = (a — 2)(a2 + 2a + 4) 
SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IMPARES IGUALES 
mê + nº=(m+n)(m*— mên+ mn? — mn + nº) 
oº— bi = (a — b)(aé + ab +a*b? + ab* + b?) 


TRINOMIOS 
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 
m+2m+i=(m+1)(m+1)=(m+1P 


m 1 
POLINOMIOS 
FACTOR COMUN 
xa +b) + m(a +] 
xMa+b) ma +b) 
ER ota 
xta+b)+ma+b)=(0+b)(x+ m) 
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DESCOMPOSICION FACTORIAL 


FORMAS NO SIEMPRE FACTORABLES 


BINOMIOS 
SUMA DE DOS CUADRADOS 
at+4b! af + 4bt 


— do*h> e. 402b*? 
0! + 40262 + 4bi— 402b?= (o! + 4o2b? + 4b!) — 402? 
= (a? + 2b2º — 40%? 
= (a* + 2bº + 20b) (a? + 2b* — 29h) 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION Y SUSTRACCION 
x — xy” + yó xº — xy” =| y* 
E raia 
xt + 2x2y? = y* = xºy? =— [x* Ra 2xºy2 EE y3) u= x2y? 
(factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x? + y=)" — x?y* 
([factorando la diferencia de cuadrados)= |x" + y? + xy)(xXº + y* — xy] 
(ordenando) = (xº + xy + y?)(xº — xy + yº) 


TRINOMIO DE LA FORMA x2+ bx + c 


x +5x+6 e E Sx 6 |x )lx ) 
xe Sxt-d do )fx + ) 
x + 5x+ 6= (x+ 2)(x +3] 


TRINOMIO DE LA FORMA ax: + bx + c 


6x2— 7x — 3 36x2— 6l7x)— 18 (1)  lóx9)lóx+2) (3) 
(6x)*— 7(6x)— 18 (2) [o 
lóx— 9) xt 2) 


FE =(2x—3)(3x+1) (4) 


6 =x — 2='(2%= 39x +17] 
POLINOMIOS 


POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL EN X (EVALUACION) 





Coeficientesdel polinomio ] + 2 — 1 — 2 | x=1 
IXl=+1 3JX1l=+3 2X 1=52 
Coeficientesdel cociente | + 3 + O 
dd +2]—x—2=(x—1)(xº+3Ix+2) 
(factorando el trinomio) =(x— 1)lx+ 1)(x+2) 
POLINOMIO DE CUATRO O MAS TERMINOS (AGRUPACION) 
ax + bx + ay + by ax+bx+ ay + by =[ax + bx) + [ay + by) 


=xla+b)+y(o+b) 
=(0+b)(x+y) 


236 6 


Iv TABLA DE POTENCIAS Y RAICES 


ur | me [O 


od o Ch -— 


>> RCCÇÃÇ LLC CLT CC NH apo mição (q 


100 
121 
144 
169 
196 
225 
256 
289 
324 
36] 
400 
441 
484 
529 
576 
625 
676 
729 
784 
84] 
900 
961 
1,024 
1,089 
1,156 
1,225 
1,296 
1,369 
1,444 
1,521 
1,600 
1,68] 
1,764 
1,849 
1,936 
2,025 
2,116 
2,209 
2,304 
2,401 
2,500 


La 
1.732 
2.000 
2.236 
2.449 
2.646 
2.828 
3.000 
3.162 
3.317 
3.464 
3.606 
3.742 
3.873 
4.000 
4.123 
4.243 
4.359 
4.472 
4.583 
4.690 
4.796 
4.699 
5.000 
5.099 
5.196 
5.291 
5.385 
5.477 
5.568 
5.657 
5.745 
5.831 
5.916 
6.000 
6.083 
6.164 
6.245 
6.325 
6.403 
6.48] 
6.557 
6.633 
6.708 
6.782 
6.856 
6.928 
7.000 
7.07] 


27 
64 
125 
216 
343 
512 
729 
1,000 
1,331 
1,728 
2,197 
2,744 
3,375 
4,096 
4,913 
5,832 
6,859 
8,000 
9,26] 
10,648 
12,167 
13,824 
15,625 
17,576 
19,683 
21,952 
24,389 
27,000 
29,791 
32,768 
35,937 
39,304 
42,875 
46,656 
50,653 
54,872 
59,319 
64,000 
68,92] 
74,088 
79,507 
85,184 
91,125 
97,336 
103,823 
10,592 
117,649 
125,000 


1.000 
1.260 
1.442 
1,587 
1.710 
1.817 
1.913 
2.000 
2.080 
2.154 
2.224 
2.289 
2.351 

2.410 
2.466 
2.520 
2.571 
2.621 
2.668 
2.714 
2.759 
2.802 
2.844 
2.884 
2.924 
2.962 
3.000 
3.037 
3.072 
3.107 
3.141 
3.175 
3.208 
3.240 
3.271 

3.302 
3.332 
3.362 
3.391 

3.420 
3.448 
3.476 
3.503 
3.530 
3.557 
3.583 
3.609 
3.634 
3.659 
3.684 


— [=[==l=P 


1.000000000 
500000000 
333333333 
-250000000 
- 200000000 
166666667 
142857143 
«125000000 
mma 
«100000000 
«090909091 
083333333 
076923077 
071428571 
066666667 
062500000 
058823529 
055555556 
052631579 
050000000 
047619048 
045454545 
04347826] 
041666667 
040000000 
038461538 
«037037037 
035714286 
034482759 
033333333 
032258065 ' 
031250000 
030303030 
029411765 
028571429 
027777778 
027027027 
026315789 
025641026 
025000000 
024390244 
023809524 
023255814 
022727273 
022222222 
«021739130 
021276596 
020833333 
020408163 
«020000000 





7.14] 
7.2N 
7.280 
7.348 
7.416 
7.483 
7.550 
7.616 
7.48] 
7.746 
7.810 
7.874 
7.937 
8.000 
8.062 
8.124 
8.185 
8.246 
8.307 
8.367 
8.426 
8.485 
B.544 
8.602 
8.660 
8.718 
8.775 
8.832 
8.888 
8.944 
9.000 
9.055 
9.110 
9.165 
9.220 
9,274 
9,327 
9.38] 
9,434 
9,487 
9.539 
9.592 
9.644 
9.695 
9,747 

19.798 
9.849 
9.899 
9.950 

10.000 


132,65] 
140,608 
148,877 
157,464 
166,375 
175,616 
185,193 
195,112 
205,379 
216,000 
226,981 
238,328 
250,047 
262,144 
274,625 
287,496 
300,763 
314,432 
328,509 
343,000 
357,91 
373,248 
389,017 
405,224 
421,875 
438,976 
456,533 
474,552 
493,039 
512,000 
531,44] 
551,368 
571,787 
592,704 
614,125 
636,056 
658,503 
681,472 
704,969 
729,000 
753,57] 
778,688 
804,357 
830,584 
857,375 
884,736 
912,673 
941,192 
970,299 
1,000,000 


3.708 
3.733 
3.756 
3.780 
3.803 
3.826 
3.849 
3.871 
3.893 
3.915 
3,936 
3.958 
3.979 
4.000 
4.021 
4.04] 
4.062 
4.082 
4.102 
4121 
4.14] 
4.160 
4.179 
4.198 
4.217 
4.236 
4.254 
4.273 
4.291 
4.309 
4.327 
4.344 
4.362 
4.380 
4.397 
4.414 
4.43] 
4.448 
4.465 
4.481 
4.498 
4.514 
4.53] 
4.547 
4.563 
4.579 
4.595 
4.610 
4.626 
4.642 


Inverso 


019607843 
019230769 
018867925 
018518519 
018181818 
017857143 
017543860 
017241379 
016949153 
DT 6666667 
016393443 
016129032 
015873016 
015625000 
015384615 
015151515 
014925373 
014705882 
014492754 
014285714 
014084507 
013888889 
013698630 
013513514 
013333333 
013157895 
012987013 
012820513 
012658228 
012500000 
012345679 
012195122 
012048193 
011904762 
011764706 
011627907 
011494253 
011363636 
011235955 
on 
010989011 
010869565 
010752688 
010638298 
010526316 
«010416667 
010309278 
010204082 
O1ON01010 
010000000 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DEL TEXTO 


EJERCICIO 1. 1. +260 bs. 2. —345 sucres. 3. +$67. 4 +437 soles. 5 —S$30. 
6 —$9. 7. -70 colones. g 0. 


EJERCICIO 2. 1.-3º. 2. —1º. 3.18º. 4 13º. 5. —-6º%. 6 —4º, 09, +12º. 
« —59, —7º, —4º, +29. 8. —49º. 9, Long. —66º; lat. —20º. 10, Long. +21º; 
Te. +61º. 11. +60 afios. 


EJERCICIO 3. 1. +32m; —Ióm. 2. +10m;-4m. 3 -35m. 4 -66m. 
d. —48 m; +54 m. 6. Corredor +800 m; yo —1200 m. q. +12 p; —28 pies. 
8 +3m. 9. —1lim. 10. — 12m. 141.+17m. 192.-4m. 13. +44 m; +1I2m; 
—-18 m, —48 m. 14 —60 Km; 0; +60 Km; +120 Km, 
EJERCICIO 7. 1. 3x. 2. 17a. 3. 20b. 4 —6b. 5 —-9m. 6 -16m. 7. Dar. 
8. l4az+2 q —Gm+1 10. —dar2, 19a 19 “ab. 13. =x. 14. —xy. 
15. —5alb. 16. ——a. 17. 23. 18. 36x. 19. —24m. 20. —5alb. 91 12%. 

11 3 31 s s 
22. —13ar+, 23. -a. 24. Re jo 25. ar 26. — Ux. 27. 39a. 928. l4m e 
29. —38xºy. 30. —28a". 31. Ta. 32 max. 33. 2.6m. 34. — sab. ss — 5. 

0 29 

36. 39ab2. . 97 —20m. 38. —19x8+1, o md 40. — Sab. 


EJERCICIO 8. 120. 2. —2a. 3 —Gab. 4 Gab. 50. 6.0. 7 18xy. 8. 7x%. 
9. —llx%y. 10. ômin. 11. 25xy. 192. iai é 13. 0. 14. O. 15.0. 16. is 
17. 97ab. 18, —6x. 19. 0. 20. ——a. 21. Ta 29, maib. 28, x). 24, — am. 
25. — am. 26. — mn. 2. — —a?b. 28. “9 aibs, 29. 2a 30. 2a*. 31. 0. 

a im". 28.0. ga —an-8, 2 mama, 36. =a?, 37. — mn. 98. —17a"2b=2, 
39. —amba, 40. 0.3ômxy. 


EJERCICIO 9. 4. 1la. 20. 3 —I6mn. 40. 5 15m ço. 7 —3la*. 8.0. 

9. 0. 10. —5m. 11. Sab. 19.0. 43. -15ab. 14.0. 15. 12%. 16. —53ab. 
17. —36xy2. 18. 157ax. 19.0. 90. 0. 91. =x. 29. = 98. — —a?b. 94. — ab? 
25. —6da. 96. 80c. 97. mn. 98.0. 29.3. 30 —5x 31 —>x 92.0. 33. ax 
34. B8a. 35 —9b. gg —16202%b. 37 —1340m2x. se. Taba, 39. —28a. 40. 0. q 


EJERCICIO 10. 4 130-13b. 5 0. 3 25x-12y-10. 4 —13m+7n-S6. 5. 2a. 6. —30z. 
7. 89º-12ab—11. g 21a-30b. q —48a%b. 10. —2a-14. 141, 7m!-129m2+6mn 
12. Em Pi AE ds 13. —25. 14, ar guo=a, 45. ae Sb—3.4€. 
7 13 1 19.0* 6 7 
16. qa Tha. 17. —on'-qmm. 18. o ab—b. 19. 10 xy2— "+25. 
13 


0-1 E -2 
sm SEDE 


1 1 63 1 5 
= 6% Em Tm ES 26 


2 
15. 3. 16. 24. 17. 216. 18. + 


EJERCICIO 11. 4 6. 9 120. 4 
10. 12. 11.5 12.5 13.60. 14 


pé 68 [ho 


EJERCICIO lt. 4,4 27 4% é -21+. 6.1 6. -- 1.495 8.8; 
9. 67 10. 8456. 11. 7: 12.0. 13.1. 14 23. 15. 15. 16.4 17.5: 18.7 
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EJERCICIO 13. 15 233 77 415.60 6 =. 7. 265. 8 14 So 
10. 31. 11. 55. 12. 176. 13. 25. 14. 25. 15. 162 16. 312. 17. 145, 18. + 19. —3. 


um 20 


o =: 132, 22. 175. 28. 208, ae = 


12" as 


EJERCICIO 14. 1. atb+m. 2. mtbi+xt. 3. a+l, a+2. 4. x—1], x—2. 6. 942, 
v+4, 9+6. 6. Matx+m). 7. m—n. 8. bs.(x-6). 9. (x—-m) Km. 10. &Kx+a—-m). 

11. [m—(a+b+c)] Km. 192. $n—300). 13. (365-x) ds. 14. $8a; $15a; ma. 

15. 20+3b+—. 16. axb m?. 17. 23nm2>. 18. x? m2?. 19. $3a+6b); S(ax+bm). 
20. (a+b)(x+y). 91. Hx+6)8. 292. bs. (a-8)(:+-4) 23. —"sucres. 24. $-. 

25. — colones. 96. = soles. 97. > m. 98 * Km. 29. e 30. (x+2x+5) hab. 


14 
31. [1000-(a+= +] sucres. 


EJERCICIO 15. 1. m+n. 2. m—n. 3. 4b-3a. 4 5b-ba. 5.1. 6.3. 7. “a 
8. ômn-m. 9. 12. 10. —1l3x. 11. —3m. 12. —Gab. 13. —10xy. 14. —IlOm 

15. ab. 16. bre. 17. b. 18. —xy. 19. —abé. 20. - Cx, 21. hrs 

22. atb+c. 23. a—-btc. 24. a-b+2c. 25. Im—In+4p. 26. at—-Tab—Sb?. 

27. xº—-3xy—4y?. 98. xº—xy+6. 29. Ba—-b. 30. —m-—4n. 31. a-b. 32. =y—a. 

33. —m—mn. 34. 8b2+5ab-8a2. 35. 10mni-9m. 36. 5-4x2y—6xS. 

37. 4xº+3xy+7y2. 38. —9a2b—6Gab2—7Tb3. 39. m'-min+imn?—ns. 40. Sar b—6. 

41. b. 42. m-8min—Tmn?. 43. Bx—ITy—2z. 44. 1502-Bab—15b2—11. 45. 2xy3--4y1—8. 
46. Ga-Sb+2. 47. Exttixy. 48. Bam? 49, Txtxyry 60. Salbtoab?, 


EJERCICIO 16. 1. 5a+5b. 2. —-c 3.0. 4. 3x. 6. 2b. 6. —4r. 7. —2x. 
8. —âm-—én—8. 9. —6a-—c. 10. —2ab. 11. ayraz. 12. —2x+23. 13. am-ámn. 
14. a+9b-+4c. 15. ôm—7n. 16. 1004+3b+12c—7. 17. 8x+5z. 18. 19a+30. 

19. 19x+7y—-32-10. 20. —m+3n+2p-9. 921. —14a*+7am. 922. im i-lIm2+-6m's, 
23. y+3z+2u. 924. —3a+2c. 925. 2ab. 96. 2a. 


EJERCICIO 17. 1. 2xº-x. 92 a2-ab+b2. 3. x3-xº+92x+4. 4. at+a'—-3a2+4a. 

Ê xº—xº-+3x+6. 6. 4xº—1lx+1. 7. —4m-Bmn. 8 3x—1. O. x2+3xy—292. 10. —b?. 
- —4xº+6x—1. 192. 20º-a2—-lla+l5. 13. —8x2+9x—6. 14 208+54ºb-1lab?—263, 
15. dxº—-5x?y—3xyº— 593. 16. Gmnº+8n3. 17. x!+xº+2x2-3x+11. 18. af+a'pa'—2a3—a?. 

19. xº+3x*—3xº—Txº—3x+2. 920. attõa-l. 21. xt-5xºy—5x2y2+9xy3-+98—6. 

22. —ixt+Hixy—y2. 93. d0º-2x3. 94, —3aº+3aim—bam?-b. 95. 2xº+2x*y+2xº%y2-+3x2y8. 
26. atratrai+4. 97, —2a!-ab3-4b!. 98. lmn?. 29. +61 pars, 

30. 43-32 Lari Dgx 


EJERCICIO 18.1, Dx!+2xy+iy2 q, ia. 3. x2-Day+oy2. 4 Tx). 

5. mat cab— =b2, 6. Araxy— 9º. 7, cat a?b— Cab —bs, 8. Ext oatogi at. 
5 1 so 1 1 DRI cus aum Lao 

9. m8—=mên— mn? n3, 10. La So ui no AO 
—2x5— gd ap oa2+ Dx— E EI VD 

2d. —ex o A UR 4. 12. a EP DR 


7 =, 18 3 5 3 2) 
18. asp > çe BD: Dat a Sa? Ea 14. a do dão da dO RaRE a (STS o 
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EJERCICIO 19. 1.2y-8; 0. 2.-6x2+10x—72; —172. 3. —x!+7x'y—5x2y2+10xy?—y*—8; 
3811. 4 9m-45n+42; —1l. 5.10nx-3ab-cn—5; —15. 6 —4aº+2ab?—-2b3-+8; —49, 


7. 27m'+mên+22mn?+125nº—8; 1. 8. 3x*"1+29b-2-3m*4; 21. O. mr3; —. 
º ê asas ha = 2 —. 8 O — 138 
10. TRE) AD NA A 11. qa?—-cab+b?; 6. 12. -m?-dômn+ = n?+3; 20" 


EJERCICIO 20. 1.-13. 2.-11. 3-3. 4.3. 5.8. 6.2a-3b. T7.3b-2. 
8. 4x—6b. 9 —-5a-6b. 10.3-8x. 11.-9aº-5b2. 12.5yz—-7xy. 13. -a. 14. —]4m?, 
15. —5x2%y. 16. 1808m?. 17.0. 18.77x”y. 19.0. 20. 3a—-Gbw2. 21. —Bxm2-11, 


- Mar. 23. 15001, 24. 140br1, 25.20m 26.50 27.5. 28.xº 29. 0x%. 
 cab?, 31. —-5. 32.8. 33.-2. 34.9. 935.0. 36.5+2. 397. —b-Bx. 


22 
30 
38. -ôm—2n. 39.64+3b. 40.5aº+8b. 41. 9-7a. 42. 25ab+25. 43.4. 44. —b, 
45. 65x). 46. 6422%b. 47. —1llay. 48. —10ab. 49.0. 50. —das. 51. 3180", 


52. 96m*. 53. —49ar1, 54 —-217m*. 55. —19902. 56. 6a ++. 57. e 58. —Em. 
59. Tab? 60. —45-aºb?, 


EJERCICIO 21. 1.2b. 2.3x-5y. 3. 1lat+b—4. 4. xº+2x—6. 5.aº-Bab-9ab?, 
6.0. 7. 2x+2y—-2z. 8. —2xº+xy+272. O x3—6x2+t4x. 10. —27!+6y3'+472—-6y—8. 

11. aº-1592b—6ab?+17a—5. 12. x!+8x%y+6x2y2+9xy8—-31yº. 13. 20+2b, 

14. —7ab+6ac+2cd—1Ode. 15. —5xº+17x?- 30x+24. 16.yº+11y!—-40y8+14y2+19y—31. 
17. 2Imên—22mn?—9n'-+-18. 18.xº+29xy—38xy2+32xy3+94. 19. mfemin?+13mn'+ 
21Imnt—-16mnº+80. 20. 8aº—a'b+1latb?+69ºb3+11a2b*—18ab'—9b'+42. 21, x8—-6xº— 
Txt—x3+29x2—-12x+25. 22. 8xº+28xºy+101xºy2— 6x2y8— 9xy*+98— 98. 23. m'+2]mn— 
8min?—14m'n'+21Imênt+18mn'—Bn8+22. 24. x7+8x8+16xº—-25x1+30xº—-23x2—59x+3. 
25. 9aº—-2505b--5303b8-+31a2b!+9ab'—4b8+14. 26. —4a*+7a” 4. 27 Im tim ml Im? 
Bm, 28. amtt5am8 Tam -Iaml-Barpl]daml, 29. xv2 +] x -26xº—36x0-1+ 
25x"-2—60x*-8,. 30. mt-Bm"— Im" 2+Im"-8—mn»-+—28mn-d, 


EJERCICIO 22. 1. -20+2b. 2. x+4y. 3.—-2a-b+5. 4. -2x2+5x+6. 5. —xº+x2y+6xy2. 
6. 8a'+a?b+5ab?. 7. —2a+3b-5c. 8. 3m—In+t4p. 9. 2x+2y—5z. 10. —202+7ab +62. 
11 —6m?+9mn. 12. xº-8x2+6x—10. 13. —-m*-8n+7. 14.7ab+oúbc. 15.0º-340ºb+Bab?. 
16. 6xº-8x2y—7xy2+6y'—4, 17. —l6n+19c—-d+14. 18. 5a'+20ºb+8a?b?—-45ab'+5b1., 

19. xº—-8x!—6x3-+19x2+9x+22. 20. —x8—Bx3y2+x2y3—-ODxyt— 4495418. 21, 11xº—-6x*— 
24xº+26x2—-10x+37. 22. aS—-Batb—-27a'b?+15a2b*-+53ab!—b'+14. 23. y8+15y'— 8y!— 
22yº-+72-+8y+14. 24. x8—7x7—x08—5x0+9x1+23xº—5x2—5]x—45. 26. x'—3x5y2-+95x%y)— 
D0x3y8-TxBy5-+ 50x yT+-60. 26. a*8—ar+2— Jar +6a:—5. 27. —1S0"—-Bar+100º2+ 6a» 
28. x*4+15x3-14x0+2. 3x0] 6x +59x01, 29. arpldami-33am-2+26073+8am+*+ 14075. 
30. m—1ôm*8+23m“*2+56m"+1—-lám:— Gm +8in*-2, 


EJERCICIO 23. 1.2-a. 2.8-a. 3. -a2-Ja-s. 4. xº-5xy. 5. —a+a?b—-ab?+1. 
6. 2xº+8x2y-+6xy2. 7. a3+8a2b—-fab2+b3. 8. yt+Bxy3 -Txy2t5xiy. 9. at-aim—Taim?+ 
18am*-4m*. 10.a-b-c-d+30. 11.x2-xy—y2-1. 12. a%-Da2b+Bab?—bs+6. ] 
13. xº+5xºy—17xy2+98+5. 14. x!-9x%y+8x2y2+15xy3—1. 15. a8+1latb—8aºb2—-202b3+ 
d4ab'+b8. 16. x!-5xº+x2+25x+50. 17.7º-9y5-17yt+9º—-18y2+y—41. 18. a8+15a'b+ 
9a*b2—17aSb'-+a2bt+14ab'+b8. 19. x!t+xº+x2—-16x+34. 20.m-mên—-Imn'+3n'—l. 
paes 1 2 4 2 5 8 13 2 

EJERCICIO 24. 1 cat+mab-<b?. day DAlio. 3 qab+mbc+-çed. 

É. Ed 6 " 19 B) 5 1 3 19 1 1 
4. E SR DT 5. edi E ESTO 6. + qmên—emn?+ nº. ; À qe qab- 

19 1 


3 1 ao 17 21 15 1 5 1 1 
Bai O PME mo 96d ma SON ie 092, Sa PARE Rm BL mên+t—mn2— —n3+ — 
E o 8. 1% +) A 9. “+ ça cd 10. mê+=m n+ mn e co 


8,4, 8 5 8 1 1 19 7 
11. Ec VET SE ad AG Pee 12. q4+ 0 Epd=—, 
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EJERCICIO 25. 1. —qal—-—a 


15,83 1 É aa Tica 
o b “ e 3 2 ). . . 
2 qarçb—od dd x8-xy—b. 4 hd Ag 
o — — a — p b — mt Dm — A m — +] — — —. — 1, 
õ qu n+ op Ed cd cd DE + nên— emênt+ omn'—s 
1 7 5 2 n 2 Comi 28 1 12 16 
di DD RO A DE LS RO = ap e 
AR 


2 mito ano 1, 92,044 2064 8 Bs, M 
11. q mê+ o mtn To nt nt+ —. 12. + ao! d+ 


«OM 1 7 
ES ie A - 
10. x rd RR ARE 


17 » 3 22 
e d+ cid qed ao 4 So 


EJERCICIO 26. 1. a?-4ab-b?; —11. 2. a?+5atb-Gab2+3b8; 11. 3. —Sa-Sb+c; 3>. 
4. 2m?-8mn-—1ônº; —=, 6. x!+16xºy— 18x2yº+0xyº+6y!; 4926. 6. a—-Baim—2Zam?+ 


19 1 1 1 8 Bo: 88 
6ms; emo Te qo cab be; "em 8. mº+-cmên+mn?; Er 2. a'—atb2 + 5a'b' — 


ga2b*-+b>; 21. 10. —1I6ab+lOmn—-8mx; —74. 11. a3—1la2b+9ab2—bs: o 2 xt xt . 
5 8. 5 1 8 1 fe a Da O aaa 
as ares 13. Pad io RE dd 56. 14. a Ea UÉ iirrh 


EJERCICIO 27. 1. —ab+4b2. 2. —13. 3. xº-12xy—-4xy2—-y8. 4. Gmt-4n3 5. 5a. 
6. 2a+b—c. 7.0. 8. —24x2-5ax—-ga?. 9. —al-5a?+2a-—3. 10. 12x1+2x3º+9x2+6x—5. 
11. 8a3—-ab2+b3+5. 12. nº4+1]1Int-26nº-B8n2+20n—4. 13. —6a!+1laim+3am?—5am'+ 
imt+6. 14. 7xº+4xºy—38x3y2—13x2yº-+48xy*-+875. 15. b. 16. 8x+6y+6. 17. x2—-7xy+ 
43yº—16. 18. a2+2b2, 19. 4x3—-1dxºy+5xy2-2078. 20. 0. 21 nº-6n5+4m+1Dn3—-Bn—95. 
22. a'+17atb+Tasb2+Ta2b' —-Sabt—2b5. 23. mi-3m'-om?+ôm-—l. 24. 2b2-4, 

25. —6a+7b—11l. 26. aº—2aº+808+1792-10a+1. 27. ôm*+IlIImôn4tIlImên?+ 1 Imn'—I7n4. 
28. 20º+7a!b—3aºb?—2402b3-+ab! —208—6. 20. 29x%y—47x%y2-Dxyt+y5. 30. 8a2— 
Taci—-Sa +] Barl—gr2, 


EJERCICIO 28. 1. x+2x-3. 2. —3a+b+c. 3. 6x3+2x2-8x+3. 4. —alttasral-a, 
5. —3ab—6bc—9. 6. 10a?x—ldax2. T. x!+6xº—-12x2+-4x+1. 8. mt+1Tmn+Imêne— 
êmn'—Blnt—2. 9. aS—llal-da?-Ja+42. 10. 17x2+14. 11. 02-2a+1. 12. —ab+5b2. 
13. m'-Iim'+m' +IBm—24. 14. —x5+9x%y+xºy2+T7x2yb+dxyt ay +T. 15. at4+8aº— 
4at-2a'-+-44a2—-44a. 16. 1Matx—a'x2— 1002xº+26axt—5xº+99. 

1 


5 5 + 3 2 5 R 7 5 2 3 
EJERCICIO 29. 1. ID. A qu*— ca+6. 3. Ta+0+6. 4. Rana beep a 


4 3 2 1 4 138 AM É a Sá 1 NES, 
4 3 2 3 2 2 
- —at— -—q——. 6 —x+—7-—. 7. —a+-a?b+—ab?. —0——€. 
DGE qe ga qu 6 qria de qottogalb rob 6. 44-70" 
= Wa 28 2 7 7 1 1“ 1 2 
- TA+—. Ty,  —qi— DS —, — —mên——mên?+—mn'— nt, 
à pita 10 to dd es mw 12. —3 60 E dd 


7 
30 


1 2 8 13 1 1117 
z+—-m——n+—.,  ——qt—- —q2+ —, 
"4 perigo de a Do Tuga 


1 13 
13. q dr 
EJERCICIO 30. 1. —xº)+x2+3x—11. 2. 5a-)b+6c+8Bx+9. 3. —a!—-Ba2b+5ab2—3b3. 
4. xº-4x2—-x+13. 5 mt-g4mên?-Imn'+Gni+8. 6. 4x3+-5x2—-5x—92. 7, De 5a'+8Bab2— 


68-11. 8. SA—=9—4, 9. —oxº+7xy+8y2+1. 10. 10m'-8mên+imn?—-2n3. 11 De 0. 


EJERCICIO 31. 1.7. 2. 5-3x. 3.304+b-3. 4. Gmtn. 5. —2x. Ga. TT. 22. 
8. 4. 9. —x?-2xy+92. 10. 5—6m. 11. x—y+2z. 12. —2b. 13. 2y2+3xy—3x2. 
14. 8x2+4y2. 15. 0. 


EJERCICIO 32. 1. 2a-b. 2. 4x. 3. m+2n. 4. ie 5. a+c. 6. 2-5n. 
7. y—2x. 8 2x2+H4xy+372. 9. a—-2b. 10. —3x+y. 11. 30—7b. 12. Tm?+2n—s5. 

13. b. 14. 5x—59+6. 15. 6a+7c. 16. —6m+2n+1. 17. —a-5b-6. 18. —4. 19 b. 
20. —3a—3b. 21. —a+b+2c. 22. —âm+ân—T. 28. 2y-—-z. 24: 3a+b+e. 
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EJERCICIO 33. 1.a+(—-b+c—d). 2. x4(-3xy—-y2+6). 3 xº4+(4x2-3x+1). 
4. at+(—Da2b+3ab2—b3). 5. xt-x34(2x2-9x+1). 6 2a-(—b+e-d). 7. x3-(—x2— 
dx+d). 8 xº-(5xºy—-Bxy2+9º). O a?-(x2+2xy+93). 10. 22—(—b?+2bc+c?). 


EJERCICIO 34. 1.x—-[-2y—(x—9)]. 2. 4m—[2n-38+(—=m+n)—(2m—n)]. 3. x2—43xy— 
Vgrslirs Jh 4 xº— But [4249] px (Dx 3) 5. nao jo +4—2a-+[a+(b—a)]b). 
—[a(Sa+b)) 7 [Bay at]. 8 [at [-Sxtp 4x) 
—[m*—(3m2-+2m+3)]—(—2m+3) +. 


EJERCICIO 35. 1. —6. 2.32. 3. -240. 4. —alb?, 5 —6x. 6. 44%b3. 7. —5x%y3. 
8. Satb3x. 9. 20mn>p. 10. —30aº xy. 11. dx2y%z+. 12 abc? d. 13. 24002x73. 

14. —1202b3x2y. 15. Pla2btx8. 16. TDalmêntxt.” 17. —ambr, 18, 30am2bniBy, 

19, — (%tLydmydn, 20. Gm*tên%t, 


EJERCICIO 36. E. qm. 9. x2m+2, 3. —dar+2x+, 4. — q2u+3b2n+2, 5. 12a21+0hb2n+4, 
6. 12x"+yme6, 7 —20xMm Dão, S=qimbi, O, 4gtmiyms, 10, 35cmP Into, 


2,5 Za 8 À Sinai asi 
EJERCICIO 37. 1. ab. 2. —almbn. 3 ——aixtyt, 4 —almind. 5. —atbo, 
6. Satbx'yo, 7. AMI, 8. ameba, g. — Satibnee, 10. qr Abtmed, 11. — Ss atmbên, 
13. Sateaperes 


EJERCICIO 38. 1. —3a!. 2. 30?x%. 3. —lômênt. 4. 200ºx%y2. 5. —6ambxa, 
6. catmxt. 7. —ambus, 8 —Savêm. 9 247. 10. —60atbix. 11. —Gambbry, 


12. xy 


EJERCICIO 39. 1. —6x*t+2x3. 2. 160x%y—6ax3y2. 3. —2x3+8xº—-6x. 4. 3a!b— 
120ºb+180ºb. 5. —a!b+2a2b2—-ab*. 6. 3a2x7—1Sa?xº—-94a2x3. 7. —4m'x+12min?x— 
28mêntx. 8. axty—daxy2+6axty3. 9. —4a?m?+90aºbm?+32aºb2m?. 10. —2am+ 
Dar—-Dam-l, 11. Jem. Oçêm IS m-1 12. gar**bn+LIque br+2 —-3gmbn+, 13. — d4xº+1]9x4— 
20xº-+24x2, 14. 30tbxº—]8aºbxt+270ºbxº—24bxº, 15. —a?nt3x24 Ban 4 quem gn? 
16. —3aºx'+18aºxº—240ºxº-+91a2xt—1502x3. 17. —15a?x*y2+2502x3y) —50 adição + —20aºxyº. 
18—2x"+14+-6x2:8 — 2x0+8 + 10xº*3, 19. —Sally2+]50by2— Sa? b%y2+ 1508b0y2— Gas by? 

20. 4aºmbr31.19g2m- Lhn+5 — 4g2m-2hns7 + 4gêm- 3bn+9, 


É Eras 6 
EJERCICIO 40. 1. —a3— > ab. 2. ——a ib+—asb2, 3. —a?c*+ mabet-—ac, 4. —a 'x+ 
DB) - + “+ 
2 1 8 3 Dai y a 2 3 
qobêx. Day ayt— ay. 6 —atxit abr atead, 7 niyt— xy 
És 5 5 5 1 e” 3 5 1 
— 35 8. q  — qém cútmio 2h2 CU cum a 2 2 2 q 3 Sn Ant sy 3 Es ps 6, 
pad À 8. — qUm+ a*bêm q 0mxº+ amy”. O. cmêntt+-om qmênº— —mên 
2 5 3 1 
10. — La3xioy3+ O g3x8ys— 2 93x8y7+ DL 03x4y9 
quêxiiyS+ maêxºy quêxty + max ty? 


EJERCICIO 41. 1. q“+2a-3. 2, 02-Da—-3. 3. xºtx—-20. 4. mê-1Im+30. 

o. x2º-8x+15. 6 a2+5a+6. 7. 6x2-xy—-2y2. 8. —15x2+22xy—8y2,. 9. 5a2+Bab—21b2, 
10. 14xº+22x—12. 11. —8a2+12ab—4b?. 12. Gm?-1IImn+5n?. 13. 32nº4+12mn-54m?. 
14. —14y2+71y+33. 


EJERCICIO 42. 1.» —-y3. 2 at-Jalbr3abl—b. 3 a3+3a2b+Bab2+b3. 4, xt-9x2+ 
x+3. Db. at-2Za2+a. 6 mens. 7. 2xt-x3+7x—3. 8. 37º+5y2-129+10. 9. amt-am—2a. 
10. 12aº—-350ºb+33ab“—10b8. 11, 15m'-omén-9mnº+3mêns+3mnt=n?. 12. a*-a?-2a-—1. 
13. xº4+12x2—-5x. 14. mê-Gmin+20mn'—IGmnt. 15. x!-x2-9x—]. 16. xº—-2x5+6x8— 
Tx*—-4x+6. 17. mtemf-4mtpm?-4m—l. 18. aº—at+7a2-2Ta+IO. 19. —x!+3x%y— 
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5xy3-+39t. 20. n!-Qnº+2n—1 21. aºb—5atb2+29a2b!—40ab*. 22. 16xº—24x2y2—2TYS. 
23. 4y!+4y3—13y2—3y=920. 24. —3x5—1laxt+503x2+3atx—Das. 25. —x*+2x%y—3x?yt—xyo. 
26. a!—5af-+31at—-Ba+21. 27. mt-m'+5m'-Gm+9. 28. aº— ab — 4a!b2 + 6a%b8 — 3ab?-+-08. 
29. x9—9x%y2+2x3y3-—Dx2y44+3xy5—D8. 30. 98-—2y5—ys-+4y3 —-dy+2. 31. Im? — 1Imtm+ 
18m'-gm2—-8m+4. 32. a8+2a5-20!—3a3-+202-a—l. 33. 24x5—52x1y+38xºy2—33x2y8— 
26xy!-+475. 34. 5a8-4a7-Bat+5at+5at—2aº+6a?—Ga—2. 36. x7—-3x8+6xº-+x?—3x+6. 

36. 3a8-+5aº'—9a!— 1043 +8a2+3a—4. 37. 5yº—-3y'—11yS+1195—17u*— AP APT d 

38. —m'+5mên—14mn2+20mtn*—13mênt—-9m2n'-+20mnt—4n7. 39. x-5x9y2+8x7yt— 
6x5y8—5x3y8+3xy10, 40. 30º—15a!+140º—280!+4703—28º+234—10. 41, a?—b?+2bc—c?. 
42. x2+xy—272-+3yz—22. 43. —2x2+5xy—xz—3yº—yz+1022. 44. xº-Bxyztyt+2. 


EJERCICIO 43. 1. atas 2. xnt243xnt3pxnttyn+o 3. met me Om -oGmtômel, 
4. atn+3 1 4g2n+2 Lgên+1 Dq, 5. x20+5 102044. 020+8 42042 0 q2n+ 6. a+2-92a*:+8a"1— 3a, 
7. 2x + 9qg2x1.  4q2x-2 1 5q2x-3 PR Dq2x-4, 8. m2"-2 me. m-1-4m2º+9m28+] +2m2+2 — m28+3, 
9. x2a-2.1 y2a-3  4y2a-d 2-7 10. a2nb8— g2n-1bt,-q2n-2b5 —-Dg2n-4b74q20-5D8, 11. ar qubx. 
abre bmx, 12. a—abr-i-gr-1b-+ br, 13. 3a5m-3—93q9m-2. 5 qómlt46Ga'm—3Oabm+, 
14. — Dx 30+1y2x-3.4 4802x-2. 1 08 88-22x — 30) 80-80) 2x+1 
1 5 1 1 7 ls Ei 35 2 “3 

EJERCICIO 44. 1. + qab— qb? 2. a SR 3. x? 62) + x? o: 

13 Saobs Sabe D mir min mêntt Lmnt— Susy la 
4. ei Ta? D+ ab? b8. 5. e mt+ mn aan + mn? nt. 6. 7X E cad ri 


9 19 4 28 19 3 1 101 139 1 5 
22,1, 4 4.8 9,4190242 Vs gd, Dad cc PO Dad O E À 
Pa + 0X E 7, dt x+a x2+ax TX 8. res aÃ Pa 7x2 + XY 


Sopa Ms, ap dd Las Emins mini 10 mansa Uni E 
É at e JD q mên+ o mên?— omên*+ mn? qn. 
EJERCICIO 45. 1. xº-xtpx2—-x. 9 x74xº-11x5+3x!-13x3+19x2—56. 3. afra'b— 
Tatb2+12a8b3—13a2bt+Tab'—b8. 4, mº—-Smn+Imin?+20mên'—19mn*—1Omn'—nº. 

5. x8-2x8—50x!+58x2—15. 6. alt-Tal+9alo+93a8—5208+420*—200?. 7. 3x15-20x12+ 
51xº—70xº-+46xº—20. 8, m?8-12m?+53m2—127mI8+187mI2—192m*+87m'—45 

9. 2x7—6x%y—8x5y2-—90x4y3 —D4x8yt—18x2y5-—4y7. 10. 60º—1207+20º—364º+6a!— 164º + 
38a2—-44a+14. 11, nlº—6n8+5n'+13nº—93n5—Bnt+44nº—12n2-32n+16. 12. 3x]—4xºy— 
15x5y2-+29x4y3—13x3yt-+5x7º—3y7. 19. x18-4x14y2-10x12)8421x1098+28xºy%— 23x0y10+ 

9x iyi24+33xºy!t— Gy18. 14. am+2.— Qqme Santar 25 qm-3, 15. Tat+5 — 95 q2m+8. 1. 6q2x+3. — 
TBaºm+2— Sql 4902 —T qr, 16. x20+8 4 y2n+2 OS y28+1.191y2a  46x20-14.19x20-219x20-8— 
x2a-4, 17. a3x+3 — 93 q9x+2 11920521 — 34057499 5x1 — 1 5q5x-2, 


EJERCICIO 46. 1. 42º+8a-60. 2. 3a2x2-342. 3. 208-26a+24. 4. x8pxt-x2—1, 

5. 3m!-28m'+52m?+48m. Gg at-2Za8b+2ab'—bl. 7. 3xº—6x!+6x2—3x. B xº—-2xt— 
xº+4x2—-5x+2. q am-2+gêm-1l -3a2m-2-9am—-Jaml+6. 10. at—-6a'+1la?—ba. 

1. x!-3x3-21x2+43x+60. 19, x7-+x9—-x5— xt —9x3—-9x2+9x+9. 13. 10848—1800º+ 
45at+450º—]8a2. 14, a8m2bx—arbaxa, 

EJERCICIO 47. 4 9x+22. 9 8x2+31. 3 1002+ax. 4. x2º-x2y2+92. 5. Bmt--m'+ 
gmin?-Imn?. 6 —y'+3y2. 7 —xº-6x+6. 8. —202+50+7. 9. —l4a2+5ab+5b2. 

10. dac. 11. 2xº+14xy—4y2. 19. —2m?—-10Omn+16n2. 13. —2x2+x+5ax—a—a?, 

14. a2+b2+cº—2ab—2ac—bbc. 45, x!-2x3-7x2+4x+14. 16. 3x2+5y2+2722-+5xy+2x24-2y2. 
17. 5x2—-5x+3. 18. —x]-6x+16. 19, 2mn—-Smn?—10n3. 20. —2xºy+10x2y2—10xy8+29º. 
EJERCICIO 48. 4 3x-3a—-2. 9 3ab-Ta-ib. 3 4x+6y+3. 4. 3x2+4x—5. 

5. —4a+4b—-3x—8. Gg a—-2x+10y. 7 lôm—-in+3. g. —ITa+12b+8. 9. —x—By+4. 
10. —8m+n—5. 11,36x+29y. 49. 800-50b. 13,0+7b. 14, a—-9b+3. 


EJERCICIO e 1. eo 9. 9. gde. 4 —Iab?, b—c Ga 7. —9x. 8 —5. 
9.1. 10.52) 11.5)! 12.—508b%. 43.—mn. qa Ta. 15. om. 16. aº2, 


Pnk- m- Sm. mM n- Sh X-mpm-n 3 A-Xgm X- 
7 EO aa POD agi atoa ao, mata 


b 


4 


, 
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EJERCICIO 50. 1.4. 9. —2x]. 3. =a?. 4. —at, 5. Sasbr-a, 6. Ca m-lymes, 


7. ——ab. 8. ——. 9. a"bx, 10. — sal-mbt-nções, 


EJERCICIO 51. 1. 5x2 2a 3-4. 4 Camibr?o 5 oxys, 6 —9ntp. 
7. =a. 8. — Sacibm-, 9. — Deda, 10. —Sambros, 11. d4a*bm-8, +19, —Sabte, 
EJERCICIO 52. 1. a-b. q. —y3 + aêx?. 9. —Sa2+ > b2+3abs. 4. x2-4x+1. 
5. 2x5—5x8-— —. 6. —3m*+êmn-—10n2. 7, Zasbi—atbs— —, 8. — =x3+x2+2x—8. 


9. 4mnº-Smênt-— 1 Omênº+bmpn. 10. aqua, 11. — SatB qm Dq, 
12. ar-2bn-3 4 qm-3bn-1 — quan, 13. xt+6x3—-5)xº—x, 14. —9a2bs+3ab?—4b, 


EJERCICIO 53. 1. xl. 2 —Satta-ca. 3 m-mntóni, 4 Stay 


5 ? 2 Sr E£a 2 1 12 3 
Beto, 2 3 pass (78 rm ms 2h3— 65. = ni-1 —qui-2. Q3 — — Dm mf, 
4 ) +97 Õ. 154 5 6 3” Ri 7. 4 se 2 


e” 
au 


15 5 5 “ 
8. E Qi pc m-1 di 


EJERCICIO 54. 1.041). 2. a-3. 3. x—-4. 4 m-5. 5. 5-x. 6.043. 7. 3x—29. 

8. ox—dy. 9. da—7b. 10. 2x+4. 11, 804-4b. 12. Gm—ôn. 13. 4n+6m. 14. 29-11. 

15. x+xy+y2. 16. a2-2ab+b2. 17. xº-3xº+1. 18. a*-a+ra. 19. mtemên?pnt. 
20. x*—2xº+3x—1. 21. 37'—-6y+5. 22 m-me-m-2. 28. J30º-Sab+202, 

24. ôm'—-3m?nº+nº. 


EJERCICIO 55. 1. 0a2-a-l. 92. xº+2xº-x. 3. m'-Bmên+tmn?. 4 xº+x+1. 

5. xº-2x+3. 6. m'tl. 7. a*-Da+2. 8. 3y"+xy—xº. OQ nº—-l. 10. a*-30ºb+4ab?. 
11. 2x+3y. 12.:2935-3yº-+y—4. 13. 20º—-Bax—x?, 14, —x2—xy—y*. 15. a*—-5a*+2a-—3. 
16. m'—-2m+5. 17. a*ra'b—30ºb2—-ab'+b*. 18. xt—-xºy+xºy2—-xy3-+yt. 19. yº—-2y+1. 
20. 3m'—-2m+1. 21, astra*—-2Za—l. 22. 3xº-2xy+dy2. 93. Dat—4a3+2aº— 3a. 

24. *—x*px—xtI. 25. ara-2Za+l. 26. 9*—-3y*—1.. 9. m'-2mntImn-—én. 
28. xº—3x*y*—xy*-+98. 99, at-Ja*tda—s5. 30. a-b+c. 91. —x+ry+22. 32. x+y+z 
33. a*—asb+a?b—-ab'+D*. 34, TxttHixty+HTx ye ixy+rTy!. 36. 8xº—Bxiy2+8xºy1— By, 
36. is nO o/a e 2) e Je a 2 A 37. 12 — 084. 000 — ç30-ppia, 38. KAty—l. 39. x+y. 
EJERCICIO 56. 1. araras. 92 xp 3 mm mm, 

4, a Gard Dan, 5. ps dt pe 6. a2+9a—l. 7. +31 —-Dg*-2, 8. mA mn+2 — 
me Lna, 9. xi149xya-2— qa-3 1 ya-d 10. arb2—gn-2h4, 11. ar bm, 12. q bn-1. 

13. Jam qêmrl Ss q2mez, 14. E. ines aim O ços dons ds é 


EJERCICIO 57, 1. Sab. 2 xy. 3 ox—oy. 4 Sal-abrõbr 6. Em 


2 6 
1 1 8 1 2 3 1 Ki 1 2 5 3 1 1 
—-mn——n2, o —se? — DO o e a? a e a 2 ENA Sad ” E ZE : = amd, 
3 2 6 “ ra 5 7 2 Rá 8 ” E 8. és E dep .s 7% É 5 


2 2 5 
10. qm qUn+ mn R 


EJERCICIO 58. 1. x2—-1. 2 x!4+3x3-5x]+8. 3. at+3ab—-Da2b2+5ab'—bs. 

4. m'-omêintômn?+a3. 5. x!-Bx2+3. 6. aº-3at-Ga2+10. 7. xº—-4x8+9x3—9, 

8. m!º-sml+9mB—4mi+3. O xº—-3xty—Bxy2-4x2y8—y5. 10. 605—4a2-+6a—2. 

11. nt-3n?+4. 192. 3x!—4x8ºy—y4, 13. 410 9xºy1+3x2y8—6y10, 14, am—-3amlIt5am, 
15. a+2— Sql Tal, 16. Kt2— By by? 17. Sa Sat Base, 
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EJERCICIO 59. LIit— 2Z2a+— 3 3x+24-—— + 402-Gab+2b+ —, 
a? as 3x? 4a 




















4 3 10 8y2 2x+2 

b. e 6. — enem, 7. 2 wn+ . 8. —7 e EEE 9. DR SEA 

g+1+ Crê x da m MS x—7y sm x Ai 

23 2º 6x+2 

x 2 E. 344 E : E Sino =, 

10. x2+xy+y ade xt+xy+xy2+ xy" +y' + = x+6+ E A 
1263 20x—10 

3. 4a? 2 o JA x8— É 
13. 4a?-+3ab + 7b RT? x tr 9x4 


EJERCICIO 60. 1.9. 2-3]. 3.8. 4-5 5.15. 6 —145 1.37. 8 — 


e 


0.3. 10.2 11.18; 12 ali 13.607. 14.255 15.847. 16. 217. 


EJERCICIO 61.  1.+2º,-19,-4º. 3. y2. 4 —3x2+8x-6. O. 20º+5+13. 
6. 6x+6. 7. —Dy2-Dxy. 8 24 9 3x243x7. 10. Tattiatb-atbar Sabs SA 
11. x*-x+5. 12. cab. 13. af—4atb+4a!b2—3abi+3b8. 14. x+ 4. 16. 15. 

17. 4x2-8x—3. 18. 20-7b. 19. 15x2-92xy—y2. 20. —52+59. 22. 4x%y—Txy?. 
23. x4+4x%y+8x2)2+2xy8-—yt, 24 —Dy3, 25. 565. 26. Entre x+2. 27.38. 
28. De xº*-11xº+21x. 30. x3+5x2+x—2. 


EJERCICIO 62. 1 met6m+9. 2 25+10x+x2. 3. 8602+12ab+b2, 4. 81+72m+Ibm?, 


5. 49x2+154x+121. 6 x2+2xy+92. 7. 1+6x2+9x4. 8. 4x24+12xy+9972. 9 atx?+ 4 
Zatbxy2-+b2yt. 10. 9a8+48a8bi+64b8, 11. 16m!0+40mnº+25n!2. 12. 49atb'+ 6 
T0a2bêxt+925x8. 13. 1Ga2bt+40ab2xy+25x28. 14. G4xty2+]44m?x?y+BIm8. 15. x%0+ d 


20x10y12+-100y24. 16. am. 9qmen tg, 17. a? + Dar ba 11. b2x+2 18. x 202. 9yatlyx-2 pyda-s, 


EJERCICIO 63. 1. a2-Ga+9. 2 x2-14x+49. 3. 81-18a-+a?. 4 4a?—-12ab+9b2, 
5. 16a2x2—Bax+1. 6. a8-—2a%b3-+b8, T. 9a8—30a!b2+925b!,  B. xt-Dx2+1. 9 x10— 
Gax'y2+9a2yt. 10. aM—9a?b7-+bis, 11. 4m?—-]J2mn+9n2. 12. 100x9—-180xty"+81x2y19, 
13. x2m—9ymyn too, 14. qu4IOar2+25. 15. x2m2— 6x2) Ox2ad, 


EJERCICIO 64. 1. xº-y2. 2 min? 3 a2-x?. 4 xt-at. DB 4931. 6. nº], 
7. 1-9a2x2. 8 gm?-g1. 9 at-bt, 10. yt-9y2. 11. 1-64x%2?. 12. 36xt—-mtx2. 
13. am — bn, Tá. 9xº—25y2m, 15. q2u2  4b2x-2, 


EJERCICIO 65. 1. x242xy+y2-272. 2 xº-y2+92yz—z2, 3 x?-yi-Dyz—2??. 
4. mi+9mn+n2—1. 5 mê-Imn+n?-l, 6 x2-y2+4y—4. 7. nt-ânt-ân—l. 
8. at+2a2+9. 9 mt-Bmi+1. 10. 442-4ab+b2-c?, 11. 4x2-y2+2yz—2?. 
12. x4-95x2+60x—36. 13. atpa?b2pbt. 14. xº-x!—9x3-—x2, 


EJERCICIO 66. 1. a3+6a2+12a+8. 2. x3-Bx2+3x—1. 3. m'+9m?+27m+27. 

4. n3-12n2+48n—64. 5. 8x3+12x2+6x+1. 6. 1-9y+27y2-2793. 7. 8+12y2-+6y*+9º. 
8. 1-6n+12n2-8n3. 9. 64nº+144n2+108n+27. 10. at-Gatb+1202b?—Bbº. 

11. 8xº+36x2y-+54xy2+2773. 12. 1-302+34º-aº, 


EJERCICIO 67. 1. a2+34+2. 2. x2+6x+8. 3. x24+3x-10. 4 m?-1Im+30. 

5. x2+4x—2]. 6 x+x—2. 7 x2-4x+3. 8. x2-x—20. 9. a?-a—110. 10. nº-9n—190. 
11. at-402—-45. 12. x4-8x2+7. 13. nt4+19n2-920. 14. n8-3nº—18. 16. xº+xº—42. 

16. as+7at—8. 17. alot5a'—l4. 18. ai2-2a8—63. 19. a2b2-ab—30. 20. x2y!+3xy2—-108. 
21. atb'+Ga2b2—7. 22. x%y8+9x3y3—48. 23. a2x+5a—24, 24. a?x2-J 1a +30. 


EJERCICIO 68. 1 x2t4x+4. 2. x2+5x+6. 3. xº—-]. 4 x2-2x+1. 6 nº+8n+]5. 
6. m2-9. 7. a2+2ab+b2—l. 8. 1+3b+3b2+b3. 9. at—-16. 10. 9a2b2-30abx?+25x*. 
11. 9-a?b2. 12. 1-Bax+16a2x2. 13. a!pta?-56 14. x2-y2-2y—1. 15. 1-4? 
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16. m?+4m--96. 17. x!t+2xº-3. 18. xº-92x3—- 48. 19. 25xº-+ 60mix!+36msS. 

20. xº+3x4—-10. 21.02-2ab+b2—-1]. 22. a—bm, 23. x -ymi-T7O, DA atbi—çs, 
25. 8aº+1202x+6ax2+x3. 26. xt-13x2+22. 27. 4aº-V0a3b*+925b8. 28. aº-39º—-180. 
29. mt+2mên+n?—-m?. 30. xº-4x*—-77. 31. 121-220ab-+a2b?. 32. xºyº—2x2y38-—48, 
33. a*—Pa2be+bt. 34 xt—-9x2+92. 3h. at-Bl. 36. xt-24x2-95. 37. at-Balta. 
38. at—13aº+36. 


EJERCICIO 69. 1.x—l. 21+x. 3x—-y. Lx+ty. Dx. 6. 3+x2. T.a-2b. 
8. 5+6x2. 9. 2x—-3mn?. 10. Gm+7nx2. 11. 928-10b4. 12. a 13. xº—yn, 
14. a+*1+10. 15. 1-3xm*2, 16. x+y+z. 17. 1-a—-b. 18.29-m—-n. 19.y. 20. 0a+x—3. 


EJERCICIO 70. 1.1-a+a?. 2. 1+a+a?. 3 xº-xy+y?. 4. 40240041. DB. 4x2-6xy+9y2, 
6. 9m?+I5mn+25n2. T. 16a2-28a+49. 8. 36+30y+2572. 9 ]-ab+a2b?. 10. 81+ 
T2b-+64D2. 11. a2x2—-abx+b2. 12. n2--mnxemêx?. 13. xt+3x?y+9y2. 14. 4aº-Day3+y8, 
15. 1+xº+x*. 16. 9xt-3x2+1. 17. 160º-4ab'+bº. 18.atpa2b2tbt, 19.25+35xº+49x10, 
20. nt—nº+1. 


EJERCICIO 71. 1. xº+x2y+xy2+98. 2. mt-mintmên?-mn'+nt. 3. atpainpain?+ 
ansent. 4 xi-xtytxty- xy xvid, 5. airaib+asb?+ra2b'+abt+b5, 6. xt—-xiy+ 
xty2— xy x2yt xy. T. a8raim+atm?-+aim'+aimt-tam'-e-mº. B a'-ab+ab?— 
atb3-asbt—a2bitrabe—br”, 9. xº+x8y+x7y 2tx8y!+x? my pxdy5 x Iy8pxiyT + xy8 +". 

10. mº-mn+tmên?-mên*-Emint-mn'+mnt-mn'+nt. 1 m'emintmên?emêns+ 
mint+mên'+mêntt+mn'+ns. 12. aº-asx+alxº—afx3-+aixi—atxi--atxô—a?xT+ax8—xd, 

13. 1+n+n2+n3+nt. 14. I+a+al+a'+atta'. 15. 1-a+a2—-a!+at—-a'-+as. 16.1-m+m?— 
msemi=-mi-+mt—m”. 17. x3+92x2+4x+8. 18. x5-9Dxi+4x3—-8xº+16x—32. 19. x8º4+9x0-+ 
d4x!+8xº-+16x2+32x-+64. 20. at-30º+9942-97a +81. 21. xº+3x14+9xº+97xº+81]x+243. 

22. 125-25x+5x2—x3. 23. m'+2m'+4m'+Bmt+Ibm'+32m?+6Am+128. 24. xº-+x8+ 

mx pxttxdipxtpxs txt. 25. x! 3x%y+9x2y2-D7xy3+BIyt. 26. 803+120ºb+18ab? 
+927b8, 27. 32m'—48mtn+TAmên?—108mn3-+16)mnt—243nº. 28. 512xº+256xº+128x7+ 
64xº+32xº+16x!+8x3+4x2+9x+1. 29. 25608-12807b+64a8b?—320ºb3 +] 6atb!— 84º b5+ 
40ºb8—Dab7+b8. 30.95+3a!+90º+97a2+81a+248. 


EJERCICIO 72. 1 xt-x?y2+yt. 2. a8-atb2ra?bt—b8. 3 mSemfnºtmintimênt+ens, 
4 a!-atbstrasbe—b?, BB. a?-ratx)taixe-+x?, 6. x12— 98 +00 x8y0 | myi2, T. m'-mt+1. 
8. mi2+m'nteminsentZ, D ab-alb3 + a?bs—asb-pabi2— bis,  ÍO. y15—x10y5 1 yôy10 15, 
11. mis-mbn3ml2nt—mnº+mêni2-mnbpnis. 12. xi8pxi2rxtthl. 13. 0%0-albh5+ 
atol g5b154.b20 Tá. g2s+a18mº-talimi2tamlS+ ms, 


EJERCICIO 73. 1.x2-1. 2. 4m?-Imn?+nº. 3.1 +a+ra?-+ras-pa!. 4. xt+3x?y+9y2, O. x3-Ty3, 
6. at2pralob2-rasbt-+ab'-ratbs+aZblo-bi2, T. I-a+ta?, 8. 4xy2—5m3. 

9. x x2ly3+x mr — 15 VAN ANÃO Pç ÃO 24 10. ET y18, 11. a2b2-8x3. 
12. Lrabia 3. 16x1—24x3y+36x2y2-—54xy3-+81yt 14. 4a. l+xt+x8. 16. 16x%+ 
28x2y3-+4998. 17. als -al2b3 + abs—asbº-pasbl2—bis, 18. a+x+y. 19. 1-x+x2—x3+xt— 
x5-+x8—xi+x8—xtrxio, 20. xº2+x24y8 + x16y16 4 x8y24 982 21. 36x. 22. x74+9x8-+ 
4xº+8x*+16xº+32x2-+64x+128. 


EJERCICIO 74, 1.2. 2-8. 3.13. 4.228. 5.309. 6.98. T.2881. 8.8. 
9.81. 10.9. 11.13. 12 =. 


EJERCICIO 75. 1.Coc x—-4; res. —7. 2. Coc a-7; res. 15. 3. Coc x2º-2x+4; res. —6. 

4. Coc. x2+1; res. 0). 5 Coc. a2-6a+18; res. —60. 6. Coc nº—-7n2+14n—24; res. (. 

7. Coc. x!-+x2+tx—92; res. 3. 8 Coc xt-9x3-x; res. —2. DP Coc at+2a8-+a2+2a+8; 

res. 10. 10. Coc. x!+5x3+925x2-83x—415; res. 1. 11. Coc xº-6x!+22x3-69x2+206x—618; 

res. 1856. 12. Coc. x2-x+3; res. —2. 13. Coc. a2-2a+3; res. O. 14. Coc xº-x2+x—3; 
8 5 


. 1 g 5 1 
res: Do 16. Coc. —xº— —x!4+—w31. —x——: res. —, 
2 4 Lo) 2 4 4 


EJERCICIO 76. 1. Exacta. 2. Exacta. 3, Inexacta, 4. Inexacta. 5. Exacta, 

6. Inexacta. 11. Exacta; coc. 2aº—-6a+B. 12. Exacta; coc. a*-a2+2. 13 Exacta: 
coc. x!-+xº+x+6. 14. Exacta; coc xº+6x'—-3x3+58x2—-dx+5. 15. Inexacta; coc a'— 
atras; ves. 9. 16. Exacta; coc. 4xº—-Dx2+8x—4. 17. Inexacta; coc. 5n!-6n2+4n—]; 
res. —6. 18. —150. 19. —4. 20. —87. 21. 8. 


EJERCICIO 77. 1. Inexacta; res. 2. 2. Inexacta; res. 2b!, 3. Exacta, 4 Inexacta; 
res. 2.5. Inexacta; res. 2hº, 6 Exacta. 7. Inexacta: res. —16. 8, Exacta. 9 Inexacta; res. 64. 
10. Inexacta; res. —256. 11. Exacta. 12. Exacta. 


EJERCICIO 78. 1. x=5. 2. 4=7. 3. y=10. 4. x=5 6. )=—5. 6. 24=8. 7. x=+> 


8. x=6. 9. x=D. 10 y=-83. 11. 4=7. 19. x=-4. 13. x=>. 14. x=1. 


EJERCICIO 79. 1, x=3. 2 x=1. 3. x=——, 4. x=——, & 4=-1. Qox=l, 


2º, x=—. 8. x=4. 9 x=+. 10. x=3. 11. x=-6b. 


2 , 3 
EJERCICIO 80. 1. x=——. 2. x=—2. 3. x=3. 4, =—-7. 5. x=-4. 6 x=5. 


7. x=5. 8. s=—. o. x= 10. x=-—1. 11. x=3. 12. x=—>. 13. x=4. 14 =—. 
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15. x=1. 16. x==—L. 17. x=0. 18. a=>. 


ao AR e 
17 19. fa 20. ra 





EJERCICIO 81. 14. x=—. 2. x=. 2 x=0. tg ax=ll, E x=l. 6 x=——. 
7. x=-1. 8. x=-3. 9. x=——. 10. x=—. 


EJERCICIO 82. 1. 57749. 2. 286 y 254. 3. 4, bs. 830; B, bs. 324. 4. 65 y 41. 

5. 4, 21 anos; B, 35 anos. 6. 4, 1047 soles; B, 33 soles. 7. 51y 52. 8. 67, 68 y 69. 
9. 17, 18, 19 v 20. 10. 96 y 98. 11. 61, 62 y 63. 12. Coche, S90; caballo, $IT7O; 
arreos, 3560. 13. 99, 67 y 34. 14. En el 1º, 200; en el 29, 190; en el 39, 185. 15. 193, 
138 y 123. 16. 12, 130; 22, 110; 32%, 70 sucres. 17. 42, 24 y 22 afios. 18. 339 y 303. 


EJERCICIO 83. 1. P.30a.; J., 10 a. 2. Caballo, $480; arreos, $120. 3. ler. piso, 
32 hab.; 2º piso, 16 hab, 4. 4, 50; B, 100; €, 150 colones. 5. 4, 19; B, 38; C, 76 sucres. 
6. 126 y 21. 7. 4, 40; B, 20; C, 80 quetzales. 8. 1?, 85; 2º, 340; 3º, 425. 9. 111. 
10. Maria, 48 a.; Rosa, 11 a. 11. 8. 12. 31 anos. 13. 36, 12 y 48. 14. P, 22 a; 
Enr., 11 a.; J., 33 a.; Eug., 66 a. , 


EJERCICIO 84. 1. 42,126 y86. 2. 4,23; B, 61; €, 46 balboas. 3. 104, 48, 86. 

4. Traje, $136; bastón, $106; somb., $17. 5.36,6,30. 6 4, bs. 20; B, bs. 79. 7. Blanco, 
20 cm; azul, 54 cm. 8. 4, $40; B, 872; C, 840. 9. 100. 10. 50 sucres. 711. 4.95 m 
y 4.15 m. 192. Padre, 63 a.; hijo, 20 a. 13. 4, 3600 votos. 14. 8. 15. 39 anos. 


EJERCICIO 85. 1.60 y 40. 2 Padre, 45a.; hijo, 15 a. 3. 656 y 424. 4.4, 98; 

B, 52 soles. 5. 75º y 105º. 6. 427 y 113. 7, 44y8. 6. Perro, $48; collar, $6. 9. 4, $60; 
B, 524. 10. 45 senoritas, 15 jóvenes. 17. 116 y 44. 12 164 y 342. 13, Estilográfica, 
bs. 14; lapicero, bs. 4. 14 De negro, 44 cm; de rojo, 40 cm. 


EJERCICIO 86. 1. 4,40 afios; B,20. 92. 4,15a.;B,5a. 3.4,550; B,$25. 4. 4, 82; 
B, 164 colones. 5, 125. 36 v. 6. Padre, 75 a.; hijo, 25 a. 7.38 y 47. &g. Enrique, 
$1.25; su hermano, $0.25. 9 900 y 500 sucres. 10. P.48 ds.; E. 12 ds. 11. Padre, 
42 a.; hijo, 14 a. 192. Juan, 66 a.; su hijo, 22 a. 13. 4, $46; B, $38. 
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EJERCICIO 87. 1. 26 somb., 13 trajes. 2. 26 vacas, 32 caballos. 3. Resolvió 9, no 
resolvió 7. 4. Trabajó 38 ds., no trabajó 12 ds. 5. 28 de Q.30 y 7 de Q. 25. 6. 35 y 
28 balboas. 7. 7 cuad., 21 lápices. 8. 24 de azúcar, 77 de frijoles. q. De cedro 24, de 
caoba 56. 10. Mayor, 785; menor, 265. 


EJERCICIO 88. 1.36, 72 y 88. 2. 4, 45 anos; B, 15 amos. 3. Traje, 250 soles; 
zap. 100 soles. 4. 24000 bolivaresd. 96 y 12. 6. 50 pies. 7. $17. 8. 4, 52 anos; 

B, 32 anos. 9. 15 monedas de 10 cts, 7 monedas de 5 cts. 10. 30. 11. $80. 12. 72. 
13. 81, 82 y 83. 14. En auto, 102 km.; a caballo, 34 a y a pie, 14 km. 15. Hijo, 
2500 colones; hija, 4500 colones. 16. 15 y16. 17. 4,45a.; B, 15; €,3. 18. A, 40 anos: 
B, 10 anos. 19. L., $31; m., $62; miérc., $124; j., $248; v., $218; 5, $228. 20. 36 y 18. 
21. 4, 821; B, 915. 22. 4, 9114; B, 838; C, $19. 23. bs. 14000. 94. El mejor, $90; 

el peor, 830. 25. Q.40. 26. 4, con $800; B, con $400. 27. 40 cab., 10 vacas. 

28. L., $6; m., $12; miérc., $18; )., $24. 29. 90 soles. 30. Largo, 24 m; ancho 12 m. 
91. PP, 85 4; h., 15 à. 00. 4, 82 4; 5,8 à. 


EJERCICIO 89. 1. a(a+b). 2. b(1+b). 3 x(x+1). 4 aA3a—1). 5 x3(1-4%). 

6. ôm(1+3m). 7. b(a-c). 8. xy+2). 9. 2Zax(a+3x). 10. 4m(2m—3n). 11. 9ax2(a2—2x). 
12. 15cid?(c+4d). 13. 35m*nº—-2m). 14. abc(l+c). 15. 12xyº(202-3xy2). 16. a(a?-pa+1). 
17. 22x2-4x+1). 18. 5y(3y2+4y—1). 19. a(a2—-ax+x?). 20. ax(20+2x—3). 21. x1+ 
x2—xº). 22. 14xyº-2x+4x2). 23. 170(2x2+30y—492). 24. 48(2—-mn?-+3nº). 

25. aºci(b2—x2 +72). 26. Som*(nºx+2n'x2-498). 27. 3la?x(3axy—2xºy2—4). 28. x(1—-x+ 
xº—x8). 20. a(a*—3Ja?+-84—4). 30. Dxº(5x5º—2xº+3x—1). 31. x9(xº—x8+2x8—3). 

32. 3a(3a—4b+5a2b?—-Rb%). 33. 8x2y(2xy—1—3x2y—5923). 34. I2mên(l+2mn—Imên?+ 
4mên*). 35. 50abc(2ab2-3bc+b2cê—dc), 36. x(xt—-xº+x2-x+H]). 37. a1-2a+3a?— 
d4as+6a!). 38. ab(3a+6-Da?b+Bax+4bm). 39. a2(al8-al +alo—-a8+a?—1). 


EJERCICIO 90. 1. (x+1)(a+b). 2. (a+1)(x-3). 3 (x-1)(y+2). 4 (a-b)(m+n). 

5. (n—1)(2x—39). 6. (n+2)(a+1). 7. (u+l)(x—1). 8 (a2+1)(1-b). 9 (x—2)/(3x—29). 
10. (1-x)(1+2a). 11. (m—n)(4x—1). 12. (m+n)(x—1). 13. (a—b+1)(aº— b? 

14. (a2-+x—1)(4m+3n). 15. (2a+b-+c)(x—1). 16. (n+HIl)(x+y—3). 17. (x—2)(x+3y+1). 
18. (a+1)(a—1). 19. (m—n)(x2+4). 20. —2(x—1). 21. (a2+1)(6x+1). 22. 2b(a—b). 

23. 2m(a—2). 24. (x+I)(m+n). 26. 2x(x—3). 26. (a2+1])(a+b—2). 27. 2a(x—3). 

28. (x—1)(3x—2y+z). 29. (n+I)a-b—1). 30. (a+2)(x+2). 31. (x+1)(a+4). 32. —z(3x+2). 


EJERCICIO 91. 1. (a+b)(a+x). 2. (a-b)(m+n). 3. (x-2y)(a—2b). 4. (a2-3b)(xº+93). 
5. (I+x!)(3m—2n). 6. (x—a)(x+1). T. (a2+1)(4a—1). 8 (x—y)(1+x). 9 (3ab—2) 
(x2+y2). 10. (1—2x)(3a—b?). 11. (ax—b)(4a2-3m). 12. (2x+1)(3a+1). 13. (3x2—1(x—3a). 
14. (aº—3b)(2x— 57) 15. (2x +92) (xy+2?). 16. fam dna 7%), 17/(Da+n?)(x—y?). 
18. (a+1)(3b-+1). 18. (m?-3n)(4am—l). 20. (4a-b)(ôx+29). 21. (1—2ab)(3—x?), 

22. (a+)(2+1). 23. (3a—7b?)(a+x). 24. oa D(m—n+1). 25. (30—-2b)(x+y—2). 
26. (a2+1)(a+x2+1). 27. (3a—1)(a2—-ab+3b?). 28. (2x—n)(x2+3y2+22). 29. (3x—2a) 
(x*—xy—y2). 30. (02b8-—-n)(1—-3x+x2). 


EJERCICIO 92. 1..(a-b). 2 (atb)2. 3. (x. 4 (WI 5 (ab). G(3-*2 
7. (4+5x2)2. B (1-Ta). 9. (m2+6)2. 10. (La). 11. (at+9)2. 12 (08—b3) 
13. (2x—3y)2. 14. (3b-5a2)2. 15. (1+7x2y)2. 16. (1>a5)2. ronca 18. (10x5— 


Batyoyz. 19. (11+9x92, 20. pc 21. (418892. 22. (2087. 28 br 
2 (1+> ) 35. (2-)» 6. == ya 97. (4-2 2 28. (Et om) 


29. Bat 30. (1-+a)?. 31. (3m—n)?. 32. (ni—-n+3)2. 33. (a—-y)2. 34. (Qm+pn—a)?. 
So. (2a—b+3)2. 36. (5x—y)2, 


EJERCICIO 93. 1. (x+y)x—y). 2. (a+1)(a-1). 3. (a+2)(a—2). 4. (3+b)3—D). 
5. (1+2m)(1—-2m). 6. (4+n)(4-n). 7. (a+5)(a-5). 8. (1+9)(1-9). 9. (2a+3)(20-3). 
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10. (5+6x2/(5—6x2). 11. (1+Tab)(1-7ab). 12. (2x+9y)(2x—9y2). 13. (abt+o)abt—e). 
14. (10+xyº)(10—-xy%. 16. (aº+7b9)(aº—7b8. 16. (5xy2+11)(5xy2-11). 17. (10mn?+ 
137º) (10mn?-— 137%). 18. (amên%--12)(amên*— 12). 19. (1dxyº+ 1579) (1dxy2— 152º), 

20. (16aº+17b2mº)(1608—17b2mº). 21. (1+3abFcid')(1—-Bab2csd*). 22. (19x]+1)(19x7—]). 


23. (E+Sa(E-30). 24 Eepl-s) 25. (GT 

ax a x x YZ e: x3 Pad, ,x3 Pas 
=» (qto)lG os) mt) E Gt) T) 
29. (10mn?+5x*)(10mn2—=x4). 30. (ar+bm)(ar—br). 3. (Quer) (xr 5), 32. (a2"-+15b2) 
(a2"— 15b2). 98. (ante) (aum), 94. (ram +) (ass — —). 
35. (abre o)(arbre 36. (Gg t+x)(oa?) 


EJERCICIO 94. 1. (x+y+alxt+y—a). 2 (a+3)(1-0). 3. (3+m+n)(3=m=n). 

4. (m—n+4)m—n—4). 5. (x—y+2z7)(x—y—22). 6. (a+2b+1)/(a+2b-1). 7. 1+x—2y) 
(I-x+27). 8. (Jx+2a)(2a-x). 9. (atb+ec+d)a+b-c—-d). 10. (a-b+c—-d)(a-b-c+d) 
11. (0x+1)(1—3x). 12. (9m—2n)(tm+2n). 13. (a—-2b+x+y)(a-2b-x—y). 14, 3a(a—20). 
15. (3x+1)(1—x). 16. (9x+a)(3x—a). 17. (a'+a-l)(a'-a+1). 18. (atm=3)/(a-=m+1). 

19. (3x—8)(x+2). 20. (1+5a+2x)(1-50-2x). 21. (Tx+y+9)(Tx+y—9). 22. (mt+mê-1) 
(m'-m?+1). 23. (49º+20º+3)(40º—242—-3). 94. (x—y+e+d)(x—y—c—d). 95. (3a+2b-—c) 
(a—c). 26. (10+x—y+2)(10-x+y—z). 927. y(2x—y). 28. (1x+2)(4-3x). 29. 3x(22-2y—x). 
30. (3x+5)(x—3). 31. (2a+3x)(x+2). 92. (2x+20+7y)(2x+20-79). 33. (Tx—3y)(Bx— 79). 
34. (1Im-in)(ATn— Bm). 


EJERCICIO 95. 1. (a+b+x)/a+b-x). 2 (x-y+m)x—-y=m). 3. (mtn+)(m+n—]). 
4. (a+b-I(a-b—1). 5. (n+c+3)(n—-c+3). 6. (a+x+2)(a+x-2). 7. (a+3b-9(a-3b—9), 
8. (x—2yr1)(x—2y—1). 9. (a+2x—3y)(a-2x—3y). 10. (2x+5)+6X2x+5y—6). 11, (3x— 
ta+l)(3x—da—1). 12. (1-8ab+x*)(1-8ab—x2). 13. (a+b+c)(a-b—e). 14. (Iha-x) 
(1-a+x). 15. (m+tx+y)(m-x—y). 16. (cra-l)(c-a+1). 17. —(n+8)n+2). 18. (2a+ 
x—2)(20-x+2). 19. (1+a+3n)(l-a—-3n). 920. (D+x—-dy)(5-x+4y). 21. (3x+a-2m) 
(3x—a+2m). 22. (4xy+2a—3b)(4xy—20+3b). 93. (ôm+a+1])(ôm-a-—l). 24, (Tx2+5x—3y) 
(ixº—5x+3y). 925. (a—b+c+d)(a-b-c—d). 926. (x+y+m=n)(xty-m+n). 27. (2a+2b+*) 
(2b—x). 28. (x-2a+y—3b)(x—2a-y+3b). 99. (m+3n+x+20)(m+In—x—2a). 

30. (3x—2y-+a+5b)(3x—2y—a—5b). 31. (a+m+tx+3)/(a+m-x—3). 32. (x+1+342—b) 
(x+1]—3a?+b). 33. (4a—-3x+ôm+1)(4a-3x—5m-—1). 34. (3m+a-cd-10)(3m—a-+cd—10). 
35. (20-7b+3x+5y)(20—7b—3x—5y). 36. (150+13b-c+1)(154-13b+c+1). 37. (x+9+3) 
(x—y+1). 38. (a+x+10)(a—x +92). 


EJERCICIO 96. 1. (a2-+a+1)(a?-a+1). 2 (memn+n?)m-mn+en?). 3 (xt+x2+92) 
(xt—x?+2). 4. (a2+2a+3)(a?—-2a+3). 6. (a2+ab—b?)(a2—-ab—b?). 6. (xº+2x—1)(x2— 
2x—1). 7. (202+3ab+3b2)(20?-3ab+3b?). 8. (2x2+3x—5)(2x2-3x—5). 9. (x!+2xºy2+499) 
(x*—2xºy2+49%). 10. (4m?+mn-3n?)(4m?-mn—3n?). 11, (5a2+4ab+Tb?)(5a2—4ab+7b?), 
12. (6xº+5xy— Tyº)(6xº > 5xy— 792). 13. (Omt+4m?+1)(Imt-4m2+1). 14, (C2+5c0—10) 
(2-5c-10). 15. (2at+5atb2-7b)2a!—5a2b2—7b%). 16. (8nº+6n+T(Bn2— 6n+7). 

17. (0x*+7xy— 9y(0x2— Txy— 993). 18. (Txt+8x2y2+1099)(7x!—8x232+1079). 19. (2+8x— 
11x*)(2—8x—11x%. 20. (11x2+xy2-6y9)(11x2-x92-6y%). 27, (1247n3+3nS)(12-7n3+3nº). 
22. (4h c!)(4—-C?—ct). 93. (8a+5ab?-9b%)(Ba?—-Dab2-9b%). 94. (15+5m+em?)(15— 
om+m?º). 25. (1+100b2— 130ºb%)(1—-10ab2—13a2b%). 26. (xºy2+xy+11)(x2y2>xy+11). 

27. (Tc'+1lIcêmn + Iâmn?)(Tct— 1Icêmn+l&mên?). 28 (9a2b!+2ab2x*— 1 6x8)/(9a2b!— 
2ab2xt— 1 6x8). 


EJERCICIO 97. 1. (xº+4xy+8y2)(x2-4xy+8y7). 2 (2x8+2x2y2+91)(2x8—Dx2y2 91), 
3. (a*+6ab+18b%)(a?-Gab+ 1862). 4. (2m?+bmn+In?)em?-Gmn+9n?). 6. (24+10x2+925xº) 
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(2—10x2+25x%). , 6. (8+4a!-+ra!)(8—-4a3-+a%). T.(1+2n+2n)(1-2n+2nº). 8 (Bxi+d4x2y2+ 
vt)(8x!—4x2y2 +98). 9. (9a2+12ab+8b?)(9a?—12ab+8b2). 


EJERCICIO 98. 1 (x+5)(x+2). 2 (x—3)(x—2). 3 (x+5)(x—2). 4 (x+2)(x—1). 

5. (a+3)a+1). 6(m+Tm-2. T(y-Dy—4). 8 ia pa Tá (x—8)(x—1). 

10. a 11. (x—9(x—1). 12. (a+6)(a+1). o ra) 14. (n—6)(n—2). 
15. (x+7)(x+3). 16. (a+9)(a—2). 17. (m-ID(m—1) (x— AE 19. (n+8)(n—2). 
20. (a—20)(a—1). 21. (y+6)(y—5). ms (a-T)(a—4). 23.(n—10)(n+4). 24.(x—9(x+4). 
25. (a—T)(a+5). 26. (x+13)(x+1). 27. (a-11)(a—3). 28.(m+15)(m—2). 29(c—14)(c+1). 
30. (x+Blx+T). 31 (x—9x—6). 82 (a+1P)(a—5). 33. (x—20)(%+3). 34. (4+18)(x—10). 
35. (m—30)(m+10). 36. (x4+12)(x—11). 37 (m-I14)(m+12). 38 (c+15)(c+9). 39.(m-—25) 
(m—16). 40. (0+20)(a-19). 41. (x+26)(x—14). 42. (A +24)(0+18). 43. (m—45)(m+15). 
Ro (y+42)9+8). 45. (x—24)x+22). 46. (n+27)(n+16). 47. (c—20)(c+16). 48.(m-—36) 
m+28). 


EJERCICIO 99. 1 (x2+4)(x2+1). 2 (xº-T(x8+1). 3. (xº=10)(x4+8). 4 (xy+4)(xy—3). 
6. (dx—5)(dx+3). 6. (Dx+7)(5x+6). 7. penca 3a). B.(a-Tb)(a+3b). D(x-y+6 
(x—y—4). 10. (x+1)(5—x). 11. (xº+5)(xº—4). (m+Sn)tm—Tn). 13.(xº+12a)(xº—5a). 
14. (2x—3)(2x—1). 15. (m—-n+8)((m=n-—3). 16. re Pe 15). 17.(y+3)(5-—9). 

18. (a2b?—11)(a2b2+9). 19.(c+Td)(c+r4d). 20. (5x—12)(5x+7).  21.(a-14b)(a—7b). 

22. (x2y2+12)(x2y2— 11). 23. (x2+6)(8—x2). 24. (cHd-I13)(c+d—5). 25. (a+22xy)(a—20x7). 
26. (m$n3—13)/mên8—-8). 27. (n+2)7-n). 28. (xº+31)(xº—30). 29. (4xº—15)(dxº+7). 
30. (x2+9ab)(x2—4ab). 31. (a2-13b%)(a2+12b2). 32. (x+3a)(Ta—x). 33. (x*y*—20a) 
(xtyt+5a). 34. (a+I11)(a—10). 35. (m+8abe)(m-—Tabc). 36. (7x2+16)(7x2+8). 


EJERCICIO 100. 1. (2x-1)(x+2). 2(3x+1)(x—2). 3 (2x+1)(3x+2). 4. (0x—2)(x+3). 
5. (3x+2)(2x—3). 6. (3x+2)(4x—3). T. (4a+3)(0+3). 8. (20+1)(00+3). 9 (Gm—T) 
(Am+5). 10. (4y+1)(5y—1). 11. (2a—5)(40+3). 12. (Tx+5)(x—7). 13. (3m+5)(ôm—3). 
14. (2a+1)(a+2). 15. (3x—4)(4x+3). 16. ds di 17. Sd od 18. (3x+2) 
(T7x—1). 19. (5m-—3)(3m+2). 20. (30+2)(5a—6). 21. (9x+1)(x+4). | 22. (10n—3)(2n+5). 
23. (Im+2)(2m-—5). 24. (x+10)(2x+9). 25.(4a+5)(5a—8). 26. (4n—11)(n+3). 

27. (6x+5)(0x—2). 


EJERCICIO 101. 1. (3x2-9)/2x2+3). 2 (xº+2)(5xº—6). 3 (2xº+5)(0xº+2). 

4. (22s+T(2ax—3). 5 (4xy+5)(5xy—4). 6. (Dx—20)(3x+a).  T.(2x+3)(4—5%). 

8. (3x—8y)(7x+9y). 9 (m-3a)(6m-+5a). 10.(2x2—-T(7x2+2). 11. (6a+b)(da—3b). 

12. (7x3+2)x8—5). 13. (30+5)(6-a). 14. (2x*+1)5-3x!). 15. (30—5x)(2a-+3x). 

16. (4x—5mn)(x+3mn). 17. (9a-5y)(20+39):- 18. (4x2+5)(3—2x2). 19. (0x4+2)(3— 5x4). 
20. (10xº-+3)(3x5—10). 21. (5m—3a)(bm+Ta). 22.(3a-2)/2—5a). 23. (4x>3y)(2y—x). 
24. (5a—3b)(3b—4a). 


EJERCICIO 102. 1.(a+1)3. 2(3-x)3. 3.(m+n). 4. (1-0. 5. SRU 6 (5x+1)3. 
7. (2a-3b). 8. (3m+4n)3. 9.No es cubo perfecto. 10. No es. 11.(5a+2b)º. 

12. (2+3x)3. 13. No es cubo perfecto. 14.(a?+b%)3. 15.(xº—-3yt). 16. (4x+53)º. 

17. (6—7a?)3. 18.(5xt+8y'). 19.(a8+1)3. 20.(m-an). 21. (1-+6a2b)8. 29, (48 By ty 


EJERCICIO 1083. 1. (1+a)(l-a+a?). 2(I-a(l+a+ra?). 3 (x+y)(x2—xy+9). 

4. (m—n)(m+mn+n?. 5 (a-I(a2ra+1). 6 (++). 7 -DO++D). 

8. (Ox—1)(4x2+2x+1). 9. (1-2x)(1+2x+4x2). 10. (x—3)(x2+3x+9). 11. (043 /(42-304+9). 
12. (2x+y)(4x2-2xy+92). 13. (8a—b)(9a2+3ab+b2). 14. (4-+a?)(16—40?+a!). 16.(a—5) 
(a2+5a+25). 16.(1-6m)(1+6m+36m?). 17. (20+3b2)(402—Gab2+9b!). 18. (x2º—b?) 
(x!+b3x2-+D%). 19. (2x—3y)(4x2-+6xy+992). 20. (1+7n)(1-Tn+49n?). 21. (4a—9)(160º+ 
36a+81). = ab-x2)(a2b2-+abx2+x*). 23. (8+34%)(64-—2408+909). 24. (x2—2y*)(x*+ 
2x2y4+498). (1+9x)(1-9x2-+81x8). 26. (3m+4n%)(9m?—12mn*+16n%). 27. (Tx+8y?) 
CD PRcinsOaÇÃ, 28. (xy2— 6y3)(x2y!-+6xy?+369%). 29. (abx+1)(a2b?xº—abx+1). 

30. (x3-+y8)(x8— x3y3-+99), 31. (10x1)(10052+10x+1). 32. (a2-+5b%)(a!— 5a?b!+25b5). 
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33. (xt+yt)(x8—xtyt+ 8). 34. (1—3ab)(1+3ab+90?b?). 35. (2x2+9)(4x1—18x2+81). 
36. (a+2b)(a2—2ab!-+4b8). 37. (2x3 5yz)(4xº+10xºyz2+25922%). 38. (Bm?+7nº)(Imt— 
2]mênº+49nº). 39. (6—x*)(36-+6xº-+xº). 


EJERCICIO 104.  1L(l+x+y)(I-x—-y+x2+2xy+92). 2. (1-0-b)(1-+a+b+a2+2ab+b?). 
3. (3+m-n)(9-3m+3n+im?-Imn+n?). 4. (x—y—2)(x2—2xy+y2+2x—2y+4). 5. (x+29+1) 
(x2+4xy-+4y2— x—2y+1). 6. (1-20+b)(1+20-b+4a?—4ab+b%). — T.(2a+1)(a?+a+1). 

8. (a+l)(Ta2-4a+1). 9 (2x+y)(13x2—-5xy-+92). 10. (2a—b—3)(4a2—4ab+b?+6a—3b+9). 
11. (x2-x—9)(xt+x3+3x2-+4x+4). 12. (24-2)(0?—20+13). 13. —3(3x2+3x+3)=—9 
(x2+x+1). 14. —2y(8x2+492). 15. (0m—5)(m?-5m+T). 16. 5x(7x2+8xy+392). 17. (30+b) 
(3at+6ab+7b2). 18. (4m+4n-5)(16m2+32mn+16nº+20m+20n+25). 


EJERCICIO 105. 1. (a+1)(at—as-+a2-a+1). 2. (a-I(a!-+as+a?ta+1). 3. (1-x) 
(Utx+x2+xstxt). 4 (a+b)(at—aib-ratb2—asb!+a?bi-ab'+b8). 6. (m—n)(mºmên+ 
min2-+-mênseminttmn+n%. 6. (a+3)(a!-3a3+9a2—27a +81). 7. (2—-m)(16+8m+Am?+ 
om'+mt). 8 (1+3x)(1-8x+9x2-27=2-+8]x!). O. (x+2)(xº—2x5+4x4 — 6x3+16x2—32x+64). 
10. (3—2b)(81+54b+36b2+24b3-+16b4%). 11. (a+be)(a!—asbe+a?b?cê—ab'cs+ bic*). 

12. (max) (mº+amix+aimix2+aimxº-patm?x!+aimxº+afx*), 13. (1+x)(1-x+x2—x8+ 
xira, 14. (xy (xy dx ty 2 xy px 2yt xy). 16. (a+3)(a8— 3a? + Nat —27aº+ 
81u2-92434+729). 16. (1-20)(1+2a+402+80º+16a!+320º+6408), 17. (x2+2y)(x8—2xty+ 
4xiy2—Ex2y3 41691). 18. (1+2x2)(1-2x2+42x4—8x0+] 6x8—32x10+64x32), 


EJERCICIO 106. 1. a(5a+1). 2(m+xP. 3. (a-b)(a+1). 4 (x+6)(x—6). O. (3x9). 
6. (x (xt. TT (ex+])(3x—2). 8 (I+x)(I-x+x2). 9. (3a—1)(90?+3a-+1). 10. (x+m) 
(xt—-mxº+mx2—-mêx+m). 11. a(a2-3ab+5b?). 12. (x—3)(2y+2). 13. (1-2b)2. 14. (2xº+ 
x +(2x2—xy-+92). 16. (x144+2x2y2-y8)(xiDx2y2-y*). 16. (a—b)(0+5). 17. (3m=—2)(ô5m+T). 
18. (a2+1)(atai+]). 19. (Qm—3y?)(4m?-+6my?+9y!). 20. (4a—3b)2. 21. (Lra)(l—a+ 
at-aspat-airas). 22. (2a-1)3. 23. (1+m-m). 24 (x2+T(x2-3). 25. (Ga*+1) 
(25at—5a2+1). 26. (a+b+m)a+b—-m). 27. 8aºb(1+2a—3b). 28. (x4+1)(x— 1). 
29. (6x—5)(x+4). 30. (5x2+9y)(5x2-9y). 31. (I=m)(Itm+tm?. 32. (x+y+a—b)(x+y— 
a+b). 33. Tmên(B3mi-mêintmn2-1). 34. (x+HIa-b+c). 35. (2-+x—y)2. 36.(1+ab?)(1-ab?), 
37. (Gaby. 38. (x3—T(x8+11). 39. (5x2+1)(3x2—4). 40.(1+a-3b)(1—a+3b-+a?—6ab +90"). 
41. (x2+3x+5)(x2-3x+5). 42. (at+402-6)(at—da?-6). 45. (7+2a)(49—-14a-+40?). 44. 34?b 
(4x—5y). 45. (x—3y)x+59). 46. (3m—2n)(20+1). 47. (9a8+2bc!)(9aº—2bct). 48. (4+2a4+ 
b4-2a—b). 49. (5+x)/4-x). 50. (n+7YAn—6). 51. (a-n+c+d)(a—n—c—d). 52. (1+6x8) 
(1-6x3+36xº). 53. (x—4)x2+4x+16). 54. x%(1— 64x). 55. 18x2y3(axº — 2x? — 3º). 
56. (Tab—1)2. 57. (x+10)(x—8). 58. (a+b+o)(a—b—c). 59. (m+n—3)E. 60. (x+5)(7x—4). 
61. 9a(a2—-Sa+7). 62 (a-1)(x+1). 63. (9x2-59)2. 64. (1+5b-b(1—-5b—b?). 66. (m?+ 
mn+n)(me-mn+n?). 66. (Cº+2d?)(c2—2d?).  5x(3x2—-3x+4). 68. (a+x)/(a—x—1). 
69. (x2+12)(x2-920). TO. (2mº+5)(3m2—4). TI. (Za-3n)2=(3n—2a)2. - T2 Ax2+1). 
73. (x+y—1)(Ta—3b). Tá. (x+6)(x—3). TD. (a+m-+b+n)(a+m—b—n). 76. (x+2y)º. 
TT. (4a +3)20—T. 78. (1+9ab)2. TO. (2at+1)(208—1). 80. (xº-—24)(xº+20). 81. (a—b) 
(x+y-1). 82. (3m—1)(2a-1). 83. (3+4x)(5-2x). 84. at(aº—at-+a2+1). 85. (2x—1)(a—1). 
86. (m+4n)(m—n). 87. ARA 88. (m+I)(2a—-8b—c). 89. (x—4)2. 90. (2a"+ 
b2n)(2ar—b2n), 91. (Tux+a)(8x—a). - (a--3+4x)(a—-3—4x). 93. (3a+x—2)(30—x+2). 
94. (3x—y)(3x+9+1). 95. (x—9)(x+8). 96. (6a2+6ab—7b2)(6a2—6ab—7b2). 97. (a+2b+ 
m+3n)(a+2b-m--3n). 98. (1+3at)(1-3a?). 99. (9a!+12a2b3+ 8b8)(9a! —1202b%-+8bº). 
100. (7x—5)(7x—6). 101. (x—Tab)(x+5ab). 102. (5x—3)8. 103. —5(20+1). 104. (492—5b) 
(m+3n). 105. (1+3x*)2. 106. (a2—-5b)(a2-+8b). 107. (m+2ax)(m?—2amx+4a?xº). 
108. (1+3x—4y)(1-3x+4y). 109. (3x +1)(8x+1). 110. 9x2y3(1—3x—x%). 111. (4º+D?— 
ce+3xy)(a2+D2—c2-3xy). 112. (20+1)(402+100+7). 118. (10x2y3-+1m?)(10x2y?— 10nº). 
114. (a2+9)(a2-2). 115. (1+10x2)(1—10x2+100x*). 116. (Ta+x—3y)(Ta—x+8). 117. (x*+ 
2+y+2z)(x2+2—y—22). 118. (a—4)(aº+4a+16). 119. (a+x)(at— aix + a?xº— axº + xº). 

x x 


3 3 
120. (a3+6b)(aº—9b). 121. (1-+x)(15—x). 122. (a2+a+1)(a2—a+1). 128. (5+5) (5-5 
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124. (4:45)? 125. (a2b2+19)(a2b?—8). 126. (Sa?x+7y)(1-a+3b).  197(x2+26)(x2-15). 
5) 


128. (1+5m)(7—-2m). 129. (2a+2b+3c+3d)(20+2b-Bc—3d). 130. (9-5xy*)(81+45xy!+ 
20x2y*). 131. (x+y)(x+y+1). 132. (2+a-b)(2-a+b). 133. (x—y)(x2+xy+92+1). 
134. (a—b)(a2+ab+b?-+a+b). 


EJERCICIO 107. 1. 3a(x+1)(x—1). 2. x+1)(x—2). 3 2x(a—b)2. 4. 2Ma-1(a2+a+1). 
d a(a—T)(a+4). 6(x+1)(x+2)(x—2). T 3a(x+y)(x2—xy-+y2. Ba(2b-n)2. 9. (x2+1) 
(x+2)(x—2). 10. (a+1)(a—1)>. 11. 20(x—1)2. 12. (x+y)(x+1)(x—1). 13. 20(0+4)a—1). 
14. 4x(2x—3y)2. 15. (3x—y)(x+y)(x—y). 16. Sa(a+1)(a2—a+1). 17. a(2x+1)(3x—9). 

18. (nº+9)(n+3)(n—3). 19. 20(2x+1)(2x—1). 20. ax(x+5)2. 21. x(x—7)(x+1). 

22. (m+3)(m+4)(m—4). 23. (x—2)3. 24. (a+b)(a-b)(a+b—1). 25. 2ax(4a2—3b)2, 

26. x(x2+1)(x—1). 27. 4x+9)(x—1). 28. (22-+a+2)(a-2)a+1). 29. (x3+2)/(x—3)(x2+3x+9). 
30. a(a+1)(at-as+a?-a+1). 31. ab(a+x+y)(atx—y). 32. 3ab(m+I1)(m-l). 33.3xy(3x+9) 
(9xº—Bxy-+9%). 34. (a+l)(a—l)(a2—a+1). 35. x(3x+1)(1-6x). 36. 23a—b)(x+b). 

37. am(m—l(m—3). 38. 4a?(x—1)(x2+x+1). 39. Txy(2x+y)(2x—9). 40. 3ab(x—3)(x+2) 
41. (x+d)(x—d)(x2+8). 42. 2y(3x+0y)2. 43. (a+1)(x—y)2. 44. x(x+3y)(x—y). 45. (a+2b) 
(a—2b)(x +27). 46. Da(3xº+2)(3x2-2). 47. (a+4)(a—3)(a2—a +12). 48. (b—I)(x+1)(x—1). 
49. 2xº(x+T)(x—4). 50. 5(20-5)(30+2). 51. (x—y)(3x—3y+1)(8x—3y—1). 52. a(x—3a) 
(Ja—x). 53. a(4—5a)(16+2004+250º). 54. 2x7x—3)(0x+4). 55. a%(a2+11)(aº—5). 

56. ab(da?—7b2)2. 57. xA(7xº-3a?)(x2+5a?). 58. (xt yr(xo yo, 59. (2x+5)x—8) 
(x2+3x+9). 60. a(x—2)(xº+xy+9?). 61. (x2+2xy+92+1)(x+y+1)(x+y—1). 62. 3a(a2+ 
a+1)(aº—a+1). 


EJERCICIO 108. 1 (1+a(I+Ha(I+a)(l-a). 2 (a+)(a-)(aº=a+1)(u2-+a-+1). 

3. (x+4)(x—4)(x+5)(x-—5). 4. (a+b)(a—b). BG. x(x+1)x—1(x2+2). 6. Mx—1)(x+3) 
(x2+x+1). 7. 3(x2+9)(x+3)(x—3). 8. (2x9) (2x9); O x(3x+1) (3x — 1) (x +9). 

10. Ja(2x+1)(2x— 1)(x2+3). 11. (xt+y)(x2+y3(x+y)(x—y). 12. (x—2)(x2+2x+4)(x+1) 
(xº—x+1). 13. (2+x)(4-2x+x2)(2—x)(4+2x+x2). 14. (a—b)(a+b)(a2+ab+b%). 15.2U2x+1) 
(2x—1)(x"+1). 16. (a+3)(a—3)(a+4)(a—4). 17. a(a+2(x—y)(x2+xy-+92). 18. a(a+1)(a—1l) 
(a+2). 19. (1-a)(Ira+a?2. 20. (m+3)(m?-3m+9(m-3)(m'+3m+9). 21. x(xº+1) 
(x+1)(x—1). 22. (x+y)P(x—y)(x2—xy+92). 23. ab(a+b)(a—b)2. 24. 5(a2+25)((a+5)(a—5). 
25. (a+3)(a—l)(a+1)2. 26. a(a+2)(x—2)(xº+2x+4). 27. (Atab)(A-ab+ab3(—ab) 
(I+rab+a?b?). 28. Sa(x+1)(x—1)(x+2). 29. (a+b)(a—b)lx+y)x—y). 30. (x!+2)x2+1) 
(x+1)(x—1). 31. a(a+l)(a+3)(a—3). 32. (0+1)a-I)(x+3)(x—2). 33. (m+D)(m—I)(4m+3) 
(4m—3). 34. 3b(a+1)(x+2)(x—2). 35. 3(m+I)(a+D)(a-2). 36. (a+1)(a2-a+1)(x—3)(x—9). 
37. (x—1)(x+y)(x—y). 38. a(x+1)3. 


EJERCICIO 109. 1. x(x*+yB(x2ty (x+y)lx—s). 2 x(x+(x—2)(x+6)(x—6). 3. a(a+b) 
(a2-ab+b(a+l)(a—1). 4 4x+Dx—1)2. 5. a(a+b)(a2-ab+bYa-b)(a2-+ab+b?. 

6. 2(a+b)(a—b)(a+1)(a—-D.  T. x(x2+9(x+3)(x—3)(x+5). 8. 3(10)I-a +) -a)(A-Ha-+a?). 
9. a(a—x)(2x+1)(2x — 1). 10. (x2+9(x+3)(x—3)(x+D)(x2-x+1). 11. x(x8D(xt+I)(x2+1) 
(x+1)(x—1). 12. 3(x2+8) (x +) (x— DD (x+5)(x—5). 183. x(a+1)(02-a+1)(a—1)(a2-+a+1) 
(x+1). 14. a(a-x)(x+9)(x—9(x+1)(x—1). 


EJERCICIO 110. 1. (x—1D(x+1)2. 2. (x+1)(x—2)(x—3). 3. (a—2)(a+2)(a—3). 4 (m-2) 
(m+4). 6 (x—3)(x+3)(2x—1). 6. (a-4)(02+50+7). 7. (x+2)x2+1). 8 (n—1)(n—2)(n+3). 
9. (x r2tx—d). 10. (x+3)(3x—2(2x+3). 11. (x—1D(x+HI1)(x—2)2. 12. (x+1)(x—2)(x+3) 
(x—4). 13. (a—1)(a+2)(a+3)(a—4). 14. (n—2)(n+3)(n+4)(n—5). 15. (x+4)(x+5)(x2-3x+7). 
16. (a+2)(a—4)(2a—3)(da+5). 17. (x—5)(x+5)(x2+3). 18. (x—1)(x+6)(3x+5)(5x—2). 

19. (x—2)(x—3)(x+3)(x+4). 20. (a+1)(a+2)a—3)(a—S)(a+4). 21. (x+Bx—3)(x—4)(x+5) 
(4x+3). 22. (n+2)(n+5)(n—6)(n?—n+3). 28. (xx +3)(x—4)2x+3)(8x—2). Dá (x+1) 
(x—o)(x+5)(xx+1). 25. (a—4)(20*+3). 26. (x—3)(x+5)(x3—3). 27. (x+D)(x+2)2(x+3) 
(x—3). 28. (a+1])(a—2)(a—3)(a+3)(a—4)(a+5). 29. (x—1D)(x+1)(x— Dx +9)(x— 6)(x+6). 

30. 2x+1(x—2)(x+2)(x+3)(x—4)(x—5). 31. (a—2)a—3)(a+4)(a2—-Da+3). 32. (x—2) 
(x+2)(x— E) (x +4)(x3— 9), 
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EJERCICIO 111. 1.ax. 2abc. 3x). 4300. B4m?. 6.9mnº. T.3b. 
8. 6xyz. 9. 7a2bict. 10. 24x2y2z28. 11. 1J4mn.  12.75a%3. 13.2ab. 14.19x%y. 


EJERCICIO 112. 1.2a. 2.3xy. 3.442%b?. 4a+l. Bx(x—l). 65x. T.602xy. 
8. a(a—3). 9 x(x+5). 10.0-b. 1l.m+n. 12.x-2. 13.x(x+2). 14.3x-1. 15.20+b. 
a de E: 17. 2x+y. 18.a(a-3b). 19.ctd. 20.30(m+5). 21.2xº—-y. 22. 3x(x+1) 

a+b. 24. x(x—1). 25.x(x—3). 26.ab(a+b). 27.2(x—1). 28. a(x+2). 
vg. aço 30. Ma—1). 31.2a+b. 32. x—4. 33.a(a+1). 34. xº-3x+9. 35. x+da. 
36. 2(3x+5). 37. x+1. 38. ax(x—7). 39.42. 40.3x—1. 41.(aº+])(a+1). 42 m+n. 
43. a—l. 44.9x(20+43). 45.y(x+y). 46.22-m. 47.3(a+2b). 48. 5(a+x)((a+9). 


EJERCICIO 113. 1.2x+1. 2a-2. 3Ja(a-x). 4x]-x+1. Ba(2a—x). 6. 3x+5. 
7. 3x—9y. 8. x2+3x—4. 9. m-2m+. 10. a(a*—-20+5). 11. u(3x+5). 12. 2Mx2+a?). 
13. 3(x2+2ax+a?). 14. 2ab(202-ab+b?). 16. 3a2n(3a-In). 16.a'-a8+1. 17. 2a(3x—2). 


EJERCICIO 114. 1x3. 22x—y. 3x-l. 4La+2x. Bx(x—]). 


e Ns. 1. a2b2. 2 xy? Jalbic. 4 a!bxs. 5 mn. 6. 45axºy>. 

T. ab? od 9. 8asb?, 10. 12x*yºz?. 11. 36mn*. 12. 240ºb?x2. 13. 30xºyº. 

14. cm, 15. 12a2b2. 16. 18x%y2. 17. 36a%b!xº. 18.60m2n3. 19. 72a%b3. 20. 120m3n?, 
21. a2bscê. 22. 9408x3y3. 23. 36a?xºy?, 24. 300mn!. 25. 3600ºx%yº. 26. 2400ºb3. 


EJERCICIO 116. 1. d4a(x-2). 2.3ba-b). 3 xy(x+y). 4. 8(1+2a). 5. Gab(a+2b). 

6. 14x2(3x+2y). 7. 18mn(n—2). 8. 15(x+2). 9. 10(1-36). 10. 360%(x—3y). 11. 12xºyº 

(Ca+5). 12. mn?(n—l). 13. 6a2b(a-2b). 14. 5xty(x—1). 15. 540ºb%(a+3b). 16. 90x 
2492). 17. 4x2y(x2—1). 18. 24m(m2-9). 19. Galbz(x41)(x=3). 20. x! x+2)2(x—1). 

1. 18aºb(x—2y)º. 22. 18x3(x2—4)(x—3). 23. a2x%2x—By)2. 24. TOxyM(x—D). 25. 2anº 

x2+y3)(x+9)2. 26. 8x(x+3)(x—2)2. 27. 6x%(x+1)(x2—x+1). 28. 12xºy*(a+b)*(x— 1). 
EOLSDRGO 30. 28x(x+1)(x2+1). 


EJERCICIO 117. 1. G(x+1)(x— D=6(x2—-1). 2. 10(x+2)(x—2)=10(x2—4). 3. x2(x+29) 
ARA (x2—dy2). 4. 3a%(x—8)2. 5 (20+3b)(20—3b)2. 6. 0(a+b). T. 6ab(x—1)(x+4). 
. (x E: 9. (x+1)(x—1)2. 10. (x+1)Hx2+1). 11. (xy) (xao ty. 12. (x—9)8 
(x? + xy+9y) (x—2) doada sa RçA 14. (a-5)(a+6)(a—3). 15. x(x+3)(x—3)(x+5)= 
xº(x2—0)(x+o). 16. ax%(x—2 cant pa). 17. 24(x—y)2(x+9). 18. 10(x+y)*(x2+92). 
19. 1202b(m+n)(m?-mn+n?. 20. ax(m=nP(m?-emn+n?). 21.6aa4+1)a-1)=64º (021), 
22. xx +2)x—2)=x2(x2—4), 23. (x—1)(x+2)(x—3). 24. (34+2)2(20+3)(0+4). 26.30(xº+1) 
(x+1)(x—1)=30(x2+1)(x2—1). 26. x(x+y)(x—y)(a—2b)=x(x2—y3)(a—2b). 27. 60ab(a+b) 
Em b)=60ab it 28. 2(x+5)(x—o)(x2-+0x +25). 29. ab*(a-3b)(a+b). 30. 12mn(m—n?). 
1. 60(x—y)(x+y)2. 32. ax(x+T)(x—D)(x+9). 33. 30x2(x+3)*(x—3)2. 34. 36(14º) 
(I+a)=36(1-a!). 35. 20(3n—2)2(9n2+6n+4). 36. (3n+2)(2n—3)(16m2—1). 37. 4a?x3 
rim (ox—3). 38. (4+x2)(2-+x)*(2—x)?. 39. (1+a)(1+a?)(I-a+a?). 40. (4n+1)(2n—3) 
(on+2). 4. (2a—b)(3a+2b)(Da+4b). 42. poda ARA 43. 6a2b2xº(1-+x2)(1—x2). 

















44. 9a?xx+2)(x —4)(x2—2x+4). 45. (x2—9)(xº — 1). 48. (1+a)(1-a) (1 ra+ a”). 
47. a2b2ta+b(a-b)2. 48. (m-3n)m+3n)(m?+3mn+In?). 
a 1 i? a ) mn 
EJERCICIO 118. 1.-. 2Z2—m. 3—. 4 ——. Bêmn. 6-—-—. T.—. 
ni b 4ab XY 4xºy 8a?xy 3 
Ixly2zt sed 202 
EE al nn. nl nm. 
8 dab2x* 4mº 134*cêm 2xºy4z4 da8z3 3a8b2c 
49,10 204 
Mo ic US tds 
3 Txyz* dbc? Jun ns 
| 30 1 2% b3c = 
EJERCICIO 119. 1 -——. 2 -—-——. 3 — 4x4. 5 -——. 6. 





Za(x+a) 3(x—y) 3y B(a—b) 5a 









































RESPUESTAS & 553 
O aê ção? O ao. Mo pes 
x—2 2b x+y x—5 a?+2ab+4b? x+3 5x+1 
c ka 2 aê 
pd nm nd. m=-=. me mm 
a-1 x—4 ax(a—3b) m—n? (x-+y)2 mn 
ar: 2b2 
20. SE 21. ara 22. (1-a)?. na. : E. ' o 
a?-rux+x? a—2 a?+b? x2+xy+9y? da+b 
cas — a 2 
26. n(n—1) 97. ântl 98. 2 bre ab c+á 3% “ga 5(a+b) 
n—6 2n a+b+c "a—-b+c-+d x+3 3 
39 4a 33 x x—4y x mn x2—5 
3x x—6. x2(x2+4xy+16y2) xº—3y2. m—3. x2+3. 
38. a2+7 | AO “4 (a-2)(4a?+1) AL a?-Sa+25 a(n—6) 
a" +9 2x+3 a—10 2(a+5) n—õ 
43.  3m+8n 44 da 3x—4 x(4a+5) 7 4x2+2xy+y? 
mi-+mn+n? 4b x(3x+4) | a(3a+2) x(2x—y) 
e = Dm né: ER 
us º ab 49. R(ar o) 50. * a+d. 51. 2x 1 9. (a-2)(m+n) Za—x+ 3 
2n+1 x+9 x] xº+1 a(a—6) Za+x+3 
m+n 1 a*—1 57 (2x +)? 58 4nº+10n+25 Q—=x d—d4x 
(1a)? x(1x2—5) a2+] $x—) 0 Qn-5  G-xº 4-8 
) 
[o 3 ar E, 
Cro ço rt us un? Es R 
mn—?2 x—2b x— a+3 x(x+1) 
3 1 = 2 
Rito Ce Mo MM. 8: RL 25,522. 
2n+3 x 2-8 x—3 x—1 x—s (a+2)(a—3) 
preco do =? ta sl gq. q 
3 mn n-m x+4 mn 
3 2x+1 a*-+2a+4 a+2 a+2 y—2x 2x—y 
o—— 6 - -——— 8- o cen 
n-m x+2 a+4 n-m mn a) o 
À q e ma pero Macs 
x+7 x—4 a2-rab+b? x—3  3-X b:+2b++4 
2x 2(6— x) an? 
16. —(1-a?? —l(I-=0), MM -——, 18. a-b. +. 
(1-a)? o (a—l)(1-a) 3) a 3(X+5) da —b? 
— Pes ar: pa ui 
=D EC ad Or STD) a = 
x+y+z x+y+z c—d 25+5x+x?  25+5x+x? 
mt nt gr CMN mn. us 
2x+3y 2—n x—3 3—x 2x(x+3y) x 
a*+x? e 2xº-+xº—2 3x—2 ny? 
aa —- B—————. 4 ——, DD 
EJERCICIO 121. a2— 9x2 x2+1 3x3—x2+3 5x+3 2x2—-3xy+9yº 
20º—a?+3 1-2x+x? 2m?—n? 2a+1 dxº-+1 n-—3 a*+1 
++, T.>——, 8 — — 0. 10. — ai. E —— 
Ja'—a?+5 1-3x+x? am-+n a" +3 gxº=—1 n+2 as+2 
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ba 20a Z2am 9x2y2 4mn 6x+21 
EJERCICIO 122. 1. a 2. ear 3. Sabe” 4. de” es 6. TE 
2x — 2a Sa?+-3ab o x2—2x—8 2aº 2x—2y 
x2—x  Palrda  al+2ab+b? x2+5x+6 “alx+a 12 
13. dax+0bx 14. óxi—lóx 15. 2: 4 x2—9 | essi id 
a?—b? dax Ax2+4xy+y2 KI Dx—3 a“+1 
18. a Ai? AR 19. p= de b-—Sab? x2—x—9 | 
9x?y x2+2x+1 63aºb xº+3x—10 


3 
EXERCICIO 123. 130. 23 Sxth 4 za + 3 
+ 


5 9 3x+9 5bê 
E gm. Qást=-D. Tua ta-ssrIP- 
pci den nd 2 a iii a+2b 


dx+2 23 2x +—5 
. 10. - 2 — . 11. a e ET RT 
KI EP 3x—2y cd 2x2 +41 


a—2 dx+4 3n2+10n—3 
) .X—9— E 14. ue, comme, 
a*-a+1 ss 8 x2—92 nm 9nº—-3n+1 
10x3+12x* 2mn?—-mn'—mni 
15. 2)xº — — — o, , º aaa 
E 4xº-+5x+6 ei aiii 3m'=mn?-+-nº 
a?-+-ba 9 m-—-mn—n? g xº+3x—13 4 a2-+2ab 
a+92 j m . = wa - a+b 
5. l-3a 6. 2x a x2+x—s5 g xº—2x* 








9. x—1- 








12. 20º? —-a— 92 — 

















EJERCICIO 124. 1. 





a “ax “atx x—] 
mr un. ut adro 
mn a+2x m+2 x—2 2a—b 

ida E ml. n. me 

xº—x+1 x—S3 u—b 3—% a+2 
a: 1 dax? 8 dx 6x? 5 Ja?x 
ab" ab Gaix' Gaix) 8x" 8x8 8x3 sb? 
abx abe 42yt amy? 15xº Ba?-Pa da Ga+l2 3xy-8y 
a3b2” ash? “36x2y*' 36x2y3" 36x2y3' " Ga? “6a?” Ga? | 3x2y2 O 
xº+xy 15x?y? omn2+ômên* Qmn-2n2 — mº a?b2-rab? Jab?-3b? 
Bay axlye o CO TOmôn? * 1Omên? * 1Omin? — Gab? "Gab? 
20º-+2ab? 1 Sab?—-4b3 9a?b—-Ba* Gasb2-]Sa?b? 2x+2 15 

Gab? - — ab? * 2a? "O ab? | (+) (+) 

a*—ab b xº— 2% a À 
“(a+b)a-b) (a+b)a-b). (e+IxIx=2) (x+1)(x—1)(x—2) 
2a—f Ja?+-l5a 2x2  ax—x? dx—3 2x2—-2x  x2+3x 
“S(a+5) B(a+5) “b(a-x) 6a-x). “xMx—1) xMx—1) x%x—1) 











10. 2x + 29. 











EJERCICIO 125. 1. 
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ga—sb  Mal+2ab — ab—b? xº-+xy y2 BR 19 2a 
S(a2—b2)" (ab?) B(a2—b3) xy(x+y) xy(x+9) xy(x+y) a(at— by 
a—b a*-+ab 9x2—3x xstx? x m mê-—mn 
a(a?—b?) a(a?—b?) e E “m(mê-n?) m(mi—n?) 
mn+n? nº+2n+1 nº-2n+1 n4l a*—2a2b2-+b* at+2ab?+-bt at+b! 
m(m?—n?) Cn Cont "na CC at-bio Po at-bto PC atbl 
3x2+b6x x2—-2x+1 1 dx*+l5x 2x x—l 
“(xx +2) (x 1)(x+2) (x—1)(x+2) “JO(x+3)” 10(x+3) 10(x+3)' 
12x—6 6x+2  4x+3 Q7a2—T75 2a-+8 1542+85a+100 
“ Gx+4) G(x+4) 6(x+4) “(a+4)(9a2—-25) * (a+4)(9a2-25) (a+4)(9a2—25) 
x2+4x+3 x2+4x+4 3x2—bx a2—sy da*+25a 
“(x24(x+3) (x2-4)(x+3) (x2-4)(x+3) “(a-B)a-4)a+5) (a-3)(a-4)a+5) 
a2?—-Ba—4 a+1 2aº-2a a?ta+l 3x2+3x+3 3 2x3 — 9 
(a—3)(a—4)(a+5) o “ B(81) C M(x3-1) B(x38—1) 
6ax2—Gbx? 4abx—4b?x a?+ab a?-da+1 al da+3 
“ 4ax?(a2-b?) sax2(a2—b?) 4ax%(a2—b?) “(ay * (a-1)3" (a) 
4x—b 18x+12 4xº—1 
2(2x+1)(3x+2)º A2x+1)3x+2) - A2x+I)(Bx+2) | 
9x—2 5a+6b —ga?+Tab—Bb? Ba+3b la 
EJERCICIO 126. 1. ETR 2. ET SS a “Sab ae 
nê+ômt+êmn 7. dax-—Bax+ Lata 29424 19x*+l6x+5 10. óx+y 
mên tax? 30a 15x? 60 
se 1 se: 19xº+30x2-18x+10 de cá he am+3bm+2ab 
m 45x3 a?b3 abm 
2a 3x—2 21 2.º 
EJERCICIO 127. Li “Tas “os * 
2m?—12 2x2+2yº 2xº+x+1 óx+10 d4x+y 
-2ax 2a 20º +2b2 sa? Za 
Ja x2] A gi “ab(a2—b?) “ 9a2—b? 1 (a rb(a-D) 
dxº+6xy+ dy? 2a x+4 x+2 2(x +) 
(ya ey)? o x(a—x) ni M(x—92) “a(l-s) dá x—y 
3a2-+3a—24 Ta-27 6x2—-19x+12 3x2+12x-+50 
“ (a+1])a-5) dl. a(2502—-9) na 10(x—2) “(xx + 4x +) 
o 5) 6x2—x—7 2x x+o 
São só, (3x+2)(x+3)(x—8) asa na 
6x2—10x+12 308242144 +19 
“(Ox+I1(x—2)(x—3) “ (a-1)(a+2)(a-—3) 




















10. 


















































EJERCICIO 128. 7 a 9. ey semen A 
u"b nn” l5a*b% 
5. da+b 6y"+3xy— 0x? o a+d da”—24—1 xtx—1 abs—Sab>-—s 
sa 120xy 1Z 20aº 0x3 6a” b3 
1 mn dx a?+b? 
RRRSASHO! 18 à (x— H(x—3) nº—m> o. x! —1 á. ab(a+b). 
2mn 2 u"+ax+ 2x? 1 | 
mn “wrote *e Caras Lim 
dx+1 sab 2x"+2x—U na 
1 br da?-3a—b 2 l-2a 
1d. —. À O MESES SIRER A STMCS 
X— a(a?—b?2) S(2a+3)º (x=+x+ 1) nx2—x+1) " a(a"—l) 
3a: 119º+3a—7 2 1 x 6 
Pat) o MOS ES (x— (++) 
x» 2b"—ab 9a daº—Dax+ 97x” 
(x Drx+D)  Pas—bsy Mara) a ++) Mas 2723) 
a 
29 
1 o Atx Burra Sa?— 3a +10) 3 
EJERCICIO 130. 1. A? 2. EA “CREED “AG AREA 
4x a x—10 XD —] + 49º 
x+y x(a—x). e (x+1)(x—5). | 3X + Px—1) “x(a+x) yt— 
da 26 Saº+2a+4 x*+dx+1 
cê 18(a+1) e (a+2)((a—H(a+6) o (x+1)(x3—1) 
17. sa | dx + oe | 2 27d = 6 | entodn+l 
a2-ab+b? xº+9x+4 “(x Dax-)(x+5) n(n—1)3 
91 a!-+200º—25 9—-Dlx—50x? 3x2—16x—4 2a*-+a—2 
(a2-+5)(a2—5) “(BAN 9(x2—1) " B(a—1) 
95 dga—l ix+4 ta*—12a+1 d46a —75a? 
— 60(2a+1) “(x+ x) Ox +83) “(a-l(a-2(a+3) “ (2-Ba)!(2+3a) 
da2+08 x 
“AO(I-=a!) “ B=xy 
n 3x x+1 2ab+b? xº+3x—B 
EJERCICIO 131. 1. ias” 2. a 3. re ala?) 5. + Dx=3) 
1 x—3 Da*-+a 2x2+3x9 x2+4x-+6 
(Px XANA S) TT MXN) 2-9. ximye CC (x D+) +3) 
o a+3 3% == 1 x+2 
Mat) s (J-ay(ta-2)a-3) O a É “opa 























ba 8 3 2x4 nº 
WirÓcio DL Led SL ss. “2 ss ED. 
mx Imêxºy b Tay? êmx 
2 
x - X—2 % 
O do sa Es, pe MY 
3 4 m?-2mn+n? xº x2+4xy+49yº 
z 
1 x—y a—1 x+3 x x=3 
à q —emenes ; 14. ——. yet o à é o Ha ' 
A” 24% Va x—1 da+15 : ps 2x+1 a—l 
ii ja 32-24 Ni 2 
dá me =. 8" ga, E" Mag 0y 
3 x+1 m a—6 x+2y 
4x+Ba a*—-Ga a2+a x+1 
“axta 4a+24. “0 x2-9 
KB — Da 
EJERCICIO 133. 1.02. 2 xº-). 3.1. 4. a+b. 5. SR 6. x. 
— 1] 2 - ER 2 
7. a+x. 8. ed o Gi 10. 2a2—-ax— 3x2. 11. Fai " 12. 6. 
xº-2x—l5 m b 
xy S an K datm*x xa 
EJERCICIO 134. 1. mk 2. bixo” a 4. 30x2. 5. Ee k Tâmiy' 
3b x+1 a+7 1 a?+2a—3 3x+1 
AR À =————. ——. | 11. —. 12. ——— à ami 
ola 5a+15b 5x Za +10 3x ê a?—49 d4x—3 
+11 1 das 2—-Dx—35 
— Risic) e E ES me. qm. 
x—7 2aº-+a” a xº— 8x 2 a+3 
ox +1 xº*—-1 1 x—3 2a—3b 
* Px2+3x 2 a 12" as 9x—1 a? 
x2+x—2 a—l xº+6x+8 a2-+ab 
EJERCICIO 135 1 FT 2 pr 225] CEE 6xAO E 
xº—1 xº— x—2 8 n 
x3+92 x—1 “n+o 
2x 2a?b sa"+3a—6 xt-81 1 
EJERCICIO 136. E —., : À =. é i É : 
O 136 1 Er - SA 4 E 5 a 6.1 
7 x—3 x—3 9 4x2-12x+9 a?+ab-+-ac nã b2—b 
“x-I0 " Pax+da “ Px+3x a—-b—c “ x+3 
4m?-+mn 1 
RE st Pio . 8322, “ 
12. mên-Imn2+9n? 18 aa ssa 
—b ES 
EJERCICIO 137. 1L-—— amas gs mm dE Ga. 
b+1 b n—-m y 
x+3 Ed N 4ab—4b? 3 1 a?—9a 
“ x—5 é Da+b - "5h 1. a+x—l 12. a+1 
5-a 4x2+3x x+1 a—b x+4 a*+Za+1 
1 =: .— o o 16. j 17. — é 
4a?-+a ox+2 x a+b x+10 aº-+8a+l5 
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b 1 
EJERCICIO 138. Lar  2— 4 o Gm. 
x2+x—9 ab 2x+1 
a?—ab +b? l+x—x?—x3 gx a—x x—3 
ee, À gramas 9. 0. ng mesm, 
ab”? 2 à a fé , 4a uia x2+4x 
—3 1 —b+ 2— 
Load UHE = Rs/.-=>. E aa 
x—d4y a a—b-—c l-2a 
xo x—1 x 2x+4 a—l 
| À. —— mm, à — =1.  x-l. 
x+1 2x—1 2x—83 dx+2 cd ” a*—2 a 
EJERCICIO 139. 10. Zoo 30 40 50 6 75% 8a. 
92.0. 10.5 110. 125 185 140. 15.0, 165. 17.3 
18.0. 19.2. 20.3. 20. 22 2 235 24.5 25.5. 265. 
27.0. 28.5. 29.1 30.7. 
4x+5 a+1 1 at+b? 
EJERCICIO 140. 4 FR . Pro x(x—3) 4. 4x o E TE 
49— ; é 1 403—9a2b 
téc A gi jd Br. 
29x 3 3 3x nx mx mn (a—b)(a3+D8) 
1 2 1 
já. 0 g-ds e dao me = e 
l—a? 2x+1 Bx+3 x ai—b* 3 
4 2 iai 
=D. mé o pa 
a—5b 2 b(x+2)(x—3)? 
EJERCICIO 141. 1-4 23 3-8 4-1 55 6-5. 7.19 
2 1 o 53 5 1 2 mM 3 
8 -=. 45 10-50 11.5 125 13-5. 145 15.57. 16.17. 
8 a) ! 1 
17. — 18. —-+ 19.5 202. 21.2 22.1. 23.14. 24. —-— 25.14 
26.1. 27.4 28.4 29.3 30.8 31.15 325 385%. 
rERCICIO 142, 1-2 4 o 34 45 6-T 62 7-0. 8.35 
| 1 13 3 7 ! 
9. 10+. 10.—-+ 11.5 125 13.9. 14-15. 15-72. 16.14 
17.44, 18.2 19.54 20.11 211% 22-16 23.85. 217 
2 4 3 3 1 
25.7. 26.1. 2.--. 285 29.5 30.2 31.3 32 —4. 
3 8 4 1 
33.5. 346. 35. -1. 36 -— 37. —l=. 381 39 —+ 
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1— 2 
EJERCICIO 143. 120 2 —  Bab tas ba 6 = PA 
a3+2b3 a—l l+a 
O E ee——o | 9. . 10. . ão . 12. . 13. — D, 14. b. 
a2+2b? ; 2 l+m e a nr 
— b 
15. e - . 16. a am 17. A. 18. DO 19. a. 20. 2m. 
2 ad-b a 
me 6a 
EJERCICIO 144. 1. TE 2. ri Dt: 4. m. 5. 2a. 6. 2. T. 2a. 
b 3b 
8. n—-m 9. a+b. 10 bato 11. —4a. 19, em x : 13. mn. 14. 2(3b—a). 
8 2(b+2c) 
2+nº? b b— b 
15. = Te . 16. ba 17. b. 18. a 19. al 20. ae 21. dga—l. 
2 o 2 2 
l-a 
22. 23. 2a+3b. 24. n—2m. 





EJERCICIO 145. 1.8. 2.12. 3.5. 4.80. 5.30. 6.120. T.4, 10 anos; 
B, 6 afios. 8. 4, $120; B, $105. 9.100 m. 10. bs. 72. 11. 18. 12. 14. 13. 60. 
14. 264. 15.63 p. 


EJERCICIO 146. 1.24y95. 2.64y65. 3.124y 125. 499y100. 5.80 y 82. 
6. A, 825; B, $24. 7. Hoy, $16; ayer, $15. 8.80, 81y 82. 9.70, 71 y 72. 
10. 20, 21 y 22. 11.4, 16; B, 14; C, 12 anos. 12. 4,5 anos; B, 6 anos; C, 7 ahos. 


EJERCICIO 147. L4lyl8. 2315y121 321765 480y24. 5.200 y 60. 
6. A, 96 soles; B, 100 soles. 


EJERCICIO 148. 1. Jer. día, 8100; 2º día, $50; 3er. dia, $25. 2. Miér., $120; 
juev., S72; viernes, 860. 3. 4, 120; B, 80; C, 48 sucres. 4. A, 40) anos; B, 24 ahos; 
C, 9 anos. 5. Jer. dia, 81 Km; 29, 27 Km; 3º, 9 Km; 4º, 3 Km. 6.12, 1000 Km; 
92 1100 Km; 32, 1210 Km; 42, 1331 Km. 7.12, 200000; 2%, 100000; 3%, 25000; 
42, 5000: 52, 500 colones. 8. Barco, 5436; tren, 2416; avión, 1510 Km. 


EJERCICIO 149. 1.%50. 2 0.84. 3.593. 4. bs. 5000, 5. 80. 6. 120 soles. 
7. 396. 8. $90. 9. 1600 sucres. 10. $120. 


EJERCICIO 150. 1. 4, 25 afios: B, 75 afios. 2.4, 60 anos; B, 20 anos. 3.50 anos. 
4. 36 anos. 5. Hijo, 16 anos; padre, 48 anos. 6. Hijo, 20 anos; padre, 50 anos. 

7. 4, 50 anos; B, 15 anos, 8. Padre, 55 anos; hijo, 30 anos. 9. Padre, 50 anos; 
hijo, 30 anos. 10.4, 48 anos; B, 30 afos. 11. 4, 24 anos; B, 8 anos. 


EJERCICIO 151. 1. 4, bs. 60: B, bs. 30. 24,48; B, 96 colones. 3.4, $48; B, 596. 
4. A, 870: B, 842. 5 Con 90 sucres. 6.4, con 972; B, con $48. T.4, 972; B, 390, 
8. 4, 830: B, 815. 9.40 balboas. 10.36 soles. 


EJERCICIO 152. 1.2 anos. 2.5 afios. 3.12 anos. 4. 15 anos. 5. 820. 
6. 2.35. 7.15 y 20 a 8.310. 9. bs 120. 
EJERCICIO 153. 1. 12mx9 m, 2.18 mx 9 m. 3.15 mx 13 m. 
4. 45 mx 12 m. 5. 49x 36 m. 6.90 mx 60 m. 7.18 mx 8 m. 

5 8 23 18 5 5 3 27 
EJERCICIO 154. 1. = 2. me 3. o 4. É: 6. ++ Tt. 8. —- 
Ê, 


EJERCICIO 155. 42. 2.48. 3.63. 4.21. 5.522 6.97. 7,84. 


560 €  ALGEBRA 


EJERCICIO 156. 1.2 dias. 2.65 min. 3.2 dias. 4 “dedia 5 2% min. 
6. 3—. min. 


EJERCICIO 157. 1.1y 38+ min. 2 Alas 10y 5— min. y a las 10 y 38 min. 

10 . s . 3 . kt) . 
3. A las 8y 10- min. 4. 12 y 32- min. 5. Alas 2y 27 min. 6 Alas4y 21 min. 
T. Alas 6 y 164 min y alas 6 y 49> min. 8. Alas 10 y 54— min. 9. A las7 


y 21— min. 10. A las 3y 21 min. 11. Alas 8y 325 min. y a las 8 y 545 min. 


EJERCICIO 158.  1.62y56. 2. $20. 3. 18. 4 28000 y 20000 soles. 5. 60 y 24. 
6. 45 y 75. T. $160. 8. Ropa, $48; libros, $90. 9. 4, 15 afos; B, 6 anos; €, 4 afios. 


10. bs. 9000. 11.8. 12.70. 13.60, 50,30y10. 14. 9y49-min. 15. 4,55 anos; 


B, 45 anos. 16. 15 dias. 17.500 y 150. 18.4, 15 amos; B, 60. 19.23 y 22. 

20. 600 sucres. 21. Entre 10. 22 40 libros; $10. 23. 4, $110, B, $140. 

24. 30 libros. 25. 30000 colones. 26 3600 balboas. 27. $4800. 28. 200 y 150. 
29. $180. 30.8 pesos, 6 piezas de 20 cts. y 4 de 10 cts. 31. Q.8000. 32. 40 anos. 
33. 55 hombres; 3061 hombres. 34. $288. 35. Con 80 lempiras. 36.72. 37. 63. 
38. 60. 39. $20. 40. Pluma, $2; lapicero, $1.20. 41. 828. 42. $18000. 

43. Bastón, $15; somb., $45; traje, $80. 44. 300 saltos. 45. 225 saltos. 46. A las 10 
v 48 min. 47. A, con bs. 8000; B, con bs. 6000. 48.30 anos. 49. 100 Km. 

50. Cab., $50; perro, $20. 


EJERCICIO 159.  1.80m. 2.100 Km. 3.360 Km de 4 y 160 Km de B. 
4. 4 horas. o. - 250 Km; 104 am, 6. 4, 45 Km; B, 25 Km. 7. A, 174 Km; 
B, 12 Km. 8 7 horas; 420 Km. 9. 4 93 Km. 


EJERCICIO 162. 1.40 cm: 2 92m?. 3 135m 4 12seg. 55m. 
6. 12m. 7. 78+ m?. 8 315 m. 9. 31 m3. 10. 1.03. 11. 6.92 m?. 12. 720º. 
































24 2 24 24 
WERCICIO IG. Lv=Sisó tis DD. Lo=5 tests 
t v b+-b' t? In an 
24 A b2+ci—a? V—Vo V—Vo 
n=—., 5. pa pac. Tt. Vo=V-at, = te ; 
al ne 2h t a 
Vo—V Vo- P 
8. Vo=V-+at, a= di Ao M 9. did P=vVD. 10. b=va?— e, 
a 
ad V V f 
c=va'— b?, 11. g=—, t=—. 12. b' = pf js DA e SM 13. =, e=v'd. 
t a p+f f—p' uv? 
2e—at? |? Vot— 3V /38V 
14. Va = E E 15. dt ' a si? À o 16. ia > HE or » 
2 21 t2 xr? hz 
100x1 XI I ) E 
17. c=-———., t= o = id ; 18. RA [=-. 19. v=v2ae. 
txr cxr cxt Í R 
u—a+r u—a cácsa RR 
20. a=u—(n—l)r, n= TE — . Bl. EE qe, = e 22. Q=1t, pe 
n—l yh l a I 
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EJERCICIO 164. 1. x>1l. 2. x>4. 3.x>3. 4 x>-—-3 6 x>7. 6 x<8. 
T.x>5. Sa>l 0 x> 10. 4>-7. 11. x<7. 12255. 18. 4< 
14. x>2. 15. x<3. 16. x>2. 17. Los números enteros menores que 84. 


EJERCICIO 165. 1. x>8. 2. x<9. 3. x>3. 4 x<l. 6 x>20. 6. I0<x<l13. 
7. 4<x<6. B —3<x<-2 OQ. 21<x<22. 10.5 y 6. 

EJERCICIO 166. 1.12. 2.36. 3.84 45. 5. 2-. 6.2 71 8 +. 
9. 96. 10.3. 11.50 m2. 12. 120 m2. 13. 256 ms. 14. 154 cm? 

15. 10 cm. 16. +4. 


1 3B 
EJERCICIO 167. 1. A4=2B. 2 e=tt. + = ne. 4 dA= E” 


2 
5 C=Dr=2ar Ge=490  TFE=KD. 8 y=+3 8 I=1vZ 





x2 9—2x kmm 24 1 
=— V=H=—— . SE ' h=— ) =—mpy. 
10. y= 5 + 2. 11. y ” 12. F o 13. h a 14. W ida 
V ] B 
16. poPe 16. re 17. a. 18. A=—. 
h y y2 2C 


EJERCICIO 173. 1. x=1, y=4; x=2, y=3; x=3, y=2; x=4, y=1. 2 x=2, y=11; 
x=5, y=9; x=8, y=7; x=11, 9=5; x=14, 9=3; x=17, 9=1. 3 x=1, 9y=8; x=6, 9=5; 
x=11, y=2. 4 x=3, y=2; x=6, y=1. 5 x=5, y=10; x=13, 9y=3. 6. x=3, y=13. 

7. x=4, y=4; x=9, y=83; x=14, y=2; x=19, y=1. 8 x=3,y=16; x=14, 9=7. 9 x=1, 
y=34; x=3, 9y=29; x=5, 9y=24; x=7, y=19; 4=9, y=14; x=11, 9=9; x=13, y=4. 

10. x=4, y=10; x=17, y= 2. 11. x=2, y=18; x=7, y=11; x=12, y=4. 12. x=], 
y=22; x=2, y=12; x=3, y=2. 13. x=2, 9y=17; x=6, y=8. 14. x=1, y=18; x=12, y=9. 
16. x=6, y=24; x=18, y=13; x=830, y=2. 16. x=6, y=18; x=19, y=8. 17. x=4, y=32; 
x=12, y=91; x=20, 9=10. 18. x=5, dg x=30, y=3. 19. x=4m-1, y=3m-2; 
x=3, y=1; x=7, Es 4=11, y=7. 20. x=8m-8, y=5m-—32; x=:5, 9=3; x=13, 7=8; 
x=921, y=13. 21. x=18m-5, y=7m-6; x=8,9=1; x=21, y=8; x=34, y=15. 22. x=12m, 
y=llm; x=12, y=11; x=24, y=22; x=36, 9y=33. 23. x=17m-5, y=14m-—6; x=12, 
y=8; x=29,.7=22; x=46, y=36. 24. x=1Im+4, y=7m-—5; x=15, y=2; x=26, y=9; 
x=37, y=16. 26. x=18m+46; y=8m-3; x=59, y=5; x=72, y=13; x=85, y=21. 

26. x=20m-17, y=28m+1; x=3, y=24; x=23, y=47; x=43, 9=70. 27. x=5m-l, 
y=7m+61; x=4, y=68; x=9, y=75; x=14, y=82. 


EJERCICIO 174. 1. 1 de$2y8 de$5; 6 de $2y 6 de $5;11 de $2 y 4 de $5 0 16 
de $2y 2 de $5. 2.1 de $5y 4 de $10; 3 de $5 y 3 de $10; 5 de $5 y 2 de $10 o 7 de 
$5 y 1 de $10. 3. 1y19;4y.14;7y9010y4. 4 558.y202.;20s.y 1227.0355. 
y4z 5 3del.y15des.; 8 de ly 12 des.; 13 del. y 9 des.; 18 de 1. y 6 des. 
o 23 del y 3 des. 6 8ad.y 20 nãos. 7. 4 cab. y 89 v.; 26 cab. y 66 v.; 48 cab. 
y 49 v.o 70 cab. y 20 vacas. 8. 4 y 2. 9. 2 de 25 y 16 de 10; 4 de 25 y 11 de 10; 
6 de 25 y 6 de 10; 8 de 25 y 1 de 10. 


EJERCICIO 175. 21. (-1,49. 22. (2,3). 23. (5,3) 24 (-2, —4). 26. (3, —4). 
26. (—5, —3). 27. (-4,5). 28. (2,4). 29. (-5, 6). 30. (—4, —3. | 

EJERCICIO 176. 1. x=3,y=4. 2 x=-4, y=-5. 3 x=—1, y=2. 4 x=], y=4. 
O. x=4, y=4. 6 4=-), y=2.0 T x=-4 9=7. 8 x=-12, y=14. 9 x=b, y=5. 


EJERCICIO 177. 1. x=3,y=1. 2 x=4,y=-3. 3 x=-4,y=5. & x=—7, y=-—3. 
=3, y=2. 6 x=—4, 9y=—4. T x=4, 9-2. 8 x=h y=—4. 9 x=—3, y=10. 


EJERCICIO 178. 41. x=1, )y=3. 2. x=-2, y=-1. 3. x=7, y=-—5. 4. x=-—4, y=2. 
6. x=3, y=-2. 6 x=), y=1. T.x=-2,y=5. 8 x=2, y=2. 0 x=4, 9=-1. 
10. x=4, y=20. 11. x=—1, y=-2. 12. x=3, y=-—4. 

EJERCICIO 179. 1. x=3,y=4. 2. x=5,7=3. 3 x=4, 9y=9. 4. x=9, y=-2. 

6. x=4, y=-2. 6. x=6, 9=8. 7 x=5,9=7. 8Sx=15,9=-5. 9.x=-1, y=-2. 
10. x=2, 9y=3. 11. x=), )y=). 12. x=-2, y=-6. 

EJERCICIO 180. À. x=6, y=2. 2 x=12, y=—4. 3 x=14, y=9. 4 x=15, y=12. 
6. x=5, y=4. 6 x=-3, y=-4, 7. 4x=-8,%=). 8. x=7,9y=-8. 0. 4x=2, y=4. 
10. x=-3, y=6. 11. x=15,9y=-1. 12. x=4, 9y=5. 13. x=6, y=8. 14. x=3, 9=1, 
15. x=7, y=8. 16. x=—9, y=1l. 17.x=3, y=-1l. 18. x=2, 9y=3. 10. x=i, 9=4. 
20. x=b, y=10. 21. x=4, y=3. 22. x=8, y=12. 23. x=1, y=2. 24. x=2, y=3. 
25. x=—3, y=—4. 26. x=), 9y=). 27. x=4, y=8. 28. x=7, y=9. 29. x=3, y=4. 
30. x=3, y=9. 31. x=40, 9y=—-60. 32. x=-4, 9y=-2. 33. x=2, y=4. 

EJERCICIO 181. 1. x=a,y=b. 2.x=1,y=b. 3 x=2a, y=a. 4 x=1], y=a. 

5. x=ab, y=b. 6. x=b, y=a. T.x=a, y=b. 8. x=—, y=—. 9. x=m+n, y=m-n. 
10. x=m?, y=mn. 11. x=a+b, y=—b. 12. x=m, y=n. x pi y=b. 14. x=a-+c, 
y=c—a. 15. x=+, y=— 16. x=ab?, y=aib. 17. x=— — y=— 18. x=a—b, y=a. 


1 


— — — 1 —— 
19. x=a—b, y=a+6. 20. =, J=— 
EJERCICIO 182. 1. x=2, y=3. 2. x=3, y=4. 3 x=1, y=2. 4 x=-3. y=-2. 


5. x=—, j=— 6. x=+, y=—. 7. x=-—1, y=-ô. 8. x=—-2, y=-—8. 9. x=——. 


3 e 2 
gd o pes y=7. ll. x==, y=— 12. x=—, y=+. 13. x=a, y=b. 
- X=2m, y=2n. 


EJERCICIO 183. 1.2. 2-1. 3 -26. 4 —-59. 5 —46. 6.30. 7. -—11. 
8. —95. 9.79. 10. —-47. 11.6. 12. —367. 


EJERCICIO 184. 1. x=3, y= L 2 x=-5 y=—7. 8x=-6, 9=8 424=5, y=—. 
5. x=2—, SS = 6 x=—, y=+ 7. x=9, y=8. 8 x=—, y=— 0. x=—-8, y=-12. 
10. x=a, y=>. 11. x=—1, qe, 12. x=92, y=>.  18.x=5, )=7. 14. x=5, y=3. 
15. x=a+b, y=a-b. 16. x=-—10, y=-20. 


EJERCICIO 185. 1. x=4, )y=3. 2. x=2,y=—4 3x=-3,9=-5. 4 x=4, y=—3. 
5. x=1, y=3. 6.x=4, y=-2. 7. Equivalentes. 8. x=5, y=-4. 9. x=-1, y=-—1. 
10. Incompatibles. 11. Equivalentes. 12. x=4, y=-6. 13. x=4, y=5. 14. x=2, 
y=3.  15.x=-3, 9=5. 16. 1x=-2, y=—3. 


EJERCICIO 186. 1. x=1, 9=2, 2=3. 2. x=3, y=4, 2=5. 3 x=-1, y=1, 2= 

4 x=1,)=3,1=2. 6x=-2,y=5,2=04, 6.4=8,9=-2,2=5. Tx=5 y=03, 1=-2. 
8. x=5, y=—4, 1=-3. 9. x=+, y=+, 7=14. 10. x=5, y=—6, z=—8. 11. x=1, 9y=-10, 
:=3. 12. x=3, y=3, 2=—3. 13. x=4, y=|2=—4. 14. x=|,9=-2,2=6. 16. 4=-2, 
y=3, 2=—4. 16. x=8, 9=-2, 2=4. 17. x=6, y=—5, 2=—3. 18. x=2, 9=3, 2=-4. 
19. x=1, y=4, 2=5. 20. x=6, y=8, 2=—1. 21.x=-2, y=—3, 2=-4. 22. x=10, 
y=7, 1=6. 23. x=2, y=4, 2=5. 24. x=6, y=12, 2=18. 25. x=30, y=12, 2=24. 

26. x=10, y=12, 2=6. Et. x=0, y=6, t=8: 98. x=10, y=8, z=4. 29. x=6, y=4, 2=9, 
30. x=3, = =4, ars E Sl. x=3, y=2, z=4. 32. x=1, v=—4, Zz=-92, 


EJERCICIO 187. 1.7. 2-45. 3.14. 4. —44 5.115. 6.-65. 7.17. 
8. 0. 9.0. 10.847. 11. —422. 12.378 
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EJERCICIO 188. 1. x=2, y=4, 25.  2x=-1, )y=-2, 2=-3. 3x=), y=) 2=1 
4. x=3, )Y=3, 2=5. 6.x=-2,y=—3, 2=5. 6.x=8, )y=—5, 2=—-2. T.x=5, 9=-1, 
2=—3.  8.x=—2, 9=6, 2=7T. 9.x=—6, 9=6,2=3. 10.x=-5,y=-—7, 2=-8. 


11. x=6, y=8, 2=4.  12.x=9, y=8, z=4. 
EJERCICIO 191. 1. x=1, )y=2, 2=3. 2. x=1], y=1, 2=3. 3.x=2, 9=2, 2=5. 
4. X=3, y=ô3, 2=4. Bx=4, y=2, 2=3. 6 x=2, 9=3, 2=5. 


EJERCICIO 192. 1. x=—2, y=—3, 2=4, u=5 2. x=1, )y=2, 21=3, u=d4.  3.x=2, 
y=—3, z=1, u=—4. 4. x=—3, y=4, 2=—2, u=5. Bx=4, y=-5, 7=3, u=—2. 6.x=3, 
y=-4, 2=1, U=—2. 7.x=-2, 9=2, 2=3, U=—3. 8.x=3, y=-1, 2=2, u=-2. 


EJERCICIO 193. 1. 64 y 24. 2.104 y 86. 3.815y714. 4. 96y84. 5.63y 48. 
6.90 y 60. 7.81 y 48. 8.64y 16. 9.45 y 15. 


EJERCICIO 194. 1. 942. 3. Adulto, 
a.; 


Es 
35 cts.; niho, 18 cts. 4.31y 23. 5. A, 2] a.; B. 16 a. B, 40 a. 
7.4,55a.; B 42 a. 8.4,65 a; B, 36 a 

3 7 9 7 15 5 2 
EJERCICIO 195. 1.5. 2—. go 6 tm 65 EF 


3 
EJERCICIO 196. 1.25 Y 30. 2.22 7 33. 3.45 750. 4.4,30 a; B, 42 à. 
5. 4,40 àa.:; B, 50. 6. 4, 14 anos; B, 21 a. 7. 4, con bs. 50; B, con bs. 65. 

8. Menor, 70000 h.; mavor, 90000. 


EJERCICIO 197. 154725 257719 327y17. 42775 520mx4M. 
EJERCICIO 198. 1.7. 259%. 3.94. 483 5.97. 694 7.45 


EJERCICIO 199. 1.35 de 20 cts. y 43 de 10 cts. 2.40 de $5 y 51 de $4.. 
3. 300 adultos, 400 nihos. 4. De 20 cts: 21; de 25 cts. 23. 5. 155 de $1 y 132 de 32. 
6. 16 de 3 colones; 18 de 7 colones. 7,13 trajes y 41 somb, 


PANE 200, 1.4, 35: B, 93. 2.4,10 soles; B, 14 soles. 3.P, 313; ), 97. 

4. 4, 30; B, 20 a. 5. 4, 42: B, 94 a. 6. 4,35; B, 25 a. 7. Hombre, 36; esposa, 20 a. 
8. 4, 135 tempiras B, 55 lempiras. 9. Padre, 51; hijo, 15 a. 10. P., 35 cts.; ]., 25. cts. 
11. 4, 91.50; B, $3.00. 12. E., 24 a.; her, 18 a. 


EJERCICIO 201. 1. Bote, 7 Km/h; rio, 3 Km/h. 2 Bote, 12 Km/h; rio, 4 Km/h. 
3. Ida, 2 h.; vuelta, 3 h. 4, Bote, 12 Km/h; rio, 4 Km/h. 5. Ida, 2 h; vuelta, 4 h. 
6. Bote, 10 Km/h; rio, 6 Km/h. 


EJERCICIO 202. 1.10, 12, 15. 2. Az., 6 cts.; café. 20 cts.; frij., 7 cts. kilo. 3.726. 
4. 40, 42, 45. 5. 123. 6.:80º, 552, 45º: 7. 40 v., 45 cab., 25 t. 8. 525: 9. 70º, 
652, 45º. 10. 4, bs. 60; B, bs. 50; C, bs. 30. 11.4, $9;. B, 38; €, 9. 12. 321. 

13. 4, Q.16; B, Q. 12: €, Q.10. 14.441. 15.4, 15; B, 12; C, 10 a. 


EJERCICIO 2083. 1.5 mx4 m. 2.4, 48 balboas; B, 24 balboas. 3.20mx5m. 
4. Carro, 380; cab., S90; arreos, 830. 5. 48, 60, 90. 6. 51. 7.40 Km/h; 

l5 Km/h. 8.15 a 38. 9. Café, 30 cts.; té, 45 cts kilo, 10. 32 de $40 y 18 
de $35. 11. a 12. 115, 85 soles. 13. Caballo, 8100; coche, 840. 14. 54. 

15. 30 bs. 20. 16. 4, 600 sucres; B, 480 sucres. 17. Ayer, S60; hoy, $50. 18.30 y 50. 
19. 4, 24; B, 32 lempiras. 20. 60 y 40. 21. Bote, 12 Km/h; rio, 4 Km/h, 

22. 4,45; B, 15 a. 923.4,8; B, 9 Km. 24.15. 25.25 mx4m. 26.16 mx12 m 


EJERCICIO 204. 1.120. 97,120. 3.21. 4.30. 5.60. 6.792. 5040. 
8.3). 9.24. 10.720. 11.720, 5040. 12. 720, 120. 13. 904. 14. 6. 15. 10. 
16. 6. 17. 60. 18. 36258800. 19. 56. 20,120. 21. 40320; 120. 22. 24. 


EJERCICIO 205. 41. 16º. 2. —-1254º. 3. 27x%3. 4. 36atb>. 6. —8x%yº. 
6. 6dab9clz, 7, 36x5y10. 8. —3430%b9c!2, 9. amsbrs, 10. 1l6xi2y20z2, 11. —27m?nº. 








2 3 
12. atmbsuço, 13. mntxi. 14, —D43410b5, 16. 49xiOylzzio. 16, pr 17. = 
; 
asbº 9x4 16atb8 S2mSn5 9 1 
o . pr “Aa ese ME em E, us 6h4, Mori t 8, 
o o a Do mk rr 


1 
. — atoa, 
“4. — 32 


EJERCICIO 206. 1. alorId q'bi+49DS. QD 9xº—30xiy3+25x2y8. 3. atb!—-Da!b3-palo, 
4. 49x10-112x8y*+64x%)8. 5. 810ºb*+900ºbº+25a*bº, 6. 9xºyº—42xºyº+40x0y1, 
7. xyº-2Za'bixy-+a*bt. 8. 22x +5y?. 9. mat atbls bs. 10. E x0pxty2r o x2yA, 








11. tar 12. mm-minS+énS. 13 xltisyetiy 14 Sat 
à ah as 16! 9 4x8 BM xiyt Oie 
ER 1,6 qa di 
5 as) 15. ea TT 49b2 ss y 367º 2 100x4 


18 Da 16 N têa! 

é et mem ; 

64 3b* 81h10 

EJERCICIO 207. 1. 8a*+364ºb+544b2+427D3. 2. G4as—14442b2+105ab!—97b8. 
3. 125x"+450x/y3+540x*38+216yº. 4. 64xº-144x7y2+41058x5%y!-—27x3y9, 5. 343a!2— 
T35ab3+5925a8bº— 12548Dº. 6. a +9TAlxt+943al8x8+79)aldw12, 7. 512x12— 


1344x10y4+1176x8y8—343x8yl2. 8. 27APD8—135A7b!+22508b5— 125098. O, Latplatbi+ 


























aid 10. qat—CatberTatbt- be 11, Ssatb— Sabe Datbo— = bia, 
ê 271y 27 Ba* fa! 
Sa] 10,64 8 oyi2 94 18 Eai ? sa À y + y R aniléimes goto optacispe ho 
dE. qa? Ta St 5) a 8yº dy 2x3  xº 12 5b 
lõa? 125 l44xº  108xº 27x 27as 27a? T2ab* G4bº 
——. 15. 64x12— — — + names are De DRC : 
20º 8h y3 y8 yº 8b3 õ 25 125 
343 Mr 21 1 1 18n* 216nº 
45 8y10— 12915, = = in? a 
“o a” so Tr id o 2” Po Con 


EJERCICIO 208. 1. xt—-dx3-+6x?—-dx+1]. 2 4x!+4x34+-5xº+9x+1. 3. x!—-10x3+ 
29)x2—-20x+4, 4. xº—10x3+95x14+12x3—-60x2+36. 5. 16aº—-24aº+494*— 300º +25. 
6. xº+4yº+z2-+4xy—2xz—dyz. 7. 9—6xº—5xº+2x9-+x12, 8. 25xº—70x8+30xº+49x!— 
12xº+9x2. 9. 4a!4-Basb—Sa2b?— = ip 10. E Si Ei 
e ac be 2x 00y 25 

Epa E app SE dE E mi ars 29yº— — + —, 1 y3pmx2— 
11. TG ru 13. >= xy +257? a Co” 13. xt 
pas a a? de od a RE 15 Ja! nai 29%a* da 16 16. q! se 
39 x x 9 Ja a? '% 4 A 58% 16 10 
ab” 9 a bt 

te-e-t—. 7. 4º-28"4+3xº-x3-+2x+1. 18. xº—-6xº+5x'+16xº—-8xº—8x+4. 
18 5. 15 81 





19. xº+06xº—5xº+19xt—24xº+46x2—-40x+25. 20. ii ia eggs pis sai a 
l2x+9. 21. 9-36a+420º—-180º+130*—-205+0º. 929, —x8— xi + = xô— Ext TX+4. 
23. atas atas ata, 24. KO 9494 9x8— 4274530 Bu57ui— Bu 
ox*— 4x +d, 
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EJERCICIO 209. 1. xº+8x5-+6x14+7xº+6x2+3x+1. 2. 8xº-12xº—-6x*+11xº+3x2-3x—1. 
3. 1-9x+33xº—63xº-+66x4— 36xº+8x8. 4. 8—-36x+66x2—-63xº+33x*—9x0-+x8, 5. xº—-6x8+ 
12x7—20xº+48xº— 48x*+48xº—96x?— 64. 6. x12—-3x10—3x8+11xº-+6xº—12x2—8. 


7. aspas dg tos pla latas. 8. deco lspba mes, De2 4x+8. 
EM. Bs gs MN Bo 4 27" 3 
9. aº—3a*+6a!—1008+120º—12a!+100º—6a2+3a—1, 10. xº—6x8+15x7—29x8+51xº—60x*+ 


64xº—63x2+27x—27. 11. xº—12x8+54x7—112x8+180x5—228x4+179x3—144x2-+54x—27. 
12. 1—-3x2+9x!—16x8+24x8—27x10+23x12—16x14+6x16—x18, 


EJERCICIO 210. 1. xt-8x3+24x2-32x+16. 2. at+120º-+54a?+1084+8]. 3. 32-80x+ 
80x2—40xº+10x4—x3. 4. 16x4+160x3y+600x2y2+1000xyº-+6257*. 5. at—18aº+135aº— 
5400º+121542—1458a+729. 6. 644º—1920ºb+2400ºb?—1600ºbº+6002b*— 12abº+-bº. 

7. x104+10x8y3+40x8y8-+80x47º-+80x2y12+32y1, 8. x18+6x15+15x12+20xº+15xº+67*+1. 

9. 924º—2400!b+72003b2— 108042b3-+810abt—243b5, 10. x24-30x20y8+375x10y8-2500x12)9+ 
bd ad AR A am 64xº—96x%y+60x4y2—20x%yt + Txtyi ay é 

12. 243—135x2+30x4— xt + x8— a x1O, 13. 64mi8—576mlbnt+2160ml2ns—4320m?ni2+ 
4860mn!º—2916mn20+729n24, 14. x:4-21x12+189x10— 945xº + 2835xº — 5103x* + 
5103x2-2187. 15. 2430*—135a4b2+3008bt—-Sa2bt+ mabs— =-bIO. 16. xl4+14xi2y2+ 
84x10y1-+-280x8y8-+560x%8 + 672x4y10 + 448x2y12+]28y!4, 17, x2:—8x214+28x18—96x/0+ 
70x12—56xº+28xº—8xº-+1. 18. 418 > x16y + 9 lty2— E çi2ys pp 10y6 Mo 0 TE 
Says. 19. 128m?2!—448m18nt+672m!Bnº—560m!2ni2+280mºn!º—B4mên20+ 


e 1 5 5 20 40 à 32 
Amên2!— n2s. À os Cult tyt A ty0 A — x 2y8 | mo, 
14 20 pai +) +ox y raio y E y E, 21 





1 3 8 
— —a+—aº— 
15625 625 20 


375 


“e 1875 
—as+ — qt— 
2 16 


15625 
nb é. 
TR” 


EJERCICIO 211. 1. at+124ºb+600:b2+1600º03+24002b!+192ab8+64b8. 2. 32mtP— 
240mnº-+720mnº—1080min? + 810mên!2—243nºº, 3. x12 + 6x10y3 + 15xºy8+ 20x%y8+ 
15x%y!2-+6x2yl5-+y18, 4. 2187—5103y'-+5103y14—2835y2:+945y28— 189º +21y42—y'ô, 


5. 64x15—-576x15y1+2160x1298—4320x9)12+4860x0)10—2916x3)20-+7297%4, 6. calo ay + 


PERCORRE Ne E a 2a* da? 200º 1854? 4860 29 
GE E RT Dag o ab Dê bs b5 be * 




















8. 1-8x!+98x8—56x124+70x18 —56x20-+28x24— 8x28-+x32, 9, 8 eos SA 6 qui 
2187x7  243x%y — 9x%y? 
2: 168 30 21 
O , 105 567 | N101 2187 128 20 JO op mt- Cmt 
3x%y3  2x3yt  Bxy5 32xyº 12877 mi mi 2 8 
14 
ay mu 11. x24+8xºimn+28x18mên2+ 56x19mên3+70xi2mint+56x?môn5+28xmnS+ 
sa ai 28b12  4bM 
8x3mn?-+msn8. 12. 19683—19683b2 + 8748b!—-2268b8+378b8—42b19 + o TR 
b16 b18 18.1 10 45 120 210 252 ” 210 120 45. 10, 1 
243 19683 x x2 a + de xº xo 8 x? lo 
14. 64m!2—960m ns + 6000m8n!º—20000m8n15+37500m“n2º—37500m?n?3+15625nº. 
15. 16384-7168x5+ 1344x10-140x154 to Tas 80 x06, 


EJERCICIO 212. 1. 10x3y2. 2 —922400%b8. 3. 330x!. 4. —4320x)y3. 5. 2016a!9b4. 
6. —l14asbs. 7. 19440x8yº. 8. —330x%y!%. 9. 5005a!2bº. 10. 495x!8. 11. —12ab'9. 
12. 5670x%yº. 


EJERCICIO 213. 1. +2ab2. 2 +5xy*. 3 Jabs. 4 —2abixt.  B +8x'y?. 
6. 20%. 7. ay, 8 —daxyº. d —Bmnº, JO. <9xºyfz)º, 11. 10x%yº. 








12. =3aºbº, 13. 24º b3%ç9, 14. +7arb2n, 15. sf nada, 16. 4 és * 1%. Ta EM 
5x? 4x3 

ab? a” 2 ag ma 5x3 a? x 

18. — ——., 19. + ' — 2). +——. QU -—. O —, 4 -—, 
2x3 3bc% ge lg? Gm bes ' 2? 


EJERCICIO 214. 1. 4x—3y?. 2 5at—Tax. 3 xº-2x+1. 4 2aº+a+1. O nºn+d. 
6. xº—5x2+6. 7. 4at-gal+5.  B x+2y—z. OD. 3—-xº—a8, 10. 5x4—7x2-+3x. 

11. 20º+2ab—3b2. 12. xº-x2+x+1. 13. xº—-3x2—-2x+2. 14. xt+3x2—-4x+5. 

15. xt—4xº+9x—3. 16. 3—-6a+al—-as. 17. 3x!—-4xº+2x—1. 18. 4x3-5x2+6x—3. 
19. m'-2mên+2nº. 20. 3xº—-xW)+2xy2-293. 21. daé--3ab+2abl—b3. 22. 6x!—3x?y2+ 
4x7yº— 29). 23. dat—-Jaix+ax?—-2x3, 24. dat-Bai+20º—a+1. 26. x8—-xt+xt-xttx—d, 





x? 2 E e Dal a C da* a dq 
EJERCICIO 215. 1—-x+—. 2 ---+—. 3 -—b+— 4 — ——+— 
: 2 O Cm a 2 4 4 25 
a” 2 3 2 a 3 b 
E Emb Eórlado Cosâpdts Eo-stos Eni 
- J 3 +» 4 5 y 
x 2 ' 3 e 
gs n-gno mst! mL, us suÊ, 
3 x 2 q” 3 X “q x cd Ja xº 
gl nt.D? mão mio 
ox 2 Ba à 2 é Txy 2 Sab omn 5 ax 
19. —xt— xº+—x+2. 20 Dib grana 
, 4 2 


EJERCICIO 216. 1.2-3). 2 4aº+5b2. 3 xº+x+1. 4. 2xº—-x—1. 5. 1-3x+2x2. 
6. 9—-9x+x2. 7. x3-9Dx2—d. Bo x!-xt—?. 9 9x2º-Gx+1. 10. 34º-5a-4. 11. a— 
2ab+-b?, 12. x*—3xy+5y?. 13. a*—a?+4. 14. a3—3Ja?x +2x3. 15. a*—-a*+a-—l. 

16. xº—-4xº+9x—3. 


xº x a x 2 a b 

E E | . SE . 3 ques E a — me 4 Em 4 ——1I+—, 

JERCICIO 217 1 > q +2 2. a E da 3. 3 + > = 
2 1 2 3h 
BDO-S-— 6 D++4=. 
vc 2 Va 3h 4a 


EJERCICIO 218. 7 2 Ym. 3. 4/03. 4. xV9. 5. bV/atvb, 
6. xvXVvIVZ  T QbWyaivDd. 8 3Wxvyivz. 9. bevYabes. 10 8mn?W nº. 


> 7 
11. Ja:be Ybv e. ni 5Ymênsx. 13.42. 14. xs. 15. x? 


je : 


1 5 
16. m3. 17. 2xº. 18. a2b3. 


























is 135 23% 8 mn a E Ag Afro 
19. 3x2yº. 20. 2a4btc*. 21. bax'yiz>. 22. min? 23. 302b%. 24. ambro”. 
a? 3 1 3 ] a?c 
EJERCICIO 219. A 7a 2. = 3. ss À E: 5. E 6. rs 
atb> xºy3 mn? 
7 
7. ad 8 . 9. e 10. 3X õ, i E 13. 
bi a 2 ú + xy2zs sm 
yá asbtc 
s 2 1 32 E] y 
dga*cs 2 y b2c” a*bº DrARÃ a z 
———, e ' A : o 2nt. 20. 
14 Tê PRE 16 7 1 Er 18 3a Jam DE 
3a? xº dado da 
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EJERCICIO 220. LL 32 ga! 4ã gç3B. 
ab? xy? mIn2x3 Sab? 2 
2 1 3 1 a 
+. 1 3 
6. CRE 7. Em” 8. ETR 9. “q 10. : j 11. ira 
5x > do ie a? b-3ç2 xy? 
3 
2 1 - 
12. E 13. 2a", 14. 3abr2, 15. x2y3, 16. 4x2y-2, Et. cla? A 
9mên 2 1 ' 
1 2mnt 1 4 
18. atb3, 19. 20. aºx-y?2, 21. 3aºb3x-1. 22. 3x2yt78, 23. mêntx2, 
“a va 5 3 2Yn3 1 
EJERCICIO 221. 1. = 2. Sar ———+ 4. So 4, 
Vx W 62 YWb Vx Y mê 4x 
3 1 Wy3 1 1 
7. Yey. 8 10. 
7 Va YR sda. VEZES x2m3Y/ nã ava 
23 
1 b b 1 2 23 nd 
13. 14. —/— 15 - y 16. — 17 , 18. asx? 19. asi 
xx SC. Y% “a e 5 
a” x2y2 
1 3 x 37” 1 
20. ami 21. x? 22. a*bs, 23. a 24 : 25. 64 26. 4 27. 27 
aobã x3 mên 
1 1 32 1 1 1 
28. —. 29. 9. 30. 4. 31. —. 32. . ——, 33. 1-. =, 35. 1-. 
243 343 R 243 2 os a” 2 
7 19 1 27 2 2 
36. l—. 37. 729. 7q—. - Q—, =. .— .32. 43.81. 44.2-., 
9 38. 32 39 ds 40. 125 tl. 42. 32 8 3 
7 1 18 1 io 1 
EJERCICIO 222. 1. lo. 2. 185. 3. e: 4. ó12=. 5. 86. 6. 21. 


13 5 1 
7. 367. 83% 9 1265. 
3 3 


EJERCICIO 223. 1x1. 2Zaº%. 31. 442. B.x. Ga TT q 8. agf 
9. x D 10. 3m. 11. 42 2. 12.1. 13. x5%. 14.6. 15 abs 16 b. 

17. min. 18. ob 4 

BERCICIO 22. 1. cui fd 2. x!pxº-9D+3x2—-x4. 3. EAR 


A 2 Ee. A E 
4. 2a+at-a?+3a*—2. 5, Saº=b+10a ade 6. xt—-dxtrdx t—x 7. b3+a2bipa4b. 


3 
4 


3 É =* 
8. xtdy-A egg tdo gçtyrd, 9. Sb s-asba+5d ib- i-8a 4%. 10.02+a 2 2palbi+ob-2, 
LU) a 1 E 82 
11. 4xº4+3x%yº-—xãmya, 19, Z5-Jaxvi-gaik—ga xd. 13. 1508+42—-19a+17—24a1+10a-2 
3 1 3 5 1 3 
14. 2— 7x Re aj 15. memin—-n?-m-n2. 16. a-ba'ta 85. 


k 4 
17. Em +Amis+2+4m” 8, , 18. 2d 11 x-Iy--1. 19. xIy2+4+13x2y-*+6x3y"8, 
20. 3+T7a. ad 2, 
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EJERCICIO 225, Z. ot xs S&S K as, B. xt. 6. Pe ARA 
8. A 9. m *- 10.03. 11. (2º. 12. a 13. xy. 144 EO 15. ab. 
16. j. 17. q 18. 2x” sy5. 19. iza SO. x0"Sy-*. 

EJERCICIO 226. 1 e7 pira, 2. 4 5 3. m+2-m?. 4. ER 


5. m3-2+9Im - 6. at+2at—-a 4. T.x3--Dx2+x]). 8 aSb5tasbtalbi. 9 ntmtmêni. 
3 1 1 1 


ee jm 


t3 


PIS 


8 
2. 


1 2 2 
10. 5a?—-3a+4-2a-1. 11. atbsratb2—a 4b1. 12. x1+2x 2y 2+9yd. 13 -2-m, 8, 
E: BA LM» La fa As 
14. 2-2x 3+9x 8. 15. 4x2—-x2y2+xy—x?y2. 16. x—20ºxº-+a3x3º—3a. 11. aaibEr dA 2b2, 
51 3 1a 21 3 
18. m “nº-3m “-=m *n 2. 19. ado dim di did E 20. a "be+2a ip- “202, 
1 
EJERCICIO 227. 1.02. 2. a%3. 3a. 4. x 5. mº. Ga? 7 x%) 
2 3 
8. 4ab3. OQ allb4 10. xºy3. 11. 24302b-15. 12. &m 2n71. 
3 À 3 a 1 a l 
EJERCICIO 228. 1. a+20%b24b. 2 xº—2x *yt oo. 3. mi 4mê+dmê, 4. a4b8— 
3 sa 1 


po E 
A 


Zab+atb+. 5 a2-Galb *+9b 6. a*+2a-2b? +b. te vio y Ay. 8 min— 


;.A as 1% 
om ?n “tmn. 9. ar3atb8+3atbB+b. 10. E om +—27y8. 11. mº+ 
413 2 1 12 
min *+48mônd+bam z sa. Bal2-36a Sb. Ergo 1-97b. z 13. x2 Espa 
2 3 
14. a? aê “UP Gabi pqaBbe pb 15. ame . Er aty) di A 16. 45x d+ 
2 3 ú 


10xy Eroviy ni 5x3y- Es É E 17. Ra ++ 1Omênê 10mn+5m? inê-ni 18. at — 
12410mE+60aSm — -160atmê-+2400tm? — 19atmi+ Gm. 19. ti sat ã 


3 
Ox riaty+yt md ROGER IDAS Lda rd, ES. x api past g pd ã 
3 5 2 


22. a+60ê 114647 ga, 23. m? ads 2m*—12mi-+ôm. Sé. ab. quê 46 
4 


ja E 13, 26. x? Epgad- udp, 26. at—6aB+1505-204154 5 3a sta, 
27. mê-+ mit 15m5+20m+15m8+ Gmimã 

EJERCICIO 229, 1. x2+3x1+2. 2. RR z 8. Ga, 4. a+2ai-3á* 
5. aii 5 —2+m. mê 6. ada, 7. nigi tes, 8. das Tt 9. arado 1. 


2 
EJERCICIO 230. 1 axt-Lraix Dx-xigxt 3 asas, 4 5 


2 


a 
am? caio + ay. 6. ca T. 8m?+5+ôm?. 8. êmriro 


x sa A z 


1 1 
+ rabo, 9. ab 8-2+a 28, 10. ab+3-a-2b-2. 11. xwy-4+x EE 


EJERCICIO 231. 1. 3V2. 2. 12V3. 3 2W3. 4 22. 6 6Y3. 6. 5av2b. 
T. o7xy2vx. 8 3a2b'vBab. O 3nsvôm. 10. 4a2bictvIlabe. 11. 4y2W2x%. 


2 
12. 2nºy/min, 13. 10ax2y3z/D0xz. 14. Pabciv5b. 15. 3x2y32t4/5y2. 16. 25, 


ae 3a? Seo 
17. Bxy3/2x2y2, 18. m'v3am. 19. Ee Ja:b. 20. ab. 21. 3va+2b. 22. abv3a-8. 
x 
23. 9y2vDx2+dx. 24. (x—y)v2. 25. (a—b)va+b. 26. (m+n)v2a. 27. (3a—b)va. 


1 E au 1 
EJERCICIO 232. LV5 2N6o SVEO 456 5 vê, 
8 e 

6. EM, | NB. 8. —vômn. 9. É Vá. 10. Lya. 11. 425. 

4x 3y? mº 2x 3 
12. — OX: 13. 5w ob. 14. ado 2xº, 15. 3W 4a2xy3. 

XxX a. 

EJERCICIO 233. À. “48. 2. VD. 3. Y3. 4. v2. 5. 3u2. 6. v5ab. 


7. 5WT7ab?. 8. yv'3x. 9. xyv'2y. 10. nv2mn. 11. axv'Ta. 12. nxYmêx. 


EJERCICIO 234. 1. Vi. 2 vã. 3 v25ab. 4 v3 5 visa. 6 vTixiy. 
7. Yob. 8 Dm. 9 <Yi2Baib3. 10. valrab. 11. v2xº+2x. 12 vxº-Bx+2. 


EJERCICIO 235. 1 YD5 YE 2LVYLY3 3 VE, V25, V5IZ. 4 VB, 
“RL VD VD. 6 IBBX, VIGXDE, VTaD. 6 Vas, VôTaio, vôaixt. 
10. 2/7, 3V/GADE, ANDEI. 11. 9V05, 4 VD, 4VRD, 12. V3DME, 3VARS, 2V RA. 
EJERCICIO 236.  1.V5 VD 2LYGYD SVB VM 43, vô 
va vi Y3 VD. 6 Y9 YZ vB. 

EJERCICIO 237. 1. -8V. 233 3 2905. 4 —18V2 6 vê 
6. ——v3. 7. 5v5. 8. vB. 9. 5avD. 10. av5. 11. 2x3. 





12. —y2. 13. Sy2. 14. aya2, 

EJERCICIO 238. 1. V5-9V3. 2 9V7T-V3. + 3 v5-12V7. 4 5v2-20V5. 

5. 4v3. 6 4v]l-võ. 7. 1003— 7. 8. 2v3- vê. 2. 2v5+2v6. 10. 1v3. 
11. 5v2. 12. 127. 13. 9xvVa+7VD. 14. 9nV/m-mvhn. 15. 4bv'5x. 16. 0. 
17. 4a2vx+3). 18. 24. 19. 2va-b. 

EJERCICIO 239. 1. W2-2Y3. 2. 13-3Y5. 3. Y3-2Y2. 4. 9YCAY5. 

6. 742. 6. 43-32. 7. 45-93. 82450. 9 V9—- 5. 

10. 2yE IL 2 121193. 13-45-1802 14.0. 15 2bWda. 
EJERCICIO 240. 1. 3VZ 2307 3 vê 434 5 506. 6 xvi0. 
7. 450. 8. 18awb. 9. 84vi5. 10. 6v TI. 11. 3044. 12. iva. 


ga Ulm 
ax y2 


EJERCICIO 241. 1. 2-v6. 2. 30+14V15. 3. 903+24/5-20V30. 4. 6-4. 
5 55+ISVTS. 6 54475. 7 80-2x-5Vax. 8 791-111V35. 9. v10-vI51. 
10. 5V15-v6-21. 11. 15+3V2+715-2v30. 12. 3a+2+3vVa2-+a, 13. 3a+3b— 
7va-ad. 14. 1+x2+8xvi—x2. 15. 3a—1 +3V03-1. 16. 2x+10-8VX+3. 

17. 5v'a?+ax—6x. 18. 3a—x—3v02-—x?. 





EJERCICIO 242. 1. xWYdx. 2. 240 Y2ab?, 3. 3x9x%y2. 4. 9aN/PTa bi. 
5. 5v/xToyd. 6. mv DBmind. 7. N/Bx. 8. v2x. 9. Bai, 10. 9. 
) 


EJERCICIO 243. 12% 2 ivã 3 ivã 4 55 
7. 2vax. 8. 2xWx7, 9. w/12. 
EJERCICIO 244. 1. 2953. 2 IyBIx. 3 YBabl 4 iy82x 5 +VBlZômniã 


6. Vir.  Tmym 8 W2abê, 


EJERCICIO 245. 1. 32. 2.12. 3.17%. 4 82. 5 16202b%20%Db. 6. 2xv2x. 
T. 9h Gasb+. 8. 32. 9. 32a?x. 10. 4x+4. 11. 9x—9a. 12. 192ab?v'a. 

13. 5-2v6. 14. 35+8v6. 15. 12235. 16. 211-60v7. 17. 9x—1+2vx2—x. 
18. 17x+1-8vxTrx. 19. 22-2Va2-1. 20. 10x—-3+4V4x2-1. 


EJERCICIO 246. 1. Va. 2. 2. 3. V3. 4. W3a. 6. 2a. 6. v2. 
7. W5a. 8. w3a. 9. v27. 10. Ya?b3. 11. Yx2. 12. Va+b. 


1 5 5 1 
EJERCICIO 247. 1. -N3. 2. 2V5, 3. à ts LM CNE 
3 2 | 24) x 2a 3x 


6. —v3. 











7. ly Ja. 8. 2 ya. 9. E 3x2, 10. 2Y ga. 1l. Boas mn. 12. É YE 
a 3x 3 2a am 25ax 
2/10- 17+3v35 
EJERCICIO 248. 1. 4V2-5. 2. 2+v3. 3. EV AD 4. lidos 
5 19-7v10 6 99v2+76v3 7 — 9v6+a ' 6v21-29 9 — M+9vô 
E: 2 oo “Ho so 
10. 971177. da, NOVE 19, 16V3+3v2 19, 20*+Vax 
3 10 dga—x 
rãs nie 4H q, FrOeVaTãs E, 
a—va?—b? » 
18. a 
) 
2 —12V2-2V3+5v6 2v3+8v5-5v15-1 
EJERCICIO 249. 1. cube 2. e 3. Ret paira 
A 3+v15-v6 5 24v3-4V3+106-—5 e 5v2-14v5—6V10-9 
6 29 | 91 
ç 5 ; 7+2v10 
EJERCICIO 250. 1. v6-2. 2. Dinda 3. ais id 4. cane =. 
: 3v21-13 6 22+5v'30 q 66-+296 e 36-5V 77 
o" 9º 30 170 
EJERCICIO 251. +. 192, 2. 8. 3. 9. 4.1. b. 5. 6. 4, 7. 9. 8. 10. 
9. 6. 10. 15. 11. 920. 1: 0 dt 247% MB 16.9. 17.5. 


E 9 Ê 
18.1. 19.6. 20.4. 21.9. 22.6. 23. -5. 24. a 25. (a+b)2. 26. (a). 
EJERCICIO 252. 1.4 29 8 18: 4. 925. B 1. 6. 7. 7. 9. 8. 3. 
9. 9. 10. 11. 
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EJERCICIO 253. 1. ai. 2. iv2. 3. 6. 4. 9%. 5. iv6. 6 39b% T. i2vã. 
8. ivT. 9. 3W3i. 10. Qmãi. 11. di. 12. ivabi, 
EJERCICIO 254. 1. 61, 8. Tá, 3. 361. 4. 221. 5. (2a+a?-+aº). 
6. 15v21. 7. 15v5i. 8. Ta2i. 
EJERCICIO 255. 1 -20. 2. —-63. 3. —960. 4 —v6. 5 -6V35. 6 —I5. 
7. —B4. B. —42. 9 —30i. 10. 360. 11. 15vxy. 12. —5. 13. 86. 14. 56+3V8. 
EJERCICIO 256. 1.2. 2.5. 3. 3V3. 4. 3V2. 5. 5vê. 6.6. 7. 2V3. 
8. 3v5. 9. v3. 10. v5. 
EJERCICIO 257. * 1. 7+41. 2. —b+3i. 3. 20-41. 4. 21+101. D. —92+3i1. 
6. (5+v3)+71. 7. 6+(V2-vB)i. 8. (3+vB)+(1+vB)i. 
EJERCICIO 258. 1. 14. 2. —10. 3. 18. 4. —l4. 5. 16. 6. 2v2. 
EJERCICIO 259. 1 —2-5i. 2. 5+14i. 3. 6+71. 4. —l-4i, 5. 7+31. 
6. 8+130%. 7. 2-1li. 8 24(V5-v3i 9. (v2-v3-Ili. 10. 15-(VT+v3)i. 
EJERCICIO 260. 1. —2. 2. Gi. 3. —léi 4. 2vV2i. 5 29VBi. 6 —8v2i. 
EJERCICIO 261. 1. 3-29. 2. 2-29. 3. 41+]li. 4 10347. 5. I7+2v2i 
6. (20+v0)+(5V3 —4v'Di. 7. (vV6-v10)+(2+v15)i. 8. —1+3v 151. 
EJERCICIO 262. 1.2. 2.13. 3.27. 4.28. 5.27. 6. 86. 
4+31 3—29i 26-—83i 8+21v3i —2+9v10: 
EJER li Z——— — 5. ———. 6 ————. 
CICIO 263. 1.1. 2 - = ee = 
EJERCICIO 265. 1.15% 22%-. 3 -3,-8 47,9 5.2 6.5, -35 
, 1 1 5 2 1 1 3 
1 5 1 7 1 2 3 1 1 
14. “2! “as 15. s' a 16. 5! E o: “a! RA 18. 7, ai 
EJERCICIO 266. 1.31. 22-11. 3 -15 4 > 5-2 -2 6.5. 
1 4 1 1 
7. 1. 8. ts Dra» 9. o, Le 10. os —d4. 11. 9 ul 12. —1, —b. 
EJERCICIO 267. 1.12. 2. 5-3. 3.811. 4 15,-19. 5. -1,-8. 
6. 13, —5. 7. 17,-12. 8.9-2 9.11,-1. 10.3, -8. 
EJERCICIO 268. 1.3, —— 2 2-1 3615 48 —4 
5. 1+vi1, 1-vil. 6. 1, —5. 71, —1+ 8. 4, —1. 9. 5, —18. 
: 9+v4l 9-vdi s a 1 
10. 10, ——. dh a 192. 3, ==: 13. 2, + 14. 4, 25. 
15. 5 —=. 16. 2 —11. 17. 3 —1l. 18-83 15. 198 -15. 
20. 3+v13, 3—-v13. 
EJERCICIO 269. 1.32 2.29. 3.513 49-12 5.-4,+ 
ep TIp—S 8o-t 9-2, 10.24. 11.3, —85 
12. 6 7.  13.8,-9. 14. -2, 10 153,10. 16. 12-35 17.6 -1 
18. —3, —4. 19. 5-2 20.5 45 
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( b 
EJERCICIO 270. 1. da, —Ta. DS —j =— 8 e nda. Q. —, —, 5. 4a, —5a. 


3ab q 3a m 2n 

6. —, —ab, — — + . —a, b. - Pa, —3b. O — — — .—a, ; 
; a 7 ; 5 8. —a 9. 2a, —3 10 5 ; 11. —a, a+b 
1 2 b b | 

12. eum, E: 13. a—b, a+b. 14. 2. nm. > +m. 15. 2a—b, 2a+b, 16. a, A 





a 
sa b 
17. —8, 6a. 18. -m, m+2. 19. 2m?, —mS. 20. aged E 21. 2a, ms 29. a b 
? 3 2 3'9 

dk ig=a MÉ-*. Mit mi=? 

2 a-Q a 3 
EJERCICIO 271. 1. +4. 2. +vil. 3. +1V5. 4 += 5. +9V2. 6.6. 
7. vid. 8. ++. 9. <ivT. 10. +2. 11. +V3. 12.+3. 13.*+3. 14. 1. 
EJERCICIO 272. 1.0, 5. 2.0, —8. 3. 0, +. 4.0, +. 5.0, —8=. 
6. 0, — 7.0, —1-. 8. 0, —1. 
EJERCICIO 273. 1.2 25. 3.1. tod. KT 6. 4. 7.9, 
8. 0, 5. 9. 3. 10. 1, 6. 11. 1, 16. 12. 9. 13. 1. 14. 2. 


EJERCICIO 274. 111,3. 12.24. 13-13. 14.-1-3. 15.2,-3 
16.1.  17.—4 18.2 -2 19.-2,5. 20.2 21.224. 22.-1,34 


EJERCICIO 275. 1.772. 2.60y 36. 3. 4, 14; B, 11 anos. 4. 45 y 15. 
SÊ 6. 8 y 9. 7.12 mx8m. 8. 40 sacos, bs. 25. — 9. Caballo, 900 sucres; 
arreos, 225 sucres, 10. 15 y 8. 11.17 y 6 anos. 12. 36 libros, $5. 13.10 filas 
de 18 soldados. 14. 50 soles. 15. 6. 16.16, $122 17.30 a 395. 18. 10. 

19. 8a $3. 20. 6 h. 21. 10 cab., $200.  22.4,5,6. 23.12y15. 24.304 5cts. 
25. Q. 90. 26. 32 y 11. 27.15 my 5m. 28. 40 Km por hora, 29. 12 dias, 
7 colones. 30. 18, 35. 31. 7. 32. 10 anos. 33. 10, 34. 

EJERCICIO 276. 1. Reales y desiguales, racionales. 2. Reales y desiguales, irracionales. 
3 Reales e iguales. 4. Imaginarias. 5. Reales e iguales. 6. Reales y desiguales, irracio- 
nales, 7. Reales y desiguales, racionales. 8. Reales c iguales. 9. Imaginarias. 10. Reales 
v desiguales, irracionales. 11. Imaginarias. 12. Reales y desiguales, racionales. 


EJERCICIO 277. 1. Si. 2. No. 3.5. 4. Si. 5 No. 6.Sí. 7.No. 8.Si. 9.5. 10.No. 


EJERCICIO 278. 1. x22—-7x+12=0. 2. x2-9x-3=0. 3. x2+12x+35=0. 4. x2—-x— 
140=0 5. 2xº-3x+1=0. 6. 5xº+11x+2=0. 7. 3xº—- 7x — 6=0. 8. 2x2 + Tx + 6=0. 


9. 8xº—-2x—3=0. 10. 7x2+33x-10=0. 11. 3xº—-13x—30=0. 12. 8x2+17x+2=0. 
13. x2+34x—936=0. 14. x*426x-+165=0. 15. x2-2x=0. 16. 3x?+x=0. 
17. x2-25=0. 18. 4x2-1=0. 19. x2º—-14x+49=0. 20. 3x2º—-13x—88=0. 


21. 12x2+64x+45=0. 22. 14xº+73x—22=0. 93. x*-ax—292=0. 94. 12x2+5bx— 
2b2=0. 25. 2xº-mx—m?=0. 26. xº-ax+ab—b?=0. 927. 6x2-(Ja-2b)x—ab=o0. 
28. xº-92x— 1=0. 29. x2º-4x—1=0. 30. x2-6x+10=0. 


EJERCICIO 279. 1. 5y 6. 2.-13 y -20. >. 17 Y —1B. 4.—7 y —42. 
5. —13y19. 62y-5. 7.-6y-5. 85y-> q-4y> 10.-3y-5 
2 3 2 5 q 2 nó 
O Rd ro 12. e Ru 13. Ty Eh 14.5 y ——. 15. - y = 16. 1+v5 
yl-v5  17.5+V3y 5-V3. 18 -S+viy-2-vT. 19.22 y-a. 20.2 
2m m 


—3b. — y — — 
y —S 21 3 y E 
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EJERCICIO 280. 1. (x—7)(x—9). 2. (x+11)(x+19). 3 (x-31)(x+5). 4 (2x—3) 
(x+2). 5. (4x—1)(3x+2). 6. (5x+1)(x+8). T. (6x—5) (x +2). 8. (4x—3)(3x—4), 
9. (dx+T7)(2x+9). 10. (9x+7T)(3x+1). 11. (6x—5)(Dx—6). 12. (11x+12)(x—15). 

13. (3+x)(2—x). 14. (5+x)(1-2x). 15. (3+2x)(5—2x). 16. (1+4x)(4-3x). 

17. (8x—7)(9x+1). 18. (6x+1)(6—-5x). 19. (10x—3)(x +21). 20. (20+x)(5—x). 

21. (x—1)(18x+49). 22. (3x—2a)(2x+a). 23. (5x—3y)(x+5)). 24. (3x— Tm)(5x+m). 








1l+iv3 1-:v3 

EJERCICIO 282. L.L-l ii. 2-1, qi 3. 3 —3, 3, —Bi. 

4. 4, —á, di, —4. 5. —2, Il+ivB, 1-1v8. 6. o — 5, 5, — St, 7. —d4, 2+98i, 
3+3v3i 3-8V3i -3+93V3% -3-9V3i 


eu 1 us vB. 10. 2V%, —2V3, 2v31, — 9/91. 
EJERCICIO 283. 1. 1, 3. 2. +2, +3. 3. 2, <6. 4. 5, 6. 
6. =1, +2i. 6. +93, 6 7.7 2. 8 x] +vã 9.x3, 21 10.42, + 


Ut ti 12 *5 iV5 18.42 5V06. 14 +, Livõi 
EJERCICIO 284. 1. —1, 2. 2. —3, —v3. 3. - —V5. 4. V3, 9 


— eu o 


» 12 6 pt o T-5-L gil. g9LA as 
11. 25, 5. 12. 16, +. 


EJERCICIO 285. 1. V2+v3. 2.v5-v3. 3147. 45-v7 5 vv 
6. v2+vll. 7 v5+v6 8.9-v3 q. vo+vi5. 10. vi+v2. 1. 2v3-vô. 
12. 3V5+v]0. 13. 8V5-2V7. 14. 15-27. 15. 5vil-avã. 16. Lvmriv3. 
17. qVZ->. 18. T+2vB 19.242 20.243. 2.147. 22 vi. 
23. v3+v]5. 24. vI3-vTl. 26. 2V5-viô. 26. v3+v6. 27. 3v10-2va. 

EJERCICIO 286. 1.31. 2.60. 3.150. 4437. 5-4 6 —170. 

7. —45. 8 —416. 9.113. 10.152 11.30 123% 13.20 14.105. 


9 

22. —17. 28.25. 2456 25 —1580. 

EJERCICIO 287. 1.16. 2. -11. 3-1. 44% 61 6-0 7-&. 
8. —5. 9.12. 10.14. 11.40. 12.17. 

EJERCICIO 288. 1.232. 2. 1786. 3. 1752. 4 11840. 5. —17040. 6 —10050. 
7. 227. 8 139. 9. 1427. 10. 1895. 11.695 12.563 13.272 14 351 
EJERCICIO 289. “1. +3.5.7.9.11. 2 +19. 16. 13. 10.7. 4.1. —2. —5. 

3. +—13. —23. —33. —43. —53. —63. —73. 4 +42. —923. —4. 15. 34. 53. 5 +81. 
—69. —57. —45. —38. —21. —9. 6 +1.15.2.20.3. 7. +5 65 75 90 100. 12. 


7 27 1 1 1 1 
15. 49. 16. —14-—. 17. —1m 18. —7—. 19. —24-. 20. 8. 21. —20—. 


2 5 5 
| 5 2 À. E mi sm 18 71 : 3 
6. +—4. 2 15. 2º 3º 17 3. 9. = 1a B 24 16º 3º 48º 8º 10. +—1. 7 
1 5 à ud af 27» s 1 1 3 3 1 
q 2 y 1 2. Se. 11. ie; Tua” 72 as: 46" 4a” 8º 12. X 2 dec. — 3 
al 7 1 5 ge Ia 1 1 3 13 7 
dae dee ado = —>. 13 = 2" 30º 30" 10º 30 6 10º 30 30º 10' 


574 €  ALGEBRA 


EJERCICIO 290. 1. 1470. 2. 16200. 3. 9417. 4. 10100. 5. 10800. 6. $40:75, 
7. $131.20. 8. 33660. 9. bs 5430. 10. 7.75 m; 55 m. 11. 400, 800, 1200 sucres. 
i2. 2º 8, 39 11, 49 14, 7º 23. 13. $1648. 14.946 km. 15.584. 16. —97. 

17. 8. 18. $500. 19. 4200 soles. 20. 402.5 p. 21.165024. 22.80. 923. 16500 colones. 
EJERCICIO 291. 1.192. 2.729. 32 42 54 ga 7. 1628, 


“ 8125" 243º “ g125' 243 


1 27 o» 32 a? 1 
8. 96. Oq 10.75 ll 12-13. 232 — 
EJERCICIO 292. 11 25 35 42% n*3 6-2 7 —. 
1 2 2 
8 +> 9 +) 10.2 
EJERCICIO 293. 1.11. 2-8. gsi7l. ao so gas, 
7 PRE: á 1 2 a a 074 e” 
“ 250" ” e4" 9. 162º 10. 97" 


EJERCICIO 294. 1. w5:+25:+125:+625:3125. 2 4+—7T:—l4: —-98: —-56:—112: —929A4, 
3. *+128:+64:32: +16:8:+4:92. 4. 45:13: 2: 1-:15:5. 5. s2:8:40:65: 

| 428 Mo sum " 
107: 157:225: 340. 6. = 


4 1 1 3 9 27 1 dd 

>1>,>:—1—1— ; HBitd Dejo: + 
64 » 5 4 Es. 8% : 2 + 8 

3 

4 


16" 04º 2560 
2 


EJERCICIO 295. 1.20, 2. 
EJERCICIO 296. 1.+. 2. À. 3 


EJERCICIO 297. 1. 64, 126 lempiras. 2. $10485.75. | 3. 2187 balboas. 4. —. 
dq 6 7 $210. 8 2 9.bs.36400. 10. $7174453. 


16 
EJERCICIO 298. 1. 97.888. 2. 82814.4. 3. 0.00819. 4. 214992. 5. 210.857. 
6. 13.1577%. 7. 8.7141. 8. 619.55. 9. 75.982. 10. 455700. 11. 1024. 12. 0.003375. 
13. 120980.56. 14. 0028224. 15. 139313.183 16. 1.73205. 17. 1.25992. 
18. 1.49535. 19. 2.29017. 20. 2.60543. 


EJERCICIO 299. 1. 6569. 2. 2.63890. 3. 16.9235. 4. 5.1062. 5. 76.464. 6. —2205.14. 
T. 0.054327. 8. —2.13734. 9. 0.3888. 10. 4.6512. 11. 6.6526. 12. 1.19132. 

13. 0.00075182. 14. 0.4888. 15. 7.9988. 16. 61.591. 17. 12.6564. 18. —11.6101. 
19. 2.60614. 20. 1.20766. 21. 0.086551. 922. 0.77958. 93. 1.20782. 94, —1.10756. 
25. 0.06893. 26. 0.69241. 27. 0.80434. 28. 5.23685. 99. 8.9943. 30. 5.05366 


EJÉRCICIO 300. 1. 1.556302. 2. 1.875061. 3 1477121. 4. 1.68124]. 5. 2.079181. 


6. 1.991226. 7. 1535294. 8. 1.352182. 9. 0.292256. 10. 1.942008. 11. 2.306424. 
12. 1.651278. 13. 0.397940. 14, 0.176091. 15. 0.146128. 16. 0.367977. 17. 1.113943. 
18. 1.397940. 


EJERCICIO 301. 1. 0.6826. 2. 3.2059. a 4 4. —0.25107. 5. 5. 6. 6. 
y SR 8. 4. 9. 1.42186. 

EJERCICIO 302. 1.5. 2.6. 3.8. 46. 5.5. 

EJERCICIO 303. 1. $595.51. 2. 4908.94 soles. 3. bs. 19251.15. 4 $1183.21. 5, $15812.33. 
6. 35182.58 sucres. 7. 365266.27. 8. 8849.09. 9. 8936.54. 10. $800.16. 

11. $1454.02. 19. Q. 31624. 13.5a qa Ta 157% 163% 17. $10852 


1 1 2 1 
3. —85. 412. 5.15. 615 715 ga 
24 


JW Lo bm 65 Te 85 9 


933" “99 * 41º ” 4 “ 900" 


EJERCICIO 304. 1. $5180.21. 2. 8540.43 soles. 3 $48146. 4 bs. 363245. 
5. 712.19 bolivares. 6. 1510.82 bolivares. 7. 127320.55 sucres. g. 57743.90 soles. 
9. 6438.89 bolivares. 10. 5060.61 bolívares. 41. 62173.96 sucres. 19, 2648.61 soles. 


EJERCICIO 305. 1. $2462.38. 2. 2906.03 sucres. 3 $1576.79. 4. $687.79. 
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